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Samenvatting

In deze scriptie bekijken we copula’s, die een benadering geven van de afhankelijkheid tussen aandelen, indien
we deze niet kennen. Verder bekijken we de COS-methode, die volgt uit een aantal benaderingen van een
optiewaarderingsformule en het daarbij toepassen van een cosinus Fourierreeks. We benaderen met deze
methode kansdichtheidsfuncties en bepalen ook in één en twee dimensies eerlijke prijzen voor optiecontracten
op begintijdstip t0. Optiecontracten geven het recht (maar niet de verplichting) om in de toekomst een aandeel
te verhandelen tegen een eerder afgesproken prijs [15]. We concluderen vervolgens dat de COS-methode een
eenvoudig doch nauwkeurig model geeft voor zowel het benaderen van kansdichtheidsfuncties als het modelleren
van optiewaardering. Vervolgens laten we zien dat het ook mogelijk is om kansdichtheidsfuncties te benaderen
middels copula’s. We eindigen met een voorstel hoe we copula’s en de COS-methode kunnen combineren.
Hiermee kunnen we aandelen modelleren als we alleen op de hoogte zijn van hun marginale distributiefuncties
en niets weten over hun afhankelijkheid. Het is nog niet gelukt een werkend model te presenteren, in de
toekomst is dit echter zeer wenselijk.
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Inleiding
Op de �nanci •ele markten wordt dagelijks veel geld verhandeld in een spel van vraag en aanbod. Aandelen
spelen hier een grote rol. Beleggers kopen en verkopen aandelen om zo risico uit de weg te gaan en winst te
maximaliseren. Een instrument om je investeringen te beschermen tegen onverwachte marktbewegingen is een
optie. Het is een middel dat je niet het directe eigenaarschap van een aandeel geeft, maar een contract om in
de toekomst tegen een afgesproken prijs een aandeel te kopen of verkopen. Een contract als dit kost natuurlijk
geld om in handen te krijgen. Maar hoe bepalen we een eerlijke prijs voor dit contract op begintijdstipt0?
Dit is precies wat wij in deze scriptie gaan onderzoeken.

We richten ons in deze scriptie op copula's, een hulpmiddel binnen de kansrekening, om de afhankelijkheid
tussen aandelen te modelleren. Copula's stellen ons in staat om de relatie tussen de individueel verdeelde
variabelen en hun gezamenlijke distributie te scheiden. Met copula's kunnen we de afhankelijkheid tussen
aandelen benaderen en zo gebruiken om een model van de echte wereld te schetsen.

Naast het gebruik van copula's, focussen we ons in deze scriptie ook op de COS-methode, een e�ci•ent bena-
deringsmodel. De COS-methode is een numerieke methode gebaseerd op Fourierreeksen om optieprijzen te
bepalen. De COS-methode stelt ons in staat om complexe integralen, die nodig zijn om opties te waarderen,
eenvoudig en nauwkeurig te evalueren. Verder is het een mooi instrument om ook kansdichtheidsfuncties mee
te benaderen. Dit gaan we ook voorbij zien komen in deze scriptie, gezien het een opstapje vormt voor het
implementeren van de copula's in de COS-methode, wat precies het doel van deze scriptie is.

We onderzoeken of we copula's kunnen gebruiken in combinatie met de COS-methode. Op deze wijze krijgen
we een methode die optiewaardering kan modelleren zelfs als we de afhankelijkheid tussen de aandelen niet
kennen. Dit brengt ons dichter naar de �nanci•ele werkelijkheid. We kunnen de afhankelijkheid en toekomstige
prijs van aandelen nooit zeker weten, maar aan de hand van het verleden kunnen we een goede inschatting leren
maken. De COS-methode met een ge•�mplementeerde copula kan ons daarbij assisteren. Voor deze scriptie
gaan we nog niet gebruik maken van echte data uit het verleden, maar het is een goed opstapje om dat doel
in de toekomst te bereiken.

We bekijken in Hoofdstuk 1 eerst de kennis die benodigd is als basis voor de rest van deze scriptie. Zo werken
we toe naar de aanname dat aandelen een Geometrische Brownse Beweging volgen en leren we meer over de
verschillende opties die op de markten beschikbaar zijn. Vervolgens introduceren we ons in Hoofdstuk 2 aan
copula's. Hier speelt de Stelling van Sklar een grote rol om ons later te helpen met het combineren van copula's
met de COS-methode. Deze COS-methode zullen we introduceren in Hoofdstuk 3, waar we de methode voor
�e�en en twee dimensies aeiden.

We vervolgen de scriptie met de resultaten van een aantal modellen van de COS-methode in Hoofdstuk 4. De
modellen van dit hoofdstuk zijn te vinden op de volgende GitHub pagina:https://github.com/Emma242003/
Bachelor-Scriptie-Emma.git . We beschrijven de resultaten van het benaderen van kansdichtheidsfuncties
in dit hoofdstuk, maar ook de COS-methode voor optiewaardering in �e�en en twee dimensies komt aan bod. Tot
slot kijken we in Hoofdstuk 5 naar een voorstel hoe we copula's in de COS-methode kunnen implementeren.
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Hoofdstuk 1

Basis
Dit hoofdstuk vormt de basis voor deze scriptie. We behandelen een aantal onderwerpen die een bachelor
student wiskunde bekend voor zouden moeten komen. Indien dit niet de situatie van de lezer is, geeft dit
hoofdstuk de kans deze kennis alsnog te verkrijgen. We starten met een sectie over Brownse Bewegingen
waar ook de Geometrische Brownse Beweging aan bod komt. We vervolgen met een sectie over risico-neutrale
kansmaten die we bijvoorbeeld in Hoofdstuk 3 terug gaan zien. We eindigen met een sectie over opties, dit
zijn contracten waarmee we in de toekomst recht hebben een aandeel te kopen of verkopen tegen een eerder
afgesproken prijs. Ook opties gaan we weer tegenkomen in Hoofdstuk 3.

1.1 Brownse Bewegingen

We gaan in deze sectie Brownse Bewegingen introduceren en bekijken ook kort de Geometrische Brownse
Bewegingen. We doen in deze scriptie de aanname dat de aandelenkoers een Geometrische Brownse Beweging
volgt en daarom is het zeer relevant om naar deze bewegingen te kijken. Ook zullen we �ltratie de�ni•eren en
in het bijzonder kijken naar de �ltratie voor Brownse Bewegingen.

We starten direct met de de�nitie van een Brownse Beweging.

De�nitie 1.1.1 (Brownse Beweging). [12, p.89] Zij (
 ; F ; P) een kansruimte. Laat voor alle! 2 
 de functie
W (t) een continue functie, met t � 0, die voldoet aan de voorwaardeW (0) = 0 en afhankelijk is van ! . Dan
is f W (t) : t � 0g, een Brownse beweging als voor alle 0 =t0 < t 1 < � � � < t m de toenames

W (t1) = W (t1) � W (t0); W(t2) � W (t1); : : : ; W(tm ) � W (tm � 1);

onafhankelijk zijn van elkaar en ieder van deze toenames normaal verdeeld is met

E[W (t i +1 ) � W (t i )] = 0 ;

en
Var[W (t i +1 ) � W (t i )] = t i +1 � t i :

�
We zijn ook ge•�nteresseerd in de �ltratie van een Brownse Beweging. Voor we die de�nitie introduceren,
hebben we eerst nog een aantal andere begrippen nodig. We gaan in deze sectie en ook in de rest van dit
hoofdstuk veel � -algebra's tegenkomen. We herinneren ons dan ook aan de de�nitie van een� -algebra, zie
hiervoor De�nitie 1.1.2.

De�nitie 1.1.2 (� -algebra). [12, p.3] Zij 
 een niet-lege verzameling en zij F een collectie van deelverzame-
lingen van 
. We noemen F een� -algebra als de volgende eigenschappen gelden:

(a) de lege verzameling; behoort tot F ,

(b) als een verzamelingA tot F behoort, dan behoort zijn complementAc ook tot F en

(c) als een reeks verzamelingenA1; A2; : : : tot F behoort, dan behoort hun vereniging[ 1
n =1 An ook tot F .

�
Opmerking 1.1.3. Als we spreken over een sub-� -algebraA van een� -algebraF , dan betekent dit datA ook
een � -algebra enA � F .

We gebruiken � -algebra's bijvoorbeeld om te bepalen welke gebeurtenissen in een kansruimte meetbaar zijn
en waar we dus een kans aan kunnen hangen. We latenX een kansvariabele gede�nieerd op de niet-lege
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Hoofdstuk 1. Basis

verzameling 
 en G een� -algebra van deelverzamelingen van 
. We noemenX dan G-meetbaar indien iedere
verzameling in � (X ) ook bevat is in G. De tot nu toe in deze sectie ge•�ntroduceerde begrippen leiden ons naar
de de�nitie van �ltratie voor Brownse Bewegingen, zie De�nitie 1.1.4.

De�nitie 1.1.4 (Filtratie voor Brownse Beweging). [12, p.92] Zij (
 ; F ; P) een kansruimte waarop de Brownse
Beweging W (t) is gede�nieerd voor t � 0. Een �ltratie voor deze Brownse Beweging is een collectie van� -
algebra's F (t), t � 0, die voldoet aan:

1. (Informatie hoopt zich op) Voor 0 � s < t , is iedere verzameling inF (s) ook bevat in F (t).

2. (Adaptiviteit) Voor iedere t � 0 is de Brownse BewegingW (t), op tijdstip t, F (t)-meetbaar.

3. (Onafhankelijkheid toekomstige toenames) Voor 0� t < u is de toenameW (u) � W (t) onafhankelijk
van F (t). �

We gaan �ltraties later nogmaals tegenkomen als we gaan kijken naar martingalen. Tot slot kijken we in deze
sectie ook nog naar Geometrische Brownse Bewegingen. Gezien we de aanname maken dat de aandelenkoers
een Geometrische Brownse Beweging volgt, kunnen we de prijsdynamiek van aandelen modelleren middels de
Geometrische Brownse Beweging die we de�ni•eren in De�nitie 1.1.5.

De�nitie 1.1.5 (Geometrische Brownse Beweging). [12, p.100] Laat � 2 R en � > 0 constanten. De Geome-
trische Brownse Bewegingf S(t) : 0 � t � Tg wordt gegeven door:

S(t) = S(0) exp

(

�W (t) +
�

� �
1
2

� 2
�

t

)

;

met f W (t) : t � 0g een Brownse beweging. Een stochastisch procesS(t) volgt een Geometrische Brownse
Beweging als deze voldoet aan de volgende stochastische di�erentiaalvergelijking [12, p.143]:

dS(t) = �S (t)dt + �S (t)dW(t):

�
We hebben in deze sectie een korte introductie gekregen van Brownse Bewegingen en hun �ltratie. Ook
hebben we het concept Geometrische Brownse Bewegingen ge•�ntroduceerd. We kunnen hier nog veel meer
over vertellen, maar deze beknopte introductie van de begrippen is voldoende voor deze scriptie.

1.2 Risico-neutrale kansmaten

Deze sectie gaat over risico-neutrale kansmaten. We herinneren ons zo aan de de�nitie van een kansmaat,
maar we bespreken eerst waarom we in deze sectie kijken naar risico-neutrale kansmaten. Het wisselen van
de eerdere kansmaat naar een risico-neutrale kansmaat zorgt er bijvoorbeeld voor dat berekeningen omtrent
de �nanci •ele markt eenvoudiger worden. Het is daarbij belangrijk om te benoemen dat de risico-neutrale
kansmaat nog steeds goed werkt voor het modelleren van een markt waar duidelijk risico's aan onderhevig zijn
[12, p.34]. We veranderen onze kijk op de wereld en haar mogelijkheden namelijk niet. We herinneren ons nu
eerst aan de precieze de�nitie van een kansmaat, zie De�nitie 1.2.1.

De�nitie 1.2.1 (Kansmaat). [12, p.2] Zij 
 een niet-lege verzameling enF een � -algebra van deelverzame-
lingen van 
. Een kansmaat P is een functie die aan iedere verzamelingA 2 F een waarde geeft in [0; 1]. Dit
noemen we de kans vanA en schrijven we metP(A). We vereisen:

1. P(
) = 1, en

2. als A1; A2; : : : een reeks is van disjuncte verzamelingen inF , dan

P

0

@
1[

n =1

An

1

A =
1X

n =1

P(An ):

We noemen (
 ; F ; P) de kansruimte. �
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Hoofdstuk 1. Basis

We hebben in De�nitie 1.1.4 al �ltratie gezien voor een Brownse Beweging. Ook in deze sectie gaan we het
begrip �ltratie gebruiken, we gebruiken daarentegen de algemene de�nitie.

De�nitie 1.2.2 (Filtratie) . [12, p.48] Zij 
 een niet-lege verzameling. Laat T een vast positief getal en
neem aan dat er voor iederet 2 [0; T] een � -algebra F (t) bestaat. Neem verder aan dat voors � t, iedere
verzameling F (s) ook bevat is in F (t). Dan noemen we de collectie van� -algebra's fF (t) : 0 � t � Tg, een
�ltratie. �
We werken toe naar de de�nitie van een martingaal die veel toepassingen heeft in de �nanci•ele wiskunde.
Daarvoor hebben we de zojuist gede�nieerde �ltratie nodig, maar ook het concept: aangepaste stochastische
processen. Deze de�ni•eren we hieronder daarom eerst in De�nitie 1.2.3.

De�nitie 1.2.3 (Aangepast stochastisch proces). [12, p.51] Zij 
 een niet-lege verzameling met �ltratie
fF (t) : 0 � t � Tg. Laat X (t) een collectie van kansvariabelen ge•�ndexeerd doort 2 [0; T]. We noemen deze
collectie kansvariabelen een aangepast stochastisch proces als voor elket de kansvariabeleX (t), F (t)-meetbaar
is. �
Nu hebben we alle benodigde voorkennis om te kijken naar martingalen. We hebben martingalen zo nodig om
een risico-neutrale kansmaat te de�ni•eren.

De�nitie 1.2.4 (Martingaal) . [12, p.71] Zij (
 ; F ; P) een kansruimte. Laat T een vast positief getal en laat
fF (t) : 0 � t � Tg, een �ltratie van sub- � -algebra's vanF . Beschouw een aangepast stochastisch procesM (t)
met 0 � t � T . We noemen dit proces een martingaal als voor alle 0� t � T geldt:

E[M (t)jF (s)] = M (s):

�
We bekijken nu een aandelenkoers die het stochastische procesS(t), met t � 0, volgt. Dan wordt de afgeprijsde
aandelenkoersDS(t) gegeven door

DS(t) = e� rt S(t);

met r het rentetarief [12, p.144]. We bekijken de afgeprijsde aandelenkoers onder een andere kansmaat die
we ~P noemen. Deze nieuwe kansmaat~P en de oude kansmaatP willen we equivalent aan elkaar hebben, zie
De�nitie 1.2.5.

De�nitie 1.2.5 (Equivalentie van kansmaten). [12, p.33] Zij 
 een niet-lege verzameling enF een� -algebra
van deelverzamelingen van 
. Twee kansmatenP en ~P op (
 ; F ) zijn equivalent indien ze het eens zijn over
welke verzamelingen inF een kans gelijk aan nul hebben. �
Zij nu inderdaad P en ~P beide kansmaten met equivalentie. We willen weten wanneer de wisseling naar
kansmaat ~P er voor zorgt dat we een risico-neutrale kansmaat hebben. We gebruiken de zojuist gede�nieerde
equivalentie van kansmaten en martingalen om tot een de�nitie voor een risico-neutrale kansmaat te komen.

De�nitie 1.2.6 (Risico-neutrale kansmaat). [12, p.203] Zij P en ~P kansmaten. Als P equivalent is aan ~P en
de afgeprijsde aandelenkoers is een martingaal onder~P, dan spreken we over~P als risico-neutrale kansmaat.
�
Nu is de vraag hoe we makkelijk een risico-neutrale kansmaat~P kunnen construeren als we de kansmaatP
kennen. We kunnen een risico-neutrale kansmaat opstellen aan de hand van de Stelling van Girsanov.

Stelling 1.2.7 (Girsanov, 1 dimensie). [12, p.199] Zij f W (t) : 0 � t � Tg, een Brownse Beweging op een
kansruimte (
 ; F ; P) en zij fF (t) : 0 � t � Tg, een �ltratie voor deze Brownse Beweging. Laat�( t), 0 � t � T
een aangepast proces. De�nieer nu

Z (t) := exp

(

�
Z t

0
�( u)dW(u) �

1
2

Z t

0
� 2(u)du

)

;

~W (t) = W (t) +
Z t

0
�( u)du;
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Hoofdstuk 1. Basis

en neem aan dat

E

" Z T

0
� 2(u)Z 2(u)du

#

< 1 :

We nemenZ = Z (T). Dan volgt dat E(Z ) = 1 en onder de kansmaat~P gegeven door:

~P(A) =
Z

A
Z (! )dP(! );

is het procesf ~W (t) : 0 � t � Tg een Brownse Beweging.

De Stelling van Girsanov de�nieert een kansmaat~P. Deze kansmaat voldoet aan de eisen van De�nitie 1.2.6
en is daarmee een risico-neutrale kansmaat. Dit gaan we in deze scriptie niet bewijzen, daarvoor verwijs ik u
naar het boek `Stochastic Calculus for Finance II' [12].

We hebben in deze sectie een risico-neutrale kansmaat gede�nieerd. Verder hebben we de Stelling van Girsanov
gezien en daarmee een methode gevonden om een risico-neutrale kansmaat te vormen. We gaan in deze scriptie
geen speci�eke risico-neutrale kansmaat opstellen. Wel gaan we het begrip tegenkomen in Hoofdstuk 3 en is
het dus zeker belangrijk om te onthouden wat een risico-neutrale kansmaat is.

1.3 Opties

Opties bestaan al langere tijd, maar werden pas op 26 april 1973 voor het eerst verhandeld op de beurs [15,
p.28]. Een optie is een contract geschreven door een verkoper, wat de houder van het contract het recht
geeft (maar niet de verplichting) om in de toekomst de onderliggende waarde te verhandelen tegen de eerder
afgesproken prijs. Opties hebben een risico-aspect waardoor zowel de verkoper als de houder van de optie er
hun voordeel mee zouden kunnen doen, maar ook het risico lopen juist meer geld kwijt te zijn. In dit hoofdstuk
behandelen we de put- en call-opties en de daarbij horende put-call-parity. Ook bekijken we basket-opties en
hun optiewaardering.

1.3.1 Europese put- en call-optie

Opties hebben een expiratiedatum, dit is de uiterste datum waarop de optie het recht geeft om de onderliggende
waarde te verhandelen tegen de eerder afgesproken prijs. Bij Europese opties is de expiratiedatum de enige
mogelijke datum om de optie uit te oefenen [15, p.44]. Dit maakt het een eenvoudige categorie van opties om
te bestuderen. We bekijken eerst de de�nitie van een Europese call-optie.

De�nitie 1.3.1 (Europese call-optie). [15, p.28] Een Europese call-optie geeft het recht om op expiratiedatum
T een aandeel te kopen tegen een van tevoren afgesproken prijsK , de uitoefenprijs. De uitbetalingsfunctie
van deze call-optie wordt gegeven door

c(T) = max( S(T) � K; 0);

waar S(T) de aandelenprijs geeft op expiratiedatumT. We noteren de uitbetalingsfunctie ook wel als

c(T) = ( S(T) � K )+ ;

waar de plus aangeeft dat het om het maximum gaat. �
Een call-optie geeft het recht om een asset te kopen in de toekomst voor een eerder afgesproken prijs. Een
put-optie geeft daarentegen het recht om een asset te verkopen in de toekomst voor een eerder afgesproken
prijs. Daaruit volgt de volgende de�nitie voor een Europese put-optie.

De�nitie 1.3.2 (Europese put-optie). [15, p.29] Een Europese put-optie geeft het recht om op expiratiedatum
T een aandeel te verkopen tegen een van tevoren afgesproken prijsK , de uitoefenprijs. De uitbetalingsfunctie
van deze put-optie wordt gegeven door

p(T) = max( K � S(T); 0);

8



Hoofdstuk 1. Basis

waar S(T) de aandelenprijs geeft op expiratiedatumT. We noteren de uitbetalingsfunctie ook wel als

p(T) = ( K � S(T))+ ;

waar de plus aangeeft dat het om het maximum gaat. �
We gaan aan de hand van deze de�nities toewerken naar de put-call-parity. De put-call-parity geeft ons het
voordeel dat we maar �e�en van beide opties, de put- of de call-optie, hoeven te weten en zo makkelijk de
andere optiewaarde kunnen bepalen. We bekijken de situatie dat we een Europese call met uitoefenprijsK en
expiratiedatum T kopen en een Europese put met dezelfde uitoefenprijs en expiratiedatum verkopen. Dan is
de uitbetaling op tijdstip t gegeven door

c(t) � p(t) = max f S(t) � K; 0g � maxf K � S(t); 0g = S(t) � K: (1.1)

Een portfolio is een verzameling van verschillende beleggingen, zoals aandelen, opties, die een belegger bezit
om risico te spreiden en rendement te maximaliseren. We bekijken het portfolio �1 = S(t) + p(t) � c(t) met de
eerder genoemde uitoefenprijsK en expiratiedatum T. We gebruiken vergelijking (1.1) om de waarde van dit
portfolio op tijdstip T te bepalen, dit portfolio heeft waardeK . We zoeken nu een portfolio die dezelfde waarde
heeft op tijdstip T, namelijk K . Als we op tijdstip T een waardeK willen hebben door rentebetaling, met
rentetarief r , dan had dit op tijdstip t een waardeKe � r (T � t ) . Dit resulteert in het portfolio � 2 = Ke � r (T � t ) .
Beide portfolio's hebben op tijdstip T dezelfde waarde en dit leidt tot de put-call-parity.

De�nitie 1.3.3 (Put-call-parity) . [15, p.44] Zij c(t) en p(t) de uitbetalingsfuncties van respectievelijk een
Europese call-optie en een Europese put-optie met uitoefenprijsK en expiratiedatum T. Laat r het rentetarief.
Dan geldt de volgende relatie die we de put-call-parity noemen:

c(t) � p(t) = S(t) � Ke � r (T � t ) : (1.2)

�
Deze relatie tussen de Europese put- en call-optie geldt op ieder tijdstipt, anders zouden we te maken krijgen
met arbitrage-mogelijkheden. Arbitrage is een handelsstrategie waar we beginnen met nul kapitaal en eindigen
met een positief kapitaal zonder het risico op verlies [12, p.175]. Stel namelijk dat �e�en van beide portfolio's
goedkoper is dan de ander. Dan verkopen we het duurdere portfolio en kopen we het goedkopere portfolio.
Op tijdstip T zijn de portfolio's weer gelijk in waarde en hebben we winst gemaakt.

We kunnen nog veel meer verschillende portfolio's samenstellen met de Europese put- en call-optie. Verder
bestaan er ook nog veel andere opties. Zo hebben we bijvoorbeeld Amerikaanse opties waar de houder wille-
keurig gedurende de tijd van aankoop tot de expiratiedatum de optie kan uitoefenen en dit ook meestal fysiek
plaatsvindt [2, p. 7.2]. Deze opties zullen we verder in deze scriptie niet behandelen of gebruiken. Wel gaan
we in de volgende sectie nog kijken naar basket-opties.

1.3.2 Basket-opties

We bekijken nu basket-opties, die ook wel multi-asset opties worden genoemd [15, p.277]. Dit zijn opties die
afhangen van de prestaties van meerdere aandelen. Het belangrijkste voordeel van een basket-optie is dat het
goedkoper is dan het gebruiken van de individuele portfolio's [2, p. 15.3]. Een basket-optie houdt namelijk
rekening met de correlatie tussen de verschillende aandelen. Verder minimaliseren we met een basket-optie
ook de transactiekosten. We behandelen de call-on-max- en put-on-min-optie waarvan we de call-on-max-optie
nog gebruiken in Sectie 3.2.

De�nitie 1.3.4 (Call-on-max-optie). [10, p.20] Een call-on-max-optie geeft het recht om op expiratiedatum
T een aandeel te kopen tegen een van tevoren afgesproken prijsK , de uitoefenprijs. De uitbetalingsfunctie
van deze call-on-max-optie wordt gegeven door

cmax(T) = max(max f S1(T); S2(T); : : : ; Sn (T)g � K; 0);

waar Si (T) de aandelenprijs geeft voor aandeeli , met i = 1 ; : : : ; n, op expiratiedatum T. We noteren de
uitbetalingsfunctie ook wel als

cmax(T) = (max f S1(T); S2(T); : : : ; Sn (T)g � K )+ ;

9



Hoofdstuk 1. Basis

waar de plus aangeeft dat het om het maximum gaat. �
Op dezelfde wijze volgt ook een logische de�nitie voor de put-on-min-optie.

De�nitie 1.3.5 (Put-on-min-optie) . [10, p.20] Een put-on-min-optie geeft het recht om op expiratiedatumT
een aandeel te verkopen tegen een van tevoren afgesproken prijsK , de uitoefenprijs. De uitbetalingsfunctie
van deze put-on-min-optie wordt gegeven door

pmin (T) = max( K � maxf S1(T); S2(T); : : : ; Sn (T)g; 0);

waar Si (T) de aandelenprijs geeft voor aandeeli , met i = 1 ; : : : ; n, op expiratiedatum T. We noteren de
uitbetalingsfunctie ook wel als

pmin (T) = ( K � maxf S1(T); S2(T); : : : ; Sn (T)g)+ ;

waar de plus aangeeft dat het om het maximum gaat. �
De call-on-max- en put-on-min-optie zijn basket-opties, gezien ze zichtbaar afhangen van de prestaties van
meerdere aandelen. Er zijn nog vele andere basket-opties die we niet in deze scriptie gaan behandelen. Kijk
voor andere basket-opties bijvoorbeeld in de paper van Marjon Ruijter en Kees Oosterlee: `Two-dimensional
Fourier cosine series expansion method for pricing �nancial options' [10].

We hebben in dit hoofdstuk een basis gecre•eerd van de kennis die nodig is voor deze scriptie. Browsne
Bewegingen en de bijhorende de�nities zijn ge•�ntroduceerd. Ook hebben we gezien wat een risico-neutrale
kansmaat is en hoe we die kunnen vormen. Tot slot hebben we gekeken naar verschillende opties in zowel
�e�en als twee dimensies, waar de put-call-parity ook zeker niet mocht ontbreken. In de volgende hoofdstukken
zullen we deze kennis vaak impliciet gebruiken, maar soms zullen we nog teruggrijpen op de de�nities en
vergelijkingen uit dit hoofdstuk.

10



Hoofdstuk 2

Copula's
In dit hoofdstuk introduceren we het wiskundige concept `copula'. Indien we de gezamenlijke kansdichtheids-
functie van twee of meer aandelen niet kennen, kunnen we een copula-structuur opleggen. De copula geeft ons
dan een benadering van de gezamenlijke kansverdeling van deze aandelen. Het stelt ons in staat om de relatie
tussen de individueel verdeelde variabelen en hun gezamenlijke distributie te scheiden. Binnen de �nanci•ele
wiskunde gebruiken we dit veel voor bijvoorbeeld het analyseren van risico's. Voor deze scriptie zullen we
copula's gebruiken om activa te modelleren over tijd [5].

Verder behandelen we in dit hoofdstuk de Stelling van Sklar. Deze stelling zorgt ervoor dat we een multivariate
distributiefunctie kunnen schrijven als de samenstelling van haar marginale distributiefuncties en een copula.
We zullen in aanloop naar deze stelling eerst een aantal andere stellingen benoemen. Vervolgens presenteren
we de stelling van Sklar en haar bewijs.

2.1 Copula's

Het doel van deze sectie is het geven van de de�nitie van een copula. We willen de lezer herinneren dan wel
introduceren aan de benodigde theorie. We introduceren daarom eerst een aantal begrippen die nodig zijn om
de de�nitie van een copula te begrijpen. We herinneren ons als we een kansruimte hebben met kansvariabele
X , dat de distributiefunctie van X dan gegeven wordt door

FX : R ! [0; 1]; FX (x) = P(X � x):

Dit kunnen we uitbreiden naar een multivariate distributiefunctie. Laat X = ( X 1; X 2; : : : ; X n ) een kansvector,
dan is de multivariate distributiefunctie gegeven door

FX : Rn ! [0; 1]; FX (x1; x2; : : : ; xn ) = P(X 1 � x1; X 2 � x2; : : : ; X n � xn ):

We zijn voor de de�nitie van een copula, die later volgt, ge•�nteresseerd in de marginale distributiefunctie. De
volgende de�nitie laat ons zien wat de marginale distributiefunctie is voor een kansvectorX .

De�nitie 2.1.1 (Marginale distributiefunctie) . [4, p.55] Zij X = ( X 1; : : : ; X n ) een kansvector. We noemen
de distributiefunctie van X i , d.w.z.,

FX i : R ! [0; 1]; FX i (x) = P(X i � x)

de i-de marginale distributiefunctie van X . �
Een marginale distributiefunctie geeft ons voor een variabele de kans dat deze een bepaalde waarde aanneemt,
waarbij we niet ge•�nteresseerd zijn welke waardes de andere variabelen dan aannemen. We herinneren ons dat
Borel verzamelingen de elementen zijn van de� -algebra gegenereerd door de open verzamelingenO = ORn

van Rn , de Borel � -algebra [11, p.18]. De laatste de�nitie waar we nu nog in ge•�nteresseerd zijn voor we echt
naar copula's gaan kijken, is het geconcentreerd zijn van een kansvariabele op een verzameling. Zie hiervoor
De�nitie 2.1.2.

De�nitie 2.1.2 (Geconcentreerd). [5, p.8] Als voor een kansvariabeleX � F een Borel verzamelingA bestaat
zodanig dat P(X 2 A) = 1, dan zeggen we datX geconcentreerd is opA. �
We hebben onszelf herinnerd wat distributiefuncties en hun marginale distributies zijn. Ook weten we nu wat
`geconcentreerd' zijn inhoudt in wiskundige context. Deze begrippen leiden ons tot de de�nitie van een copula,
De�nitie 2.1.3.
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Hoofdstuk 2. Copula's

De�nitie 2.1.3 (Copula). [5, p.10][1](p.10) Voor alled � 2, eend-dimensionale copula (genoemdd-copula)
is een d-dimensionale distributie functie geconcentreerd opId = [0 ; 1]d, waarvan de univariate marginale
distributie functies uniform verdeeld zijn op I . De verzameling vand-copulas (d � 2) wordt genoteerd metCd.
�
Dit is een vrij beknopte de�nitie met verscheidene wiskundige begrippen. Daarom introduceren we graag een
aantal voorbeelden om de copula wat te verduidelijken. We bekijken drie bekende voorbeelden van copula's.
Deze copula's worden vaak gecombineerd om zo nieuwe copulastructuren te cre•eren. We bespreken de volgende
copula's: gemeenschappelijke monotoniciteit, onafhankelijke en tegengestelde monotoniciteit copula.

Voorbeeld 2.1.4 (Gemeenschappelijke monotoniciteit copulaM d). [5, p.11] Laat U een kansvariabele gede�-
nieerd op de kansruimte (
 ; F ; P). Zij U uniform verdeeld opI . Beschouw nu de kansvariabeleU = ( U; : : : ; U).
Dan geldt voor iedereu 2 Id dat,

P(U � u) = P(U � minf u1; : : : ; udg) = min f u1; : : : ; udg:

Dan is de distributiefunctie gegeven voor iedereu 2 Id door

M d(u1; : : : ; ud) := min f u1; : : : ; udg;

een copula die we de gemeenschappelijke monotoniciteit copula noemen. In het Engels heet deze copula de
`Comonotonicity copula'. �

Voorbeeld 2.1.5 (Onafhankelijke copula
Q

d). [5, p.11] Laat U1; : : : ; Ud onafhankelijk verdeelde kansva-
riabelen op de kansruimte (
 ; F ; P). Zij iedere Ui uniform verdeeld op I . Bekijk nu de kansvariabele
U = ( U1; : : : ; Ud). Dan hebben we voor iedereu 2 Id,

P(U � u) = P(U1 � u1) : : : P(Ud � ud) =
dY

j =1

uj ;

waar we door de onafhankelijkheid van de variabelen het product kunnen nemen. Dan is de distributiefunctie
gegeven voor iedereu 2 Id door

Y

d

(u1; : : : ; ud) :=
dY

j =1

uj ;

een copula die we de onafhankelijke copula noemen. In het Engels wordt deze copula de`Independence copula'
genoemd. �

Voorbeeld 2.1.6 (Tegengestelde monotoniciteit copulaW2). [5, p.11] Laat U een kansvariabele gede�nieerd
op de kansruimte (
 ; F ; P). Zij U uniform verdeeld op I . Beschouw de kansvariabeleU = ( U;1 � U). Dan
geldt voor iedereu 2 I2 dat,

P(U � u) = P(U � u1; 1 � U � u2) = max f 0; u1 + u2 � 1g:

Dan volgt dat de distributiefunctie gegeven voor alleu 2 I2 door

W2(u1; u2) := max f 0; u1 + u2 � 1g;

een copula is, die we de tegengestelde monotoniciteit copula noemen. In het Engels heet deze copula de
`Countermonotonicity copula'. �

We hebben nu aan de hand van de de�nitie en een aantal voorbeelden het wiskundig concept copula's
ge•�ntroduceerd. We kunnen copula's gebruiken om een multivariate distributiefunctie te schrijven als de
samenstelling van haar marginale distributiefuncties en een copula. Hiervoor hebben we de Stelling van Sklar
nodig die we in de volgende sectie introduceren en bewijzen.
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2.2 Stelling van Sklar

Voordat we de Stelling van Sklar de�ni•eren en bewijzen hebben we een aantal nieuwe de�nities nodig. Het
bewijs van de Stelling van Sklar is sterk afhankelijk van het wiskundig concept quasi-inverse en de eigenschap-
pen die hier aan verbonden zijn. Het bepalen van inverse functies zou algemeen bekend moeten zijn bij de
lezer. Op het moment dat we kijken naar distributiefuncties hebben we daarentegen niet een normale inverse,
maar de quasi-inverse nodig. De quasi-inverse en bijbehorende eigenschappen introduceren we hieronder.

De�nitie 2.2.1 (Quasi-inverse). [5, p.4] Zij F : R ! I een distributiefunctie. De functie F ( � 1) wordt voor
elke t 2 (0; 1] gegeven door

F ( � 1) (t) := inf f x 2 R : F (x) � tg;

met F ( � 1) (0) := inf f x 2 R : F (x) > 0g. We noemenF ( � 1) de quasi-inverse vanF . �
We hebben een aantal eigenschappen nodig van de quasi-inverse in het bewijs van de Stelling van Sklar. De
benodigde eigenschappen komen aan bod in de volgende stelling.

Stelling 2.2.2 (Eigenschappen quasi-inverse). [5, p.4] Zij F een distributiefunctie met quasi-inverseF ( � 1) .
Dan:

(a) F ( � 1) is stijgend. In het bijzonder, indien F continue is, dan is F ( � 1) strikt stijgend.

(b) F ( � 1) is links-continue op R.

(c) Als t bevat is in het beeld vanF , F
�

F ( � 1) (t)
�

= t. In het bijzonder, indien F continue is, dan

F
�

F ( � 1)
�

= t voor alle t 2 I .

(d) F ( � 1) (F (x)) � x voor alle x 2 R. In het bijzonder, indien F is strikt stijgend, dan F ( � 1) (F (x)) = x
voor alle x 2 R.

(e) Voor alle x 2 R en t 2 I , F (x) � t dan en slechts dan alsx � F ( � 1) (t).

Het bewijs van deze stelling is niet interessant voor deze scriptie. Mocht er interesse zijn in het bewijs, bekijk
deze dan vooral op pagina 5 vanP̀rinciples of Copula Theory'[1]. We gebruiken daarnaast ook nog de volgende
stelling, Stelling 2.2.3 in het bewijs van Sklar. Deze stelling vertelt ons meer over de distributiefunctie van een
functiecompositie van de quasi-inverse.

Stelling 2.2.3 (Functiecompositie). [5, p.5] Zij X een kansvariabele op een kansruimte(
 ; F ; P) met distri-
butiefunctie F .

(a) Als F continue is, dan is F � X uniform gedistribueerd opI .

(b) Als U een uniform gedistribueerde kansvariabele opI is, dan heeftF ( � 1) � U een distributiefunctie gelijk
aan F .

We introduceren nu de Stelling van Sklar. We bekijken het geval dat de marginale distributiefuncties continue
zijn. Deze stelling is daarentegen in het algemeen waar voor alle distributiefuncties. Meer hebben we niet
nodig voor deze scriptie. We zullen de stelling dan ook formuleren zodanig dat de marginale distributiefuncties
continue zijn, maar weet dat dit niet noodzakelijk is.

Stelling 2.2.4 (Sklar met continue Fi ). [5, p.42] Laat X = ( X 1; : : : ; X d) een kansvector gegeven op een
kansruimte (
 ; F ; P). Zij H (x) := P(X 1 � x1; : : : ; X d � xd) de gezamenlijke distributiefunctie vanX en zij
Fj (x j ) = P(X j � x j ) voor j = 1 ; : : : ; d de marginale distributiefuncties. Laat de marginale distributiefuncties
continue zijn. Dan bestaat er een unieke copulaC = CX zodanig dat voor ieder puntx = ( x1; : : : ; xd) 2 Rd

geldt:
H (x1; : : : ; xd) = C(F1(x1); : : : ; Fd(xd)) :

Bewijs. We weten dat
H (x1; : : : ; xd) = P(X 1 � x1; : : : ; X d � xd):
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Wegens Stelling 2.2.2 punt (a) volgt dat F ( � 1)
j strikt stijgend en uit (d) volgt dan dat F ( � 1)

j

�
F (X j )

�
= X j

voor alle j = 1 ; : : : ; d. We zien nu dat

H (x1; : : : ; xd) = P
�

F ( � 1)
1

�
F (X 1)

�
� x1; : : : ; F ( � 1)

d

�
F (X d)

�
� xd

�
:

We kunnen wegens Stelling 2.2.2 punt (e) nu zeggen datF ( � 1)
j

�
F (X j )

�
� x j dan en slechts dan alsF (X j ) �

F (x j ). Hieruit volgt nu ook

H (x1; : : : ; xd) = P
�
F (X 1) � F (x1); : : : ; F (X d) � F (xd)

�
:

GezienFj continue voor alle j = 1 ; : : : ; d, volgt nu uit Stelling 2.2.3 punt (a) dat Fj � X uniform op I . Dus de
distributiefunctie van ( F1 � X; : : : F d � X ) heeft uniforme univariate marginale distributiefuncties en is daarom
een copula. We zien dat

C(F (x1); : : : ; F (xd)) = P
�
F (X 1) � F (x1); : : : ; F (X d) � F (xd)

�
= H (x1; : : : ; xd):

We concluderen zoals gevraagd dat er een unieke copulaC bestaat zodanig dat

H (x1; : : : ; xd) = C(F (x1); : : : ; F (xd)) ; (2.1)

voor ieder punt x = ( x1; : : : ; xd) 2 Rd.

Zoals we eerder al benoemd hebben, kunnen we middels de Stelling van Sklar een multivariate distributiefunctie
schrijven als de samenstelling van haar marginale distributiefuncties en een copula. Door middel van een directe
berekening volgt dit meteen uit Stelling 2.2.4, zie Opmerking 2.2.5.

Opmerking 2.2.5. Zij H een multivariate distributiefunctie die voldoet aan vergelijking 2.1. AlsH een
kansdichtheidh heeft die bekend is, dan voorx 2 Rd

h(x) = c(F1(x1); : : : ; Fd(xd)) f 1(x1) : : : f d(xd):

Hierbij is c de kansdichtheid van een copulaC.

We hebben copula's ge•�ntroduceerd en bekeken aan de hand van een aantal voorbeelden. Verder kennen we
nu de Stelling van Sklar en haar bewijs. De COS-methode wordt in het volgende hoofdstuk ge•�ntroduceerd.
In Hoofdstuk 5 gaan we bespreken hoe we de COS-methode kunnen combineren met copula's en dan in het
bijzonder ook hoe we de Stelling van Sklar hiervoor kunnen gebruiken.
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Hoofdstuk 3

COS-methode
Dit hoofdstuk staat in het teken van de COS-methode, die zijn naam te danken heeft aan de cosinus Fou-
rierreeks. Deze methode kan gebruikt worden om een kansdichtheidsfunctie te benaderen als we deze niet
kennen, maar haar karakteristieke functie wel. Misschien nog wel interessanter is dat we de optiewaarde-
ring van een aandeel kunnen modelleren middels de COS-methode. Eerst behandelen we de �e�en-dimensionale
COS-methode waar we kijken naar �e�en aandeel. Vervolgens breiden we deze methode uit naar een twee-
dimensionale COS-methode om later twee aandelen te kunnen modelleren. Tot slot zullen we zowel de �e�en-
als de twee-dimensionale COS-methode op zo een manier schrijven dat we kansdichtheden kunnen benaderen.

3.1 �E�en dimensionale COS-methode

In deze sectie geven we de aeiding van de �e�en-dimensionale COS-formule. Deze formule geeft ons een methode
om middels een cosinus Fourierreeks de optiewaardering van een aandeel te modelleren. Op deze manier kunnen
we van aandelen voorspellen wat er in de toekomst met hun waarde gebeurt en zo een eerlijke waarde bepalen
voor een optiecontract op tijdstip t0. Deze methode is dan ook speciaal ontwikkeld voor de �nanci•ele wiskunde
om nauwkeurige voorspellingen te doen. We nemen in deze sectie aan dat de kansdichtheidsfunctie niet bekend
is, maar haar karakteristieke functie wel.

We bekijken nu Europese opties met starttijd t0 en expiratiedatum T. Zij X een kansvariabele. We stellen
dat X (t) := log S(t) waarden X (t0) = x en X (T) = y aanneemt. We gebruiken de volgende versimpelde
notatie voor de overgangskansdichtheidsfunctief X (y) � f X (T ) (y) := f X (T; y; t0; x). Hier gebruiken we de
risico-neutrale kansmaat ~P. De optiewaarde op tijdstip t0 wordt dan gegeven door de functie

V (t0; x) = e� r� E
~P �

V (T; y)jF (t0)
�

= e� r�
Z

R
V(T; y)f X (y)dy; (3.1)

met � = T � t0 en r het rentepercentage [7, p.169]. We gaan deze optiewaarde benaderen om zo de COS-formule
te bepalen. Dit doen we door drie benaderingen te maken van vergelijking (3.1).

Voor de eerste benadering gaan we de cosinus Fourierreeks gebruiken. Daarom zullen we deze eerst de�ni•eren
en de gebruikte notatie introduceren. We herinneren ons eerst aan de de�nitie van een Fourierreeks, deze
bevat zowel cosinus- als sinustermen.

De�nitie 3.1.1 (Fourierreeks). [3, p.114] Zij f (y) een periodieke functie op het interval [� �; � ]. Dan wordt
de Fourierreeks vanf gegeven door,

f (y) =
1
2

A0 +
1X

n =1

An cos(ny) +
1X

n =1

Bn sin(ny);

met co•e�ci •enten

A0 =
1
�

Z �

� �
f (y)dy;

An =
1
�

Z �

� �
f (y) cos(ny)dy;

Bn =
1
�

Z �

� �
f (y) sin(ny)dy:

�
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Ofwel, we zien dat een Fourierreeks de functie beschrijft in termen van oneindige sommen van sinussen en
cosinussen. We zijn nu alleen ge•�nteresseerd in de cosinus Fourierreeks die alleen de cosinus termen behoudt.
Herinner daarbij dat de drager van een continue functief (y), wordt gegeven door de afsluiting van de verza-
meling f yjf (y) 6= 0g [9, p.678].

De�nitie 3.1.2. [Cosinus Fourierreeks] [7, p.166] Zijf (y) een functie met als drager het interval [a; b] � R.
De cosinus Fourierreeks vanf wordt dan gegeven door

f (y) =
1
2

A0 +
1X

n =1

An cos
�

n�
y � a
b� a

�
;

met co•e�ci •enten

A0 =
2

b� a

Z b

a
f (y)dy;

An =
2

b� a

Z b

a
f (y) cos

�
n�

y � a
b� a

�
dy:

�
Opmerking 3.1.3. Wij zullen voor gemak de notatie

P 0 gebruiken om aan te geven dat we de eerste term
van de som halveren. De cosinus Fourierreeks wordt in dat geval genoteerd als:

f (y) =
1X 0

n =0

An cos
�

n�
y � a
b� a

�
; (3.2)

met

An =
2

b� a

Z b

a
f (y) cos

�
n�

y � a
b� a

�
dy:

Als eerste benadering trunceren we de integraalgrenzen. De waarde van de kansdichtheidsfunctief X (y) neemt
snel af tot nul, indien y naar �1 gaat, daarom kunnen we de grenzen trunceren. Het nieuwe integratiebereik
wordt [a; b] � R, zo gekozen dat we geen noemenswaardige nauwkeurigheid verliezen. De keuze van dit nieuwe
bereik bespreken we in Hoofdstuk 4. De eerste benadering van de optiewaarde luidt nu

V (t0; x) � V1(t0; x) = e� r�
Z b

a
V(T; y)f X (y)dy; (3.3)

met � = T � t0 [7, p.170]. We vullen in vergelijking (3.3) de benaderingf̂ X (y) van de kansdichtheid f X (y)
middels de cosinus Fourierreeks in. Deze benadering noteren we met̂f X (y). Wegens De�nitie 3.1.2 en de
notatie uit Opmerking 3.1.3 volgt

f̂ X (y) =
1X 0

n =0

An cos
�

n�
y � a
b� a

�
;

met co•e�cienten

An =
2

b� a

Z b

a
f̂ X (y) cos

�
n�

y � a
b� a

�
dy:

Na herschrijving wordt de eerste benadering van de optiewaarde gegeven door

V1(t0; x) = e� r�
Z b

a
V(T; y)

1X 0

n =0

An cos
�

n�
y � a
b� a

�
dy:

Gezien we een integreerbare functie hebben en een oneindige som, kunnen we de sommatie en integratie
verwisselen. Dit is een toepassing van de stelling van Fubini. We de�ni•eren Hn als de cosinus Fourierreeks
co•e�ci •enten van de functieV (T; y), ofwel

Hn :=
2

b� a

Z b

a
V(T; y) cos

�
n�

y � a
b� a

�
dy:
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De de�nitieve eerste benadering van de optiewaarde wordt nu gegeven door

V1(t0; x) =
b� a

2
e� r�

1X 0

n =0

An � Hn ; (3.4)

met de eerder gede�nieerdeAn en Hn .

We maken nu een tweede benadering door ook de grenzen van de sommatie te trunceren. Waarbij weN kiezen
zonder noemenswaardige nauwkeurigheid te verliezen, zie hiervoor Hoofdstuk 4. Dan zien we

V2(t0; x) =
b� a

2
e� r�

N � 1X 0

n =0

An � Hn : (3.5)

Tot slot geven we een derde benadering van vergelijking (3.1). In dit geval betreft het de co•e�ci •enten An

die we zullen benaderen. We introduceren eerst de de�nitie van een Fourierpaar die we zo gaan gebruiken.
Daarna introduceren we een propositie en haar bewijs die de co•e�ci •enten van An benadert.

De�nitie 3.1.4 (Fourierpaar) . Zij f (y) een stuksgewijs continue functie met
lim y!�1 f (y) = 0 [6, p.186]. Dan worden respectievelijk de voorwaartse en de inverse Fouriertransformatie
[3, p.117] gegeven door

F (k) =
Z 1

�1
f (y)eiky dy;

f (y) =
1

2�

Z 1

�1
F (k)e� iky dy:

De voorwaartse en inverse Fouriertransformatie vormen samen een Fourierpaar. �
We introduceren nu de propositie die de co•e�ci •enten An benadert.

Propositie 3.1.5. Voor alle n, geldt An � Fn waarbij

An :=
2

b� a

Z b

a
f X (y) cos

�
n�

y � a
b� a

�
dy;

en

Fn :=
2

b� a
Re

(

� X

�
n�

b� a

�
exp

�
� i

na�
b� a

� )

:

Bewijs. De kansdichtheidsfunctie f X (y) en haar karakteristieke functie � X (u) vormen een Fourierpaar [7,
p.165]. Dus weten we dat geldt

� X (u) =
Z

R
eiyu f X (y)dy;

en

f X (y) =
1

2�

Z

R
e� iuy � X (u)du:

We kunnen de karakteristieke functie� X (u) benaderen middels een truncatie die we zullen noteren met̂� X (u).
Zij [ a; b] � R zo gekozen dat de benadering goed is, we hebben dan

�̂ X (u) =
Z b

a
eiuy f X (y)dy �

Z

R
eiuy f X (y)dy = � X (u): (3.6)

We substitueren u = n�
b� a in vergelijking (3.6) en vermenigvuldigen beide kanten van de linkergelijkheid met

exp
�

� i na�
b� a

�
zodat we krijgen

�̂ X

�
n�

b� a

�
exp

�
� i

na�
b� a

�
=

Z b

a
exp

�
iy

n�
b� a

� i
na�
b� a

�
f X (y)dy: (3.7)
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De Euler-formule luidt eiu = cos(u) + i sin(u) en daarom geldt Re
�

eiu
	

= cos(u). Als we nu dus het re•ele deel
bekijken van vergelijking (3.7) volgt

Re

(

�̂ X

�
n�

b� a

�
exp

�
� i

na�
b� a

� )

=
Z b

a
cos

�
n�

y � a
b� a

�
f X (y)dy: (3.8)

Aan de rechterkant van vergelijking (3.8) herkennen we nuAn zodat

An =
2

b� a
Re

(

�̂ X

�
n�

b� a

�
exp

�
� i

na�
b� a

� )

:

We hebben al gezien dat�̂ X (u) � � X (u) en dus volgt nu inderdaad dat An � Fn .

Wegens Propositie 3.1.5 kunnen we nu in vergelijking (3.5) de co•e�ci •enten An vervangen door Fn om een
derde benadering te krijgen. De derde benadering wordt dan gegeven door:

V3(t0; x) = e� r�
N � 1X 0

n =0

Re

(

� X

�
n�

b� a

�
exp

�
� in�

a
b� a

� )

� Hn : (3.9)

Deze vergelijking wordt de COS-formule genoemd voor algemene processen. Formeel gezien kunnen we deze
methode schrijven als De�nitie 3.1.6.

De�nitie 3.1.6 (COS-formule). [7, p.171] Zij X (t) een functie van S(t) en laat dan x = X (t0) en
y = X (T). Laat de optiewaarde gegeven zijn door

V (t0; x) = e� r� E
~P �

V (T; y)jF (t0)
�

= e� r�
Z

R
V(T; y)f X (y)dy;

met � = T � t0 en r het rentepercentage. Dan wordt de COS-formule gegeven door

V (t0; x) � V3(t0; x) = e� r�
N � 1X 0

n =0

Re

(

� X

�
n�

b� a

�
exp

�
� in�

a
b� a

� )

� Hn ; (3.10)

met karakteristieke functie � X (u) = � X (u; t0; T) � � X (u; x; t0; T) en

Hn =
2

b� a

Z b

a
V(T; y) cos

�
n�

y � a
b� a

�
dy:

�
Het is hier goed om te benoemen dat geldt:

� X (u) := eiuX ( t 0 ) ' X (u; t );

waarbij ' X (y; t) niet een conditionele karakteristieke functie, ook wel de overgangskansdichtheidsfunctie ge-
noemd, maar een tijdsafhankelijke karakteristieke functie zoals we een karakteristieke functie meestal gebruiken.

Opmerking 3.1.7. We kunnenV(T; y) van de co•e�ci •enten Hn bepalen afhankelijk van de optie waar we mee
te maken hebben. In het geval van Europese opties, hebben we de uitbetalingsfuncties al gezien in De�nitie
1.3.1 en De�nitie 1.3.2. We kunnen deze uitbetaling ook anders noteren zodat deze voldoet aan de voorwaarden
van de COS-formule. Zij

y(T) = log
�

S(T)
K

�
;

dan

V(T; y) :=
�
c � K (ey � 1)

� +
met c =

(
1 voor een call
� 1 voor een put:

De co•e�ci •enten Hn zijn verschillend voor andere optieconstructies, wij zijn hier voor nu niet in ge•�nteresseerd.
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We hebben in deze sectie een aeiding gezien van de COS-formule in 1 dimensie. Deze volgt uit drie benade-
ringen waarvan we de aeiding besproken hebben. In de volgende sectie zullen we deze methode uitbreiden
naar twee dimensies. Met een �e�en-dimensionale COS-methode kunnen we maar �e�en aandeel modelleren. De
twee-dimensionale COS-methode zal ons helpen twee aandelen te kunnen modelleren die ook nog afhankelijk
van elkaar kunnen zijn.

3.2 Twee-dimensionale COS-methode

In deze sectie zullen we op dezelfde wijze als eerder de �e�en-dimensionale COS-methode, nu de twee-dimensionale
COS-methode aeiden. We zijn in de economie natuurlijk ge•�nteresseerd in meerdere aandelen en ook welke
invloed ze op elkaar hebben. De twee-dimensionale COS-methode kunnen we gebruiken om twee aandelen te
modelleren. De �e�en-dimensionale COS-methode volstaat in dit geval niet en we zullen hem moeten uitbreiden.
We houden het voor nu op twee aandelen en dus twee dimensies, maar dit kan natuurlijk nog naar meer dimen-
sies dan twee dimensies uitgebreid worden. We nemen in deze sectie aan dat de bivariate kansdichtheidsfunctie
niet bekend is, maar haar bivariate karakteristieke functie wel.

We bekijken Europese opties met starttijd t0 en expiratiedatum T. Laat X (t) = ( X 1(t); X 2(t)) een kansvector.
We stellen dat X (t) := log S(t) waarden X (t0) = x en X (T) = y aanneemt. We zullen net als eerder de vol-
gende versimpelde notatie voor de overgangskansdichtheidsfunctie vanX (T) gebruiken, f X (y) � f X (T ) (y) :=
f X (T; y; t0; x). We gebruiken de risico-neutrale kansmaat~P. De optiewaarde wordt nu gegeven door

V (t0; x) = e� r� E
~P[V (T; y)jF (t0)] = e� r�

ZZ

R2
V(T; y)f X (y)dy; (3.11)

met � = T � t0 en r het rentepercentage. We maken nu drie keer een benadering zodat we uitkomen op de
twee-dimensionale COS-formule voor algemene processen.

In deze benaderingen gebruiken we een cosinus Fourierreeks voor een twee-dimensionale functie. Deze gaan we
eerst de�ni•eren en we introduceren de gebruikte notatie, waarna we starten met benaderen van vergelijking
3.11. We hebben in in Sectie 3.1 gezien hoe uit de Fourierreeks de cosinus Fourierreeks volgt. Op dezelfde
wijze geldt dit ook voor twee dimensies en dus is de cosinus Fourierreeks voor een twee-dimensionale functie
gegeven door De�nitie 3.2.1.

De�nitie 3.2.1 (Cosinus Fourierreeks twee-dimensionale functie). [10, p.5] Zij f (y1; y2) een functie met als
drager het cartesische product van intervallen [a1; b1] � [a2; b2] � R2. De cosinus Fourierreeks vanf wordt dan
gegeven door

f (y) =
1X 0

n 1 =0

1X 0

n 2 =0

An 1 ;n 2 (y) cos
�

n1�
y1 � a1

b1 � a1

�
cos

�
n2�

y2 � a2

b2 � a2

�
(3.12)

met co•e�ci •enten

An 1 ;n 2 (y) =
2

b1 � a1

2
b2 � a2

Z b2

a2

Z b1

a1

f (y) cos
�

n1�
y1 � a1

b1 � a1

�
cos

�
n2�

y2 � a2

b2 � a2

�
dy:

�
Opmerking 3.2.2. We gebruiken in De�nitie 3.2.1 de notatie

P 0. Hiermee geven we aan dat we de eerste
term van de som halveren waardoor de cosinus Fourierreeks in notatie een stuk compacter wordt.

We trunceren de integraalgrenzen gezien de waarde van de kansdichtheidsfunctief X (y) snel afneemt tot nul,
indien y naar �1 gaat. We kiezen het nieuwe integratiebereik zo dat we geen noemenswaardige nauwkeu-
righeid verliezen. De keuze van dit nieuwe bereik bespreken we in Hoofdstuk 4. Het nieuwe bereik wordt nu
gegeven door [a1; b1] � [a2; b2]. De eerste benadering van de optiewaarde wordt nu gegeven door

V (t0; x) � V1(t0; x) = e� r�
Z b2

a2

Z b1

a1

V(T; y)f X (y)dy;
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met � = T � t0. We benaderen nu ook nog de kansdichtheidf X (y) met haar cosinus Fourierreeks, we noteren
deze metf̂ X (y). Wegens De�nitie 3.2.1 volgt

f̂ X (y) =
1X 0

n 1 =0

1X 0

n 2 =0

An 1 ;n 2 (y) cos
�

n1�
y1 � a1

b1 � a1

�
cos

�
n2�

y2 � a2

b2 � a2

�

met co•e�ci •enten

An 1 ;n 2 (y) =
2

b1 � a1

2
b2 � a2

Z b2

a2

Z b1

a1

f X (y) cos
�

n1�
y1 � a1

b1 � a1

�
cos

�
n2�

y2 � a2

b2 � a2

�
dy:

Hieruit volgt dat we de eerste benadering kunnen schrijven als

V1(t0; x) = e� r�
Z b2

a2

Z b1

a1

V(T; y)
1X 0

n 1 =0

1X 0

n 2 =0

An 1 ;n 2 (y) cos
�

n1�
y1 � a1

b1 � a1

�
cos

�
n2�

y2 � a2

b2 � a2

�
dy:

Net als in het geval van de �e�en-dimensionale COS-methode, kunnen we ook nu sommatie en integratie verwis-
selen. We de�ni•eren Hn 1 ;n 2 als de cosinus Fourierreeks co•e�ci •enten van V(T; y), ofwel

Hn 1 ;n 2 :=
2

b1 � a1

2
b2 � a2

e� r�
Z b2

a2

Z b1

a1

V(T; y) cos
�

n1�
y1 � a1

b1 � a1

�
cos

�
n2�

y2 � a2

b2 � a2

�
dy:

De herschreven eerste benadering van de optiewaarde wordt nu gegeven door

V1(t0; x) =
b1 � a1

2
b2 � a2

2
e� r�

1X 0

n 1 =0

1X 0

n 2 =0

An 1 ;n 2 (y)Hn 1 ;n 2 ; (3.13)

met eerder genoemdeAn 1 ;n 2 en Hn 1 ;n 2 .

Nu maken we een tweede benadering door de grenzen van de sommaties te trunceren. We kiezenN zo dat we
geen noemenswaardige nauwkeurigheid verliezen, zie hiervoor Hoofdstuk 4. Dan volgt de tweede benadering

V2(t0; x) =
b1 � a1

2
b2 � a2

2
e� r�

N � 1X 0

n 1 =0

N � 1X 0

n 2 =0

An 1 ;n 2 (y)Hn 1 ;n 2 : (3.14)

Tot slot geven we ook de aeiding van de derde benadering. We zullen nu de co•e�ci •enten An 1 ;n 2 benaderen.
Voordat we deze aeiding doen, introduceren we eerst een propositie en haar bewijs.

Propositie 3.2.3. Voor alle n, geldt An 1 ;n 2 (y) � Fn 1 ;n 2 (y), waarbij

An 1 ;n 2 (y) =
2

b1 � a1

2
b2 � a2

Z b2

a2

Z b1

a1

f X (y) cos
�

n1�
y1 � a1

b1 � a1

�
cos

�
n2�

y2 � a2

b2 � a2

�
dy;

en

Fn 1 ;n 2 (y) =
1
2

2
b1 � a1

2
b2 � a2

"

Re

(

� X

�
n1�

b1 � a1
;

n2�
b2 � a2

�
exp

�
� ia1

n1�
b1 � a1

� ia2
n2�

b2 � a2

� )

+ Re

(

� X

�
n1�

b1 � a1
; �

n2�
b2 � a2

�
exp

�
� ia1

n1�
b1 � a1

+ ia2
n2�

b2 � a2

� )#

:

Bewijs. Laat X = ( X 1; X 2), u = ( u1; u2), x = ( x1; x2) en y = ( y1; y2). We hebben de verkorte notatie van de
kansdichtheidfunctie gezien en de verkorte notatie van de karakteristieke functie wordt gegeven door� X (y) �
� X (T ) (y) := � X (T; y; t0; x). We hebben in De�nitie 3.1.4 gezien hoe we voor �e�en dimensie een Fourierpaar
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de�ni •eren. We kunnen hetzelfde ook doen voor twee dimensies. Ook dan geldt dat de kansdichtheidsfunctie
en karakteristieke functie een Fourierpaar vormen [10, p.4], zodat:

� X (u) =
ZZ

R2
eiu 1 y1 + iu 2 y2 f X (y)dy:

De karakteristieke functie � X (u) kunnen we benaderen door een truncatie van haar intervalgrenzen. De
benadering zullen we noteren met̂� X (u). Laat [a1; b1] � [a2; b2] � R2 zodat de benadering goed is, we hebben
dan

�̂ X (u) =
Z b2

a2

Z b1

a1

eiu 1 y1 + iu 2 y2 f X (y)dy �
ZZ

R2
eiu 1 y1 + iu 2 y2 f X (y)dy = � X (u): (3.15)

We vermenigvuldigen nu eerst de linkergelijkheid van vergelijking (3.15) met exp
�

� ia1
n 1 �

b1 � a1
� ia2

n 2 �
b2 � a2

�
en

substitueren u =
�

n 1 �
b1 � a1

; n 2 �
b2 � a2

�
zodat geldt

�̂ X

�
n1�

b1 � a1
;

n2�
b2 � a2

�
exp

�
� ia1

n1�
b1 � a1

� ia2
n2�

b2 � a2

�
=

Z b2

a2

Z b1

a1

ein 1 � y 1 � a 1
b1 � a 1

+ in 2 � y 2 � a 2
b2 � a 2 f X (y)dy: (3.16)

Vanwege de Euler-formule weten we dat Re
�

eiu
	

= cos(u). We bekijken nu het re•ele deel van vergelijking
(3.16) en zien dat

Re

(

�̂ X

�
n1�

b1 � a1
;

n2�
b2 � a2

�
exp

�
� ia1

n1�
b1 � a1

� ia2
n2�

b2 � a2

� )

=
Z b2

a2

Z b1

a1

cos
�

n1�
y1 � a1

b1 � a1
+ n2�

y2 � a2

b2 � a2

�
f X (y)dy:

(3.17)

Nu vermenigvuldigen we de linkergelijkheid van vergelijking (3.15) met exp
�

� ia1
n 1 �

b1 � a1
+ ia2

n 2 �
b2 � a2

�
en sub-

stitueren u =
�

n 1 �
b1 � a1

; � n 2 �
b2 � a2

�
zodat

�̂ X

�
n1�

b1 � a1
; �

n2�
b2 � a2

�
exp

�
� ia1

n1�
b1 � a1

+ ia2
n2�

b2 � a2

�
=

Z b2

a2

Z b1

a1

ein 1 � y 1 � a 1
b1 � a 1

� in 2 � y 2 � a 2
b2 � a 2 f X (y)dy: (3.18)

Ook nu gebruiken we dat geldt Re
�

eiu
	

= cos(u) en zien

Re

(

�̂ X

�
n1�

b1 � a1
; �

n2�
b2 � a2

�
exp

�
� ia1

n1�
b1 � a1

+ ia2
n2�

b2 � a2

� )

=
Z b2

a2

Z b1

a1

cos
�

n1�
y1 � a1

b1 � a1
� n2�

y2 � a2

b2 � a2

�
f X (y)dy:

(3.19)
We tellen nu vergelijkingen (3.17) en (3.19) bij elkaar op zodat we krijgen

Re

(

�̂ X

�
n1�

b1 � a1
;

n2�
b2 � a2

�
exp

�
� ia1

n1�
b1 � a1

� ia2
n2�

b2 � a2

� )

+Re

(

�̂ X

�
n1�

b1 � a1
; �

n2�
b2 � a2

�
exp

�
� ia1

n1�
b1 � a1

+ ia2
n2�

b2 � a2

� )

=
Z b2

a2

Z b1

a1

"

cos
�

n1�
y1 � a1

b1 � a1
+ n2�

y2 � a2

b2 � a2

�

+ cos
�

n1�
y1 � a1

b1 � a1
� n2�

y2 � a2

b2 � a2

� #

f X (y)dy:

(3.20)
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We zullen deze vergelijking herschrijven zodat weAn 1 ;n 2 enFn 1 ;n 2 gaan herkennen. We gebruiken 2 cos(� ) cos(� ) =
cos(� + � ) + cos(� � � ) om de cosinussen te herschrijven in vergelijking (3.20). Dan krijgen we

cos
�

n1�
y1 � a1

b1 � a1
+ n2�

y2 � a2

b2 � a2

�
+ cos

�
n1�

y1 � a1

b1 � a1
� n2�

y2 � a2

b2 � a2

�
= cos

�
n1�

y1 � a1

b1 � a1

�
cos

�
n2�

y2 � a2

b2 � a2

�
:

We hebben in vergelijking 3.15 al gezien dat̂� X (u) � � X (u) en als we dit nu ook gebruiken in vergelijking
3.20 volgt direct An 1 ;n 2 (y) � Fn 1 ;n 2 (y).

We kunnen nu wegens Propositie 3.2.3 de co•e�ci •enten An 1 ;n 2 in vergelijking (3.14) vervangen doorFn 1 ;n 2 om
een derde benadering te krijgen. Deze derde benadering wordt dan gegeven door

V3(t0; x) =
b1 � a1

2
b2 � a2

2
e� r�

N � 1X 0

n 1 =0

N � 1X 0

n 2 =0

Fn 1 ;n 2 (y)Hn 1 ;n 2 ;

met de eerder genoemdeFn 1 ;n 2 . Deze vergelijking noemen we de twee-dimensionale COS-formule voor alge-
mene processen. We kunnen deze methode formeel schrijven als De�nitie 3.2.4.

De�nitie 3.2.4 (Twee-dimensionale COS-formule). [10, p.6] Zij X (t) = ( X 1(t); X 2(t)) een functie van S(t)
en laat x = X (t0) en y = X (T). Laat de optiewaarde gegeven zijn door

V (t0; x) = e� r� E
~P[V (T; y)jF (t0)] = e� r�

ZZ

R2
V(T; y)f X (y)dy;

met � = T � t0 en r het rentepercentage. Dan wordt de twee-dimensionale COS-formule gegeven door

V3(t0; x) =
b1 � a1

2
b2 � a2

2
e� r�

N � 1X 0

n 1 =0

N � 1X 0

n 2 =0

Fn 1 ;n 2 (y)Hn 1 ;n 2 ;

met co•e�ci •enten

Fn 1 ;n 2 (y) =
1
2

2
b1 � a1

2
b2 � a2

"

Re

(

� X

�
n1�

b1 � a1
;

n2�
b2 � a2

�
exp

�
� ia1

n1�
b1 � a1

� ia2
n2�

b2 � a2

� )

+Re

(

� X

�
n1�

b1 � a1
; �

n2�
b2 � a2

�
exp

�
� ia1

n1�
b1 � a1

+ ia2
n2�

b2 � a2

� )#

:

en

Hn 1 ;n 2 :=
2

b1 � a1

2
b2 � a2

Z b2

a2

Z b1

a1

V(T; y) cos
�

n1�
y1 � a1

b1 � a1

�
cos

�
n2�

y2 � a2

b2 � a2

�
dy:

Hierbij is de karakteristieke functie � X (u) een verkorte notatie, namelijk � X (u) = � X (u; t0; T) � � X (u; x; t0; T)
�

Hierbij is het goed om te noemen dat het volgende geldt:

� X (u) = eiu 1 X 1 ( t 0 )+ iu 2 X 2 ( t 0 ) ' X (u; t);

waarbij ' X (u; t) niet een conditionele karakteristieke functie, die we ook wel de overgangskansdichtheidsfunctie
noemen, maar een tijdsafhankelijke bivariate karakteristieke functie zoals we een karakteristieke functie meestal
gebruiken.

Opmerking 3.2.5. In de co•e�ci •enten Hn 1 ;n 2 hebben weV(T; y), die we bepalen afhankelijk van de optie waar
we mee te maken hebben. We hebben al een aantal uitbetalingsfuncties gezien in Hoofdstuk 1.3. We bekijken
ook nu de call-on-max optie (De�nitie 1.3.4) en de put-on-min optie (De�nitie 1.3.5). Laat y = ( y1; y2) en
S(t) = ( S1(t); S2(t)) . Zij

y(T) = log S(T);
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dan

V(T; y) :=

( �
maxf ey1 ; ey2 g � K

� +
voor een call-on-max optie

�
K � minf ey1 ; ey2 g

� +
voor een put-on-min optie.

De co•e�ci •enten Hn 1 ;n 2 zijn verschillend voor andere optieconstructies, voor nu geven deze twee optiecon-
structies een goed genoeg beeld hoe de uitbetalingsfuncties zo geschreven kunnen worden dat we ze voor de
COS-formule kunnen gebruiken.

We hebben nu een aeiding gezien van de COS-formule in 2 dimensies. Deze methodes kunnen we gebruiken
om in �e�en of twee dimensies een eerlijke prijs te bepalen voor een optiecontract op tijdstipt0. Ook kunnen we
een versimpelde versie van de �e�en- en twee-dimensionale COS-methode bekijken om kansdichtheidsfuncties te
benaderen, dit doen we in de volgende sectie.

3.3 COS-methode voor het benaderen van kansdichtheden

In de afgelopen twee secties hebben we de COS-methode afgeleid voor �e�en en twee dimensies. Deze methode
kunnen we gebruiken om aandelen te modelleren. We kunnen daarentegen ook een versimpelde versie van
de COS-methode bekijken om middels een cosinus Fourierreeks een benadering van een kansdichtheidsfunctie
te geven als deze niet bekend is, maar we de karakteristieke functie wel kennen. In deze sectie gaan we de
versimpelde methode opstellen voor zowel �e�en als twee dimensies. In Hoofdstuk 4 gaan we deze methodes
daadwerkelijk modelleren.

�E�en-dimensionale benadering kansdichtheidsfunctie

We gaan nu op zoek naar de versimpelde COS-formule om een benadering van een �e�en-dimensionale kansdicht-
heidsfunctie te maken. We hebben in De�nitie 3.1.2 de cosinus Fourierreeks gede�nieerd, zie daarvoor ook de
notatie van vergelijking (3.2). Dit kunnen we ook doen voor de kansdichtheidsfunctief X (y) met karakteris-
tieke functie ' X (y), waarbij X een kansvariabele. We benaderen deze kansdichtheidsfunctie vervolgens met
f̂ X (y), door eerst de sommatiegrenzen van de cosinus Fourierreeks aan te passen zodat

f̂ X (y) =
N � 1X 0

n =0

An cos
�

n�
y � a
b� a

�
;

waarbij N slim gekozen. We komen in Sectie 4.1 terug op het verstandig kiezen van dezeN -waarde. Vervolgens
gebruiken we Propositie 3.1.5 waar we stellen datAn � Fn zodat

f̂ X (y) =
N � 1X 0

n =0

Fn cos
�

n�
y � a
b� a

�
; (3.21)

met

Fn :=
2

b� a
Re

(

' X

�
n�

b� a

�
exp

�
� i

na�
b� a

� )

:

Vergelijking (3.21) is precies de versimpelde COS-formule waarmee we de kansdichtheidsfunctief X (y) kunnen
benaderen. We gaan hetzelfde ook doen voor het benaderen van een bivariate kansdichtheidsfunctie met een
versimpelde versie van de twee-dimensionale COS-methode.

Twee-dimensionale benadering bivariate kansdichtheidsfunctie

We gaan nu op dezelfde wijze op zoek naar de versimpelde COS-formule voor een benadering van een twee-
dimensionale bivariate kansdichtheidsfunctie. We hebben in De�nitie 3.2.1 de twee-dimensionale cosinus Fou-
rierreeks gede�nieerd, zie vergelijking (3.12). We gebruiken deze de�nitie voor de bivariate kansdichtheidsfunc-
tie f X (y1; y2) met karakteristieke functie ' X (y1; y2), waarbij X = ( X 1; X 2) een kansvariabele. We benaderen
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deze kansdichtheidsfunctie nu metf̂ X (y1; y2), door de sommatiegrenzen van de cosinus Fourrierreeks aan te
passen zodat

f̂ (y) =
N � 1X 0

n 1 =0

N � 1X 0

n 2 =0

An 1 ;n 2 (y) cos
�

n1�
y1 � a1

b1 � a1

�
cos

�
n2�

y2 � a2

b2 � a2

�

waarbij N slim gekozen. We komen in Sectie 4.1 terug op het verstandig kiezen van dezeN -waarde. We
vervolgen de aeiding met het stellen dat An 1 ;n 2 � Fn 1 ;n 2 , dit volgt uit Propositie 3.2.3. Dan geldt er nu

f̂ (y) =
N � 1X 0

n 1 =0

N � 1X 0

n 2 =0

Fn 1 ;n 2 (y) cos
�

n1�
y1 � a1

b1 � a1

�
cos

�
n2�

y2 � a2

b2 � a2

�
; (3.22)

met

Fn 1 ;n 2 (y) =
1
2

2
b1 � a1

2
b2 � a2

"

Re

(

� X

�
n1�

b1 � a1
;

n2�
b2 � a2

�
exp

�
� ia1

n1�
b1 � a1

� ia2
n2�

b2 � a2

� )

+Re

(

� X

�
n1�

b1 � a1
; �

n2�
b2 � a2

�
exp

�
� ia1

n1�
b1 � a1

+ ia2
n2�

b2 � a2

� )#

:

Vergelijking (3.22) is de versimpelde twee-dimensionale COS-formule waarmee we de bivariate kansdichtheids-
functie f X (y1; y2) kunnen benaderen. Deze methode kunnen we uitbreiden om een multivariate kansdicht-
heidsfunctie te benaderen indien deze niet bekend zijn, maar we de multivariate karakteristieke functie wel
kennen. Voor deze scriptie houden we het bij twee dimensies.

We hebben dit hoofdstuk zowel de �e�en- als de twee-dimensionale COS-methode afgeleid. Met de �e�en- en
twee-dimensionale COS-formule kunnen we optiewaardering van aandelen modelleren voor respectievelijk �e�en
of twee aandelen. Verder hebben we gekeken naar een versimpelde variant van de COS-formule waarmee
we kansdichtheidsfuncties kunnen benaderen. In het volgende hoofdstuk, Hoofdstuk 4, modelleren we alle
methodes die we in dit hoofdstuk hebben gezien.
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Hoofdstuk 4

Modelleren
Dit hoofdstuk staat in het teken van het programmeren van de COS-methode in zowel �e�en als twee dimensies.
We gebruiken de COS-methode eerst om kansdichtheidsfuncties te benaderen. In het bijzonder kijken we in
�e�en en twee dimensies respectievelijk naar de standaard normale verdeling en de bivariate standaard normale
verdeling. Vervolgens kijken we naar de COS-methode in �e�en dimensie waar we gebruik maken van de in
Hoofdstuk 1.3 gede�nieerde call- en put- opties. Daarna modelleren we de COS-methode in twee dimensies.
We gebruiken de in Hoofdstuk 1.3 gede�nieerde call-on-max-optie. In dit hoofdstuk nemen we aan dat de
kansdichtheidsfunctie onbekend is, maar we haar karakteristieke functie wel kennen.

Voor we echt naar het modelleren gaan, komen we eerst terug op Hoofdstuk 3, waar is aangegeven in dit
hoofdstuk de keuze voor de waarde vanN te bespreken. In deze scriptie bekijken we meerdere waarden voor
N om te zien wanneer de methodes convergeren. We zullen in dit hoofdstuk dan ook geen de�nitieve waarde
hieraan geven. Wel is na dit hoofdstuk duidelijk in welk bereik N ongeveer moet zitten om convergentie te
bereiken. Ook zal het zeker mogelijk zijn om een meest optimale keuze te maken voorN , maar ook hier doen
we verder geen onderzoek naar in deze scriptie.

Verder komen we ook terug op Sectie 3.1 en Sectie 3.2 waar beloofd is om in dit hoofdstuk het te hebben over
de intervalkeuze [a; b] en [a1; b1] � [a2; b2]. We zullen hier de intervallen bespreken die we voor de rest van
deze scriptie gaan gebruiken en waarom deze keuze gemaakt is. In �e�en dimensie zijn er meerdere papers die
ons kunnen vertellen wat de beste keuze is voor [a; b], wij kiezen daarentegen niet voor de beste keuze, maar
voor een simpeler interval wat uit empirisch onderzoek ook goed blijkt te werken. Dit interval wordt gegeven
door [� L

p
T ; L

p
T], waarbij L = 8 goed lijkt te werken [12, p.179]. In twee dimensies gaan we het anders

doen. Het interval moet groot genoeg zijn om de belangrijke informatie (de niet-nulpunten) van de benaderde
kansdichtheidsfunctie te bevatten. We kiezen de intervallen daarom ruim genoeg om dit te kunnen verzekeren
en nemen [� 10; 10] � [� 10; 10]. Het kan zijn dat we daarom N groter gaan kiezen, we merken snel genoeg of
het model dan gaat convergeren. We nemen dus vanaf nu aan data1 = a2 = a en b1 = b2 = b, dit heeft weinig
invloed op het Pythonscript waar we aan gaan werken.

4.1 Benaderen kansdichtheidfuncties

We willen in deze sectie graag in �e�en dimensie de kansdichtheidsfunctie van de standaard normale verdeling
benaderen en in twee dimensies de kansdichtheidsfunctie van de bivariate standaard normale verdeling bena-
deren. We zijn dus niet op de hoogte van de kansdichtheidsfuncties van deze verdelingen, maar kennen wel
hun karakteristieke functies.

4.1.1 �E�en dimensie

We gaan nu de standaard normale verdeling benaderen. We hebben in Sectie 3.3 al in vergelijking (3.21) gezien
hoe we dit kunnen doen. We gaan voor deze benadering de karakteristieke functie van een normale verdeling
gebruiken, deze wordt gegeven door [10, p.16]:

� X (y) = e�iy � � 2 y 2

2 ; (4.1)

waarbij X � N (�; � 2). In het geval van een standaard normale verdeling hebben we� = 0 en � = 1 [4, p.31].
Zie voor de code het volgende bestand in GitHub: `Benadering kansdichtheidsfunctie normale verdeling'. De
code spreekt door de bijgevoegde opmerkingen vrij voor zich, maar we zullen de structuur en werking hier
nog kort toelichten. De code start met het benoemen van alle variabelen en vervolgt met de de�nitie van de
karakteristieke functie zoals we hem net in vergelijking (4.1) hebben gezien. Daarna volgt de benadering van
de kansdichtheidsfunctie zoals we dat in vergelijking (3.21) hebben gezien. De code eindigt met het genereren
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van de bijbehorende gra�ek, deze wordt gegenereerd voor meerdereN -waarden. Verder gebruiken we ook
het bestand `Kansdichtheidsfunctie normale verdeling' om de gra�ek van de daadwerkelijke (niet-benaderde)
kansdichtheidsfunctie van de standaard normale verdeling te genereren. Zie Figuren 4.1 en 4.2 voor de gra�eken.

Figuur 4.1: Benadering kansdichtheidsfunctie
standaard normale verdeling voor verschillende
N � waarden.

Figuur 4.2: Kansdichtheidsfunctie standaard nor-
male verdeling.

We merken op dat des te meer sommatietermen de cosinus Fourrierreeks bevat, des te nauwkeuriger de bena-
dering is. Ook zien we dat deze convergentie erg snel is, de gra�ek voorN = 12 overlapt al veel met de gra�ek
voor N = 18. De gra�ek voor N = 18 komt zelfs al overeen met de daadwerkelijke kansdichtheidsfunctie
voor de standaard normale verdeling. We zouden deze methode voor veel andere continue kansdichtheidsfunc-
ties kunnen gebruiken, indien de karakteristieke functie bekend is. We concluderen dat de COS-methode een
eenvoudige, maar nauwkeurige methode is om in �e�en dimensie kansdichtheidsfuncties te benaderen.

4.1.2 Twee dimensies

We benaderen nu de bivariate standaard normale verdeling. In Sectie 3.3 hebben we in vergelijking (3.22)
gezien hoe we deze benadering maken. Voor deze benadering hebben we deze karakteristieke functie van
een bivariate normale verdeling nodig. De karakteristieke functie van een bivariate normale verdeling wordt
gegeven door [10, p.16]

� X (y1; y2) = e� 1 iy 1 + � 2 iu 2 �
� 2

1 u 2
1

2 �
� 2

2 u 2
2

2 � �u 1 u 2 � 1 � 2 ; (4.2)

met X = ( X 1; X 2) en � de correlatieco•e�ci •ent tussen X 1 en X 2. Verder geldt ook dat X 1 � N (� 1; � 2
1) en

X 2 � N (� 2; � 2
2). In het geval van de bivariate standaard normale verdeling hebben we� 1 = � 2 = 0 en

� 1 = � 2 = 1 [13]. In principe mag � 2 [� 1; 1], maar voor deze benadering kijken we naar het geval dat
� = 0 ; 5. Zie voor de Pythoncode van deze benadering het volgende bestand in GitHub: `Benadering bivariate
kansdichtheidsfunctie normale verdeling 3D-plot en contourplot'. Ook in dit twee-dimensionale geval spreekt
de code vrij voor zich, maar we zullen ook hier de structuur en werking van de code kort toelichten.

De code benoemt eerst de benodigde variabelen.�E�en ding om even uit te lichten van de variabelen, we nemen
r = 0 ; 5 zodat we krijgen � 1 = � 2 = 0. Vervolgens de�ni •eren we de bivariate karakteristieke functie zoals we
deze gezien hebben in vergelijking (4.2). Daarna volgt een functie voor de co•e�ci •enten Fn 1 ;n 2 en de functie
die de kansdichtheid benadert zoals beschreven in vergelijking (3.22). We eindigen de code met het genereren
van de bijbehorende 3D-gra�ek en een contourplot. Verder gebruiken we ook `Bivariate kansdichtheidsfunctie
normale verdeling 3D-plot en contourplot' om de niet-benaderde kansdichtheidsfunctie van de bivariate stan-
daard normale verdeling te genereren, ook hier gaat het om een 3D-gra�ek en een contourplot. We hebben nu
�guren gemaakt voor de gevallenN = 16 en N = 64, zie voor deze gra�eken Figuren 4.3 tot en met 4.8
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