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Samenvatting

Het τ -model uit de geohydrologie modelleert monotone en niet-monotone
golven die ontstaan bij watersaturatie. In deze bachelorscriptie lossen we het
τ -model numeriek op met behulp van de methode-der-lijnen en de IMEX-θ
methode. Om een ééndimensionaal fractioneel τ -model te onderzoeken, imple-
menteren we de fractionele Laplaciaan in het model. De fractionele Laplaciaan
kunnen we op twee plekken in de vergelijking zetten. We voeren numerieke
experimenten uit met het ééndimensionale fractionele τ -model en bespreken de
resultaten. Uit de numerieke experimenten volgt dat de trillingen een grotere
amplitude kunnen krijgen, of dat de golf steiler wordt. Een andere mogelijkheid
is dat de plateaus en de trillingen smaller worden. In een tweedimensionaal
advectie-diffusiemodel hebben we tevens een fractionele Laplaciaan geïmple-
menteerd en het gevolg hiervan onderzocht. Bij het fractionele tweedimensio-
nale advectie-diffusiemodel vlakt de golf minder snel af en de omvang van de
golf krijgt meer een ovaalvorm. Een tweedimensionaal τ -model kan ‘fingering
structures’ modelleren, wat overeenkomt met labexperimenten. We hebben nu-
merieke experimenten met een vereenvoudigd model gedaan. Hieruit volgt dat
ons vereenvoudigde model deze ‘fingering structures’ niet kan modelleren.
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1 Introductie

De interactie tussen water en een poreus materiaal, bijvoorbeeld zand, is een belang-
rijk onderwerp uit de geohydrologie. Het begrip saturatie is hierbij erg belangrijk.
Watersaturatie is de verhouding water in een poreus materiaal. Begrijpen hoe een
poreus materiaal, bijvoorbeeld zand, verzadigd raakt met water is van groot belang
voor het voorspellen van onder andere bodemvochtigheid en het beheer van water-
voorraden. Het τ -model uit de geohydrologie simuleert monotone en niet-monotone
golven die ontstaan bij watersaturatie. Een monotone golf is een golf waarbij de am-
plitude constant blijft gedurende de tijd. Met andere woorden, deze blijft op hetzelfde
niveau zonder enige verandering in hoogte. Een niet-monotone golf daarentegen ver-
toont veranderingen in amplitude over tijd. Dit betekent dat de hoogte van de golf
kan variëren naarmate de tijd verstrijkt, waardoor er bijvoorbeeld plateaus of tril-
lingen ontstaan. Simulaties van het τ -model komen overeen met labexperimenten
uit de geohydrologie waarbij dit is onderzocht. In het τ -model staat een Laplaciaan.
Deze Laplaciaan kunnen we vervangen door een fractionele Laplaciaan. Het voor-
naamste doel van deze bachelorscriptie is om te onderzoeken wat de invloed is van
de fractionele Laplaciaan op het τ -model.

We beginnen met het ééndimensionale τ -model. In hoofdstuk 2 zullen we een
korte introductie geven van dit ééndimensionale τ -model. In hoofdstuk 3 bespre-
ken we hoe een niet-lineaire partiële differentiaalvergelijking numeriek opgelost kan
worden en in hoofdstuk 4 zullen we de oplossing van het ééndimensionale τ -model
numeriek benaderen en een analyse geven. Afhankelijk van de parameters van het
ééndimensionale τ -model ontstaan er monotone golven, niet-monotone golven met
trillingen of niet-monotone golven met plateaus. We zullen verklaren wanneer deze
golven ontstaan met behulp van numerieke en analytische oplosmethoden. In hoofd-
stuk 5 introduceren we de fractionele Laplaciaan aan de hand van een Lévy-vlucht.
In hoofdstuk 6 zullen we numerieke experimenten uitvoeren met het ééndimensio-
nale fractionele τ -model. We construeren het fractionele τ -model met behulp van de
eerdergenoemde fractionele Laplaciaan.

Voordat we verdergaan met het tweedimensionale τ -model, zullen we in hoofd-
stuk 7 een tweedimensionaal advectie-diffusiemodel onderzoeken. We beschrijven in
dit hoofdstuk hoe een tweedimensionaal model numeriek opgelost kan worden. Hier
zullen we tevens een fractioneel advectie-diffusiemodel bestuderen. In hoofdstuk 8
gaan we het tweedimensionale τ -model onderzoeken. In twee dimensies kunnen er
‘fingering structures’ ontstaan. We bestuderen in dit hoofdstuk eerst een tweedimen-
sionaal τ -model dat deze ‘fingering structures’ kan modelleren. Daarna onderzoeken
we met behulp van numerieke experimenten of ons eigen vereenvoudigde tweedimen-
sionale τ -model de ‘fingering structures’ ook kan modelleren. We sluiten deze scriptie
af met conclusies in hoofdstuk 9.
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2 Een ééndimensionaal τ -model uit de geohydrologie

We zullen eerst een ééndimensionaal model voor watersaturatie onderzoeken. In de
praktijk kan dit gezien worden als een heel smalle buis met zand waar water in wordt
geïnjecteerd.

De Richardsvergelijking of de Buckley-Leverett vergelijking zijn gebruikelijke mo-
dellen om watersaturatie te simuleren. Maar deze twee modellen simuleren alleen mo-
notone golven [1]. Uit labexperimenten volgt echter dat er ook niet-monotone golven
met trillingen en niet-monotone golven met plateaus kunnen ontstaan [2, 3]. In fi-
guur 1 zijn resultaten van een labexperiment te zien waar water geïnjecteerd wordt
in een smalle buis met zand. We zien dat hier afhankelijk van de flux q in cm/min
er monotone golven (voor lage flux), niet-monotone golven met trillingen (voor hoge
flux) en niet-monotone golven met plateaus (voor gemiddelde flux) ontstaan.

Een variant op de Richardsvergelijking is de niet-evenwichts-Richardsvergelijking.
In [4, 5] is de stabiliteit van de Richardsvergelijking en de niet-evenwichts-Richardsvergelijking
onderzocht. Een variant op de Buckley-Leverett vergelijking is de gemodificeerde
Buckley-Leverett vergelijking, beschreven in [1]. De niet-evenwichts-Richardsvergelijking
en de gemodificeerde Buckley-Leverett vergelijking kunnen afhankelijk van de geko-
zen parameters naast de monotone golven ook niet-monotone golven simuleren.

Figuur 1: Resultaten van een labexperiment voor diverse fluxen q in cm/min, af-
komstig van [2].

Het ééndimensionale τ -model dat wij in deze scriptie zullen gebruiken, en wat
tevens beschreven staat in [6], wordt gegeven door

ut = duxx + [f(u)]x + τuxxt. (2.1)
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Dit model is gebaseerd op de eerdergenoemde vergelijkingen en kan zowel monotone
golven als niet-monotone golven modelleren die overeenkomen met de labexperimen-
ten. De functie u is afhankelijk van x en t, en wordt afgebeeld op het interval [0, 1].
De waarde van u geeft de mate van saturatie aan. Er geldt dat x ∈ [0, 1] en t ∈ [0, T ]
voor een T > 0. De parameter d > 0 staat voor de diffusiecoëfficiënt. De diffusieco-
ëfficiënt is een maat voor de snelheid waarmee een deeltje in een bepaald materiaal
beweegt. Als d kleiner wordt, dan wordt de golf steiler. De parameter τ ≥ 0 staat
voor een niet-evenwichtsparameter. Deze parameter hoort bij de kruisterm uxxt in de
vergelijking die ervoor zorgt dat er niet-monotone golven kunnen ontstaan. Wanneer
het model niet-monotone golven kan modelleren, zal later in deze scriptie toegelicht
worden. De beginvoorwaarde van het model wordt gegeven door

u(x, 0) = u− +
1

2
(u+ − u−) (1 + tanh (R(x− x0))) ,

waarbij x0 en R constanten zijn. Verder worden de randvoorwaarden gegeven door
u(0, t) = u− en u(1, t) = u+. We nemen aan dat u+ > u−. De waarden van
T, d, τ, u−, u+, R en x0 zullen gekozen worden bij het numeriek oplossen van het
ééndimensionale τ -model.

De functie f moet voldoen aan f(0) = 0, f(1) = 1 en f ′(u) > 0 voor 0 < u < 1.
Voor het modelleren van een één-fase stroming gebruiken we een convexe functie
f(u) = u2

2 . Voor het modelleren van een twee-fasen stroming gebruiken we een
convex-concave functie f(u) = u2

u2+(1−u)2
. Een één-fase stroming verwijst naar een

stroming van materie waarbij de materie zich in één fase bevindt, bijvoorbeeld water
(dat zich volledig in vloeibare vorm bevindt). Een twee-fasen stroming verwijst naar
een stroming waarbij twee verschillende fasen van materie aanwezig zijn. Een voor-
beeld hiervan is een combinatie van water (in vloeibare vorm) en lucht (in gasvorm).
De functies komen van [6, 7].

In de volgende hoofdstukken zullen we bespreken hoe we dit ééndimensionale
τ -model numeriek kunnen oplossen.
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3 De numerieke oplosmethode

In dit hoofdstuk gaan we in op het numeriek benaderen van gewone differentiaalverge-
lijkingen. Vervolgens nemen we door hoe we een numerieke oplossing van een lineaire
partiële differentiaalvergelijking kunnen vinden en uiteindelijk zullen we bespreken
hoe we niet-lineaire partiële differentiaalvergelijkingen numeriek kunnen oplossen.

3.1 De voorwaartse en terugwaartse Euler methode

Om een gewone differentiaalvergelijking du
dt = f(u(t)) met u(0) = u1 voor t ∈ [0, T ]

op te lossen, discretiseren we het interval in N gelijke stappen, 0 = t1 < ... < tN = T .
De afstand tussen twee stappen noemen we ∆t. Het verband tussen ∆t en het aantal
stappen N wordt gegeven door ∆t = T

N−1 . We noteren u(tn) als un. Met behulp
van een Taylor benadering volgt dat:

du

dt
(tn) ≈

un+1 − un
∆t

voor n = 1, 2, ..., N − 1. Deze benadering wordt de voorwaartse Euler methode of de
expliciete Euler methode genoemd.

De terugwaartse Euler methode is als volgt gedefinieerd:

du

dt
(tn+1) ≈

un+1 − un
∆t

voor n = 1, 2, ..., N − 1. Deze methode wordt ook wel de impliciete Euler methode
genoemd.

Merk op dat we bij deze benaderingen de hogere orde termen hebben weggela-
ten. Niet voor elke beginvoorwaarde u(0) = u1 convergeren deze iteraties. De terug-
waartse Euler methode heeft een groter stabiliteitsgebied dan de voorwaartse Euler
methode. De terugwaartse Euler methode zal dus voor meer ∆t een stabiele oplossing
hebben dan de voorwaartse Euler methode. Een nadeel van de terugwaartse Euler
methode is dat deze meer rekenkracht vereist dan de voorwaartse Euler methode.

3.2 Eindige differentiematrices

Laat u nu een functie afhankelijk van x en t zijn: u(x, t). We nemen aan dat
(x, t) ∈ [0, 1] × [0, T ]. Dan kunnen we het interval [0, 1] discretiseren in I gelijke
stappen, 0 = x1 < ... < xI = 1. De afstand tussen twee stappen is ∆x en er
geldt dat ∆x = 1

I−1 . We bekijken ∂u
∂x bij x = xi voor i = 1, ..., I. We schrijven

ui(t) = u(xi, t) en we definiëren u0(t) := uI(t) en uI+1(t) := u1(t) zodat er aan
periodieke randvoorwaarden wordt voldaan. De centrale differentiemethode wordt
dan gegeven door:

∂u

∂x
(xi, t) ≈

ui+1(t)− ui−1(t)

2∆x

voor i = 2, ..., I − 1. We definiëren de oplossingsvector

u⃗(t) :=

u1(t)...
uI(t)

 ≈

u(x1, t)...
u(xI , t)


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en de matrix

D1c :=
1

2∆x



0 1 −1
−1 0 1

−1 0
. . .

. . . . . . . . .
. . . . . . 1

1 −1 0


∈ RI×I .

Op de lege plekken in deze matrix staat een nul. Deze matrix is een eindige differen-
tiematrix voor ∂u

∂x .
We kunnen de matrix D1c schrijven als D1c =

1
2(D1+ +D1−) waarbij

D1+ =
1

∆x



−1 1 0
0 −1 1

0 −1
. . .

. . . . . . . . .
. . . . . . 1

1 0 −1


∈ RI×I

en

D1− =
1

∆x



1 0 −1
−1 1 0

−1 1
. . .

. . . . . . . . .
. . . . . . 0

0 −1 1


∈ RI×I .

Hier zijn D1+ en D1− respectievelijk de voorwaartse differentiematrix en de terug-
waartse differentiematrix.

We kunnen de tweede partiële afgeleide naar x bij x = xi benaderen door

∂2u

∂x2
(xi, t) ≈

ui+1(t)− 2ui(t) + ui−1(t)

(∆x)2
.

Als we opnieuw aannemen dat de randvoorwaarden periodiek zijn, kunnen we de
volgende matrix definiëren:

D2 :=
1

(∆x)2



−2 1 1
1 −2 1

1 −2
. . .

. . . . . . . . .
. . . . . . 1

1 1 −2


∈ RI×I .
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Deze matrix is een eindige differentiematrix voor ∂2u
∂x2 . Er geldt dat D2 = D1+D1−.

Op dezelfde manier volgt dat D3 = D2D1c = D1+D1−D1c een eindige differentiema-
trix is voor ∂3u

∂x3 .
We hebben de partiële afgeleide naar plaats x bestudeerd, maar we kunnen ook

de partiële afgeleide naar tijd t bestuderen. We kunnen namelijk opmerken dat
∂u

∂t
(xi, t) ≈

d

dt
ui(t) = u̇i(t).

Nu volgt dat we een partiële differentiaalvergelijking kunnen schrijven als een stel-
sel van gewone differentiaalvergelijkingen. Een stelsel differentiaalvergelijkingen kan
numeriek opgelost worden met bijvoorbeeld de voorwaartse of terugwaartse Euler
methode. In dat geval zal de tijd t gediscretiseerd worden door het interval [0, T ]
op te delen in N gelijke stappen 0 = t1 < ... < tN = T met afstand ∆t. Er geldt
wederom dat ∆t = T

N−1 . Het oplossen van een partiële differentiaalvergelijking op
bovenstaande manier wordt de methode-der-lijnen genoemd.

Voorbeeld 3.1. We nemen de diffusievergelijking ∂u
∂t = ∂2u

∂x2 met (x, t) ∈ [0, 1] ×
[0, T ] en periodieke randvoorwaarden. We delen het interval [0, 1] op in I gelijke
stappen met 0 = x1 < ... < xI = 1. We definiëren de oplossingsvector u⃗ :=
(u1, ..., uI)

T , met ui = u(xi) voor i = 1, ..., I. Met bovenstaande theorie kunnen we
de lineaire partiële differentiaalvergelijking omschrijven naar een stelsel van gewone
differentiaalvergelijkingen:

du⃗

dt
(t) = D2u⃗(t).

3.3 De IMEX-methode

We hebben zojuist gezien hoe de diffusievergelijking, een lineaire partiële differenti-
aalvergelijking, numeriek opgelost kan worden. Stel dat we een niet-lineaire partiële
differentiaalvergelijking hebben, de diffusievergelijking met een extra reactieterm,
zodanig dat we het stelsel du⃗

dt (t) = D2u⃗(t) + f⃗(u⃗) willen oplossen. Dit kan opnieuw
met de voorwaartse of terugwaartse Euler, maar we kunnen ook een combinatie van
deze twee gebruiken. De voorwaartse Euler methode is niet altijd stabiel, maar de
terugwaartse Euler methode vereist meer rekenkracht. Bij de terugwaartse Euler
methode moet er namelijk per tijdstap een niet-lineair stelsel opgelost worden. Een
IMEX-methode is een combinatie van de IMpliciete en EXpliciete Euler methode.

Zoals beschreven in [8], kunnen we een gewone differentiaalvergelijking schrijven
als

du

dt
(t) = F (t, u(t)) ≡ F0(t, u(t)) + F1(t, u(t)),

waarbij F0 een niet-stijve reactieterm is en F1 een stijve diffusieterm. Een voorbeeld
van een IMEX-methode is de IMEX-θ methode. Deze methode toegepast op de
differentiaalvergelijking geeft

un+1 − un
∆t

= F0(tn, un) + (1− θ)F1(tn, un) + θF (tn+1, un+1),

waarbij θ ≥ 1
2 . Dit is de meest eenvoudige IMEX-methode. De stabiliteitsanalyse

is behandeld in [8]. Voor θ = 1 zijn de stabiliteitsresultaten het meest gunstig. In
het volgende hoofdstuk zullen we de IMEX-θ methode met θ = 1 toepassen op het
τ -model. Voorbeelden van andere IMEX-methoden staan beschreven in [9].
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4 Numerieke oplossingen van het ééndimensionale τ -model

Zoals beschreven in hoofdstuk 2 wordt het ééndimensionale τ -model gegeven door

ut = duxx + [f(u)]x + τuxxt,

waarbij u een functie afhankelijk van x en t is die afgebeeld wordt op het interval
[0, 1], en waarbij (x, t) ∈ [0, 1] × [0, T ]. We zullen de oplossing van het model nu
numeriek benaderen op de manier die beschreven staat in hoofdstuk 3.

We discretiseren het interval [0, 1] in I gelijke stappen, 0 = x1 < ... < xI = 1,
met afstand ∆x = 1

I−1 . Opnieuw noteren we ui(t) = u(xi, t) voor i = 1, ..., I. Verder
definiëren we de oplossingsvector

u⃗(t) :=

u1(t)...
uI(t)

 ,

zodanig dat ∂u
∂t (xi, t) ≈ d

dtui(t) = u̇i(t). Merk op dat u1(t) = u− en uI(t) = u+.
Passen we de theorie (methode-der-lijnen) van hoofdstuk 3 toe, dan volgt dat we het
volgende stelsel gewone differentiaalvergelijkingen krijgen:

˙⃗u(t) = dD2u⃗(t) + g⃗(u⃗(t)) + τD2
˙⃗u(t). (4.1)

De vector g⃗(u⃗(t)) is gedefinieerd als:

g⃗(u⃗(t)) =


0

f(u3(t))−f(u1(t))
2∆x
...

f(uI(t))−f(uI−2(t))
2∆x
0

 = D1c


f(u1(t))
f(u2(t))

...
f(uI−1(t))
f(uI(t))

 .

Omdat we nu geen periodieke randvoorwaarden hebben, stellen we de bovenste en
onderste rij van matrix D1c en matrix D2 gelijk aan 0. In appendix A staat een
uitgebreide analyse van de methode-der-lijnen toegepast op het ééndimensionale τ -
model.

We kunnen vergelijking (4.1) omschrijven naar

(I − τD2) ˙⃗u(t) = dD2u⃗(t) + g⃗(u⃗(t)).

We discretiseren het tijdsinterval [0, T ] in N gelijke stappen met afstand ∆t zodanig
dat 0 = t1 < ... < tN = T . Merk op dat ∆t = T

N−1 . We noteren u⃗(tn) als u⃗n voor
n = 1, ..., N . Toepassen van de IMEX-θ methode met θ = 1, zoals beschreven in
hoofdstuk 3, geeft

(I − τD2)
u⃗n+1 − u⃗n

∆t
= dD2u⃗

n+1 + g⃗(u⃗n).

We definiëren M := I − τD2. Dan volgt dat

M(u⃗n+1 − u⃗n) = d∆tD2u⃗
n+1 +∆tg⃗(u⃗n).
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We kunnen dit omschrijven naar

(M − d∆tD2)u⃗
n+1 =Mu⃗n +∆tg⃗(u⃗n).

We definiëren B :=M − d∆tD2 en k⃗n :=Mu⃗n +∆tg⃗(u⃗n). Dit geeft ons de vergelij-
king

Bu⃗n+1 = k⃗n.

We kunnen de oplossing van het ééndimensionale τ -model dan numeriek benaderen
in MATLAB door u⃗n+1 = B\k⃗n. De operator \ lost in MATLAB een systeem van
lineaire vergelijkingen op.

Voorbeeld 4.1. Stel dat we een systeem van lineaire vergelijkingen Ax⃗ = b⃗ hebben.
Dan kan de oplossing x⃗ in MATLAB berekend worden door x⃗ = A\⃗b.

4.1 Numerieke experimenten

Met behulp van de bovenstaande theorie kunnen we de oplossing van het τ -model
numeriek benaderen. Dit doen we in MATLAB. De bijbehorende code is te vinden
in appendix C.

Eerst bekijken we een één-fase stroming. De bijbehorende functie is dan f(u) =
u2

2 . Verder nemen we T = 2, d = 0.002, u− = 0, u+ = 0.6, R = 50 en x0 = 0.8. Om
de eerder besproken numerieke oplosmethode toe te passen, kiezen we ∆x = 0.005.
We variëren het aantal iteraties n, zodat we de oplossing op meerdere tijdstippen
kunnen weergeven. Voor τ = 0 is het resultaat in figuur 2 weergegeven. We zien dat
er monotone golven ontstaan. Aan de hand van de figuur kunnen we de golfsnelheid
berekenen. Hiervoor vergelijken we een x-waarde van de golf op tijdstip t = 2.0 en
de golf op tijdstip t = 1.5. Op deze manier zien we hoeveel de golf verplaatst is na
een bepaalde tijd. In de grafiek kunnen we aflezen dat de golf op tijdstip t = 2.0
ongeveer door het punt (0.2; 0.2) gaat. De golf op tijdstip t = 1.5 gaat ongeveer door
het punt (0.35; 0.2). De golfsnelheid c kunnen we dan berekenen door

c ≈ 0.35− 0.2

2.0− 1.5
= 0.3.

Later in dit hoofdstuk zullen we de golfsnelheid exact berekenen.
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Figuur 2: Oplossing van een één-fase stroming met τ = 0 voor verschillende t tussen
0.1 en 2.0.

Voor τ = 3.1 · 10−4 ontstaan er niet-monotone golven met trillingen. Dit is te
zien in figuur 3. Ook hier hebben we de golf op meerdere tijdstippen weergegeven.
Aan de hand van de figuur kunnen we voor deze golven de golfsnelheid berekenen.
Opnieuw kunnen we in de grafiek aflezen dat de golf op tijdstip t = 2.0 ongeveer
door het punt (0.2; 0.2) gaat. De golf op tijdstip t = 1.5 gaat ongeveer door het punt
(0.35; 0.2). De golfsnelheid c voor deze niet-monotone golven wordt dan, net zoals
voor de monotone golven, gegeven door c ≈ 0.3.

Figuur 3: Oplossing van een één-fase stroming met τ = 3.1 · 10−4 voor verschillende
t tussen 0.1 en 2.0.

11



Om te kijken wat er gebeurt bij een twee-fasen stroming, nemen we f(u) =
u2

u2+(1−u)2
, T = 0.7 en τ = 3.1 · 10−4. Het resultaat is te zien in figuur 4. Hier

ontstaan niet-monotone golven met een plateau. We hebben opnieuw gevarieerd
in het aantal iteraties n, zodat we de oplossing op meerdere tijdstippen kunnen
weergeven. Aan de hand van de figuur zullen we ook hier de golfsnelheid berekenen.
Dit keer vergelijken we een x-waarde van de golf op tijdstip t = 0.5 en de golf op
tijdstip t = 0.3. In de grafiek kunnen we aflezen dat de golf op tijdstip t = 0.5
ongeveer door het punt (0.27; 0.2) gaat. De golf op tijdstip t = 0.3 gaat ongeveer
door het punt (0.50; 0.2). De golfsnelheid c kunnen we dan berekenen door

c ≈ 0.50− 0.27

0.5− 0.3
= 1.15.

Deze golfsnelheid zullen we eveneens later in het hoofdstuk exact berekenen.

Figuur 4: Oplossing van een twee-fasen stroming met τ = 3.1·10−4 voor verschillende
t tussen 0.01 en 0.7.

4.2 Een lopende golf oplossing

Om de numerieke oplossingen van het ééndimensionale τ -model te analyseren, gaan
we de lopende golf oplossing bestuderen. Met behulp van de lopende golf oplossing
kunnen we namelijk de golfsnelheid berekenen en we kunnen voorspellen wanneer er
monotone of niet-monotone golven ontstaan.

Definitie 4.2. Een lopende golf oplossing is een oplossing van een partiële dif-
ferentiaalvergelijking die voortbeweegt met een golfsnelheid c > 0, terwijl de vorm
van de golf hetzelfde blijft. De Ansatz voor een lopende golf wordt gegeven door

u(x, t) = ϕ(x+ ct) = ϕ(η),

met c > 0 de golfsnelheid en η ∈ (−∞,∞).
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We gebruiken de Ansatz voor een lopende golf

u(x, t) = ϕ(x+ ct) = ϕ(η),

met c > 0 de golfsnelheid en η ∈ (−∞,∞). We willen deze nieuwe functie ϕ substi-
tueren in het ééndimensionale τ -model (2.1). De linkerzijde van het τ -model wordt
dan

ut = cϕ′(x+ ct) = cϕ′(η)

en de rechterzijde van het τ -model wordt

duxx + [f(u)]x + τuxxt = dϕ′′(η) + [f(ϕ(η))]′ + cτϕ′′′(η).

We krijgen dan de volgende gewone differentiaalvergelijking van orde 3:

cϕ′(η) = dϕ′′(η) + [f(ϕ(η))]′ + cτϕ′′′(η).

Beide kanten integreren geeft∫ η

−∞
cϕ′(η̃)dη̃ =

∫ η

−∞
dϕ′′(η̃) + [f(ϕ(η̃))]′ + cτϕ′′′(η̃)dη̃.

Dit geeft ons

cϕ(η̃)
∣∣η
−∞ = dϕ′(η̃) + f(ϕ(η̃)) + cτϕ′′(η̃)

∣∣η
−∞.

We nemen aan dat ϕ(−∞) = u− en ϕ′(−∞) = ϕ′′(−∞) = 0. Dan krijgen we de
volgende differentiaalvergelijking van orde 2:

c(ϕ(η)− u−) = dϕ′(η) + f(ϕ(η))− f(u−) + cτϕ′′(η). (4.2)

We nemen ook aan dat ϕ(∞) = u+ en ϕ′(∞) = ϕ′′(∞) = 0. We schrijven vergelijking
(4.2) om en nemen het limiet η → ∞, zodat we een asymptotische uitdrukking voor
de golfsnelheid c kunnen bepalen. Dan volgt dat

c = lim
η→∞

dϕ′(η) + f(ϕ(η))− f(u−)

ϕ(η)− u− − τϕ′′(η)

=
d · 0 + f(u+)− f(u−)

u+ − u− − τ · 0

=
f(u+)− f(u−)

u+ − u−
.

We hebben nu een uitdrukking voor de golfsnelheid, afhankelijk van de functie f .

4.2.1 Een één-fase stroming

We zullen eerst de situatie voor f(u) = u2

2 bekijken, het geval waarbij er een één-fase
stroming is. Deze analyse staat beschreven in [6]. Als we f(u) = u2

2 invullen, volgt
dat we c kunnen schrijven als

c =
f(u+)− f(u−)

u+ − u−
=

u2
+

2 − u2
−
2

u+ − u−
=

1

2
(u+ + u−).
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Voor u− = 0 en u+ = 0.6 volgt dat de golfsnelheid gelijk is aan c = 1
2(0.6− 0) = 0.3.

Dit komt overeen met de berekening die we aan de hand van figuur 2 en figuur 3
hebben gedaan.

Nu we de golfsnelheid bepaald hebben, kunnen we de differentiaalvergelijking
verder analyseren voor het geval τ = 0 en het geval τ > 0. Als τ = 0 verdwijnt de
term uxxt uit het oorspronkelijke model (2.1) en houden we de Burgersvergelijking
met viscositeit over. Om de lopende golf oplossing van de Burgersvergelijking met
viscositeit te vinden, willen we de volgende gewone differentiaalvergelijking oplossen:

c(ϕ(η)− u−) = dϕ′(η) + f(ϕ(η))− f(u−).

We kunnen dit schrijven als

ϕ′(η) =
c

d
(ϕ(η)− u−)−

f(ϕ(η))

d
+
f(u−)

d

= − 1

2d

(
−(u+ + u−)ϕ(η) + (u+ + u−)u− + ϕ2(η)− u2−

)
= − 1

2d

(
ϕ2(η)− (u+ + u−)ϕ(η) + u+u−

)
= − 1

2d
(ϕ(η)− u−)(ϕ(η)− u+).

Merk op dat ϕ′(η) = 0 als ϕ(η) = u− of als ϕ(η) = u+. We zien dat ϕ′(η) > 0 voor
u− < ϕ(η) < u+ en dat ϕ′(η) < 0 voor ϕ(η) < u− en ϕ(η) > u+. In figuur 5 hebben
we een aantal oplossingen weergegeven in het (ϕ, η)-vlak. De figuur is gemaakt met
behulp van GeoGebra [10]. We zien dat ϕ(η) = u− een instabiele oplossing is en
ϕ(η) = u+ een stabiele oplossing.

Figuur 5: Oplossingen van de Burgersvergelijking in het (ϕ, η)-vlak.

De expliciete oplossing van de Burgersvergelijking met viscositeit wordt gegeven
door ϕ(η) = u++u−ekη

1+ekη
, waarbij k = u+−u−

2d > 0. De oplossing is een monotone golf
die voortbeweegt met snelheid c = 1

2(u++u−), zoals in figuur 2. Naarmate d kleiner
wordt, zal de golf steiler worden. We kunnen concluderen dat het ééndimensionale
τ -model met τ = 0 altijd monotone golven zal hebben.
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Om de lopende golf oplossing voor τ > 0 te analyseren, schrijven we de differen-
tiaalvergelijking (4.2) als het volgende stelsel differentiaalvergelijkingen:{

ϕ′ = ψ,

ψ′ = 1
τ (ϕ− u−)− d

cτψ − 1
cτ f(ϕ) +

1
cτ f(u−).

(4.3)

Merk op dat de evenwichtspunten (ϕ, ψ) gegeven worden door (u−, 0) en (u+, 0). Om
de stabiliteit van deze evenwichtspunten te berekenen, gebruiken we de Jacobiaan

J(ϕ, ψ) =

(
0 1

1
τ − f ′(ϕ)

cτ − d
cτ

)
=

(
0 1

1
τ − ϕ

cτ − d
cτ

)
.

Deze matrix heeft spoor σ = − d
cτ en determinant ∆ = − 1

τ + ϕ
cτ = ϕ−c

cτ . We kunnen
de eigenwaarden van de Jacobiaan berekenen door

λ1,2 =
1

2
σ ±

√
σ2

4
−∆ = − d

2cτ
±
√

d2

4c2τ2
− ϕ− c

cτ
.

We zullen voor de twee gevonden evenwichtspunten bepalen of de eigenwaarden po-
sitief of negatief zijn.

Als we (u−, 0) invullen en gebruiken dat c = 1
2(u+ + u−), dan volgt dat

λ1,2 = − d

2cτ
±
√

d2

4c2τ2
− ϕ− c

cτ
= − d

2cτ
±
√

d2

4c2τ2
− 2ϕ− (u+ + u−)

2cτ

= − d

2cτ
±
√

d2

4c2τ2
+
u+ + u− − 2ϕ

2cτ

= − d

2cτ
±
√

d2

4c2τ2
+
u+ − u−

2cτ
.

Omdat u+−u−
2cτ > 0 volgt dat

√
d2

4c2τ2
+ u+−u−

2cτ > d
2cτ . Het evenwichtspunt (u−, 0)

heeft dan een positieve en een negatieve eigenwaarde. Hieruit volgt dat (u−, 0) een
zadelpunt is.

Als we (u+, 0) invullen, krijgen we

λ1,2 = − d

2cτ
±
√

d2

4c2τ2
− ϕ− c

cτ
= − d

2cτ
±
√

d2

4c2τ2
+
u+ + u− − 2ϕ

2cτ

= − d

2cτ
±
√

d2

4c2τ2
+
u− − u+

2cτ
.

We kunnen opmerken dat u−−u+

2cτ < 0. Er zijn dan twee mogelijke gevolgen:

1. als d2

4c2τ2
+ u−−u+

2cτ ≥ 0 dan volgt dat beide eigenwaarden reëel en negatief zijn.
Het evenwichtspunt (u+, 0) is dan een stabiel knooppunt;

2. als d2

4c2τ2
+ u−−u+

2cτ < 0 dan volgt dat beide eigenwaarden een imaginair deel
hebben. Het reële deel van de eigenwaarden is negatief. Het evenwichtspunt
(u+, 0) is dan een stabiele focus (spiraal).
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We hebben voor twee waarden van τ het faseplaatje in PPlane gemaakt voor
stelsel (4.3). Hierbij hebben we d = 0.002, u− = 0 en u+ = 0.6 genomen, net
zoals bij de numerieke oplossingen in figuur 2 en figuur 3. In figuur 6a hebben we
τ = 1 · 10−5 genomen zodat we in geval 1 zitten. We zien dat er dan een oplossing
direct van u− naar u+ gaat. Dit correspondeert met een monotone golf. In figuur
6b hebben we τ = 3.10 · 10−4 genomen. We zitten dan in geval 2. We zien dat
de oplossing een paar keer rond u+ draait voordat dit punt wordt bereikt. Dit
correspondeert met een niet-monotone golf met trillingen.

(a) Geval 1, τ = 1 · 10−5 (b) Geval 2, τ = 3.1 · 10−4

Figuur 6: Faseplaatjes van stelsel (4.3) voor twee waarden van τ , en met d = 0.002,
u− = 0 en u+ = 0.6.

We kunnen de oplossingen van figuur 6 in het (ϕ, η)-vlak plotten. Dit geeft een
stationaire golf in η. In figuur 7a is de stationaire golf een monotone golf (zoals in
figuur 2) en in figuur 7b is de stationaire golf een niet-monotone golf met trillingen
(zoals in figuur 3).

(a) Geval 1, τ = 1 · 10−5 (b) Geval 2, τ = 3.1 · 10−4

Figuur 7: Twee oplossingen van stelsel (4.3) in het (ϕ, η)-vlak.

Om exact te bepalen wanneer we monotone of niet-monotone golven hebben,
kunnen we de ongelijkheid d2

4c2τ2
+ u−−u+

2cτ < 0 omschrijven naar 2cτ > d2

u+−u−
. Dan

volgt dat voor parameters zodanig dat τ > d2

2c(u+−u−) de oplossing niet-monotone
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golven zal hebben. Als we een één-fase stroming hebben, weten we dat c = 1
2(u+ +

u−). Dan kunnen we de ongelijkheid schrijven als

τ >
d2

u2+ − u2−
.

Dus voor parameters zodanig dat aan deze ongelijkheid wordt voldaan, zal de op-
lossing van het ééndimensionale τ -model met een één-fase stroming niet-monotone
golven met trillingen hebben. Als niet aan deze ongelijkheid wordt voldaan, heeft de
oplossing monotone golven. In figuur 8 hebben we dit in het (τ, d)-vlak weergegeven.
Dit is met behulp van GeoGebra vormgegeven [10].

Figuur 8: De twee gevallen bij een één-fase stroming weergegeven in het (τ, d)-vlak,
voor u− = 0 en u+ = 0.6.

4.2.2 Een twee-fasen stroming

De lopende golf oplossing voor een twee-fasen stroming met de convex-concave functie
staat beschreven in [7, 11]. We zullen de resultaten kort samenvatten.

De golfsnelheid wordt gegeven door c = f(u+)−f(u−)
u+−u−

. Als we f(u) = u2

u2+(1−u)2

met u− = 0 en u+ = 0.6 invullen in de formule voor de snelheid, komen we uit op
c = 0.6

0.62+(1−0.6)2
≈ 1.15. Dit komt overeen met de berekening die we aan de hand

van figuur 4 hebben gedaan.
In figuur 9 is de grafiek van f(u) = u2

u2+(1−u)2
weergegeven met behulp van

GeoGebra [10]. We kunnen een raaklijn opstellen die door het punt (u−, f(u−))
gaat. Deze lijn raakt de grafiek in het punt (α, f(α)) (blauwe stippellijn).
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Figuur 9: De punten α, u, u en de grafiek f(u) als τ > τ∗.

Als τ = 0 volgt dat u− een instabiel punt is en u+ een stabiel punt. Er is dan een
lopende golf oplossing mogelijk van u− naar u+ als u− < u+ < α. Deze oplossing
correspondeert met een monotone golf.

Als τ > 0 dan bestaat er een τ∗ zodanig dat voor τ < τ∗ er een lopende golf
oplossing van u− naar u− < u+ < α is die eveneens correspondeert met een monotone
golf. Als τ > τ∗, dan bestaat er een u(τ) > α zodanig dat er een lopende golf
oplossing is van u− naar u(τ). Er bestaat dan ook een oplossing van u(τ) naar u+
mits u(τ) < u+ < u(τ) met u(τ) de oplossing in het interval (u−, u(τ)) van

f(u)− f(u−)

u− u−
=
f(u(τ))− f(u−)

u(τ)− u−
.

Het punt u(τ) is in figuur 9 weergegeven als het middelste snijpunt van de rode
stippellijn met f(u). De rode stippellijn is de lijn die (u−, f(u−)) met (u, f(u))
verbindt. Als τ > τ∗ en u(τ) < u+ < u(τ) dan bestaat er geen lopende golf
oplossing van u− direct naar u+. Er bestaat wel een combinatie van twee lopende
golf oplossingen. Namelijk een lopende golf oplossing van u− naar u(τ) en een
lopende golf oplossing van u(τ) naar u+. De lopende golf oplossing van u− naar
u(τ) correspondeert met het plateau dat gevormd wordt bij de numerieke oplossing.
De lopende golf oplossing van u(τ) naar u+ correspondeert met een niet-monotone
golf met trillingen. Samen vormt dit een niet-monotone golf met een plateau zoals
in figuur 4.
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5 De fractionele Laplaciaan en wortels van eindige diffe-
rentiematrices

Bij (hogere orde) afgeleiden dny
dtn nemen we n altijd als een geheel getal. Wat gebeurt

er als n niet meer een geheel getal, maar een breuk is? Dit noemen we een fractionele
afgeleide. Het concept van fractionele afgeleiden gaat terug naar het jaar 1695. Leib-
niz en l’Hôpital stuurden in die tijd brieven naar elkaar. In een brief vroeg l’Hôptial
aan Leibniz wat er zou gebeuren als n = 1

2 . Op 30 september 1695 beantwoordde
Leibniz dat er dan een paradox zou ontstaan. Daar voegde hij het volgende aan toe:
“Het lijkt erop dat we op een dag zeer nuttige consequenties uit deze paradoxen zullen
trekken, omdat er nauwelijks paradoxen zijn zonder relevantie” [12].

In deze scriptie gaan we de fractionele Laplaciaan gebruiken. We zullen de in-
tuïtie achter de fractionele Laplaciaan toelichten met behulp van een Lévy-vlucht.
Daarna zullen we het hebben over wortels van eindige differentiematrices. We gaan
wortels van eindige differentiematrices gebruiken om fractionele partiële differenti-
aalvergelijkingen numeriek op te lossen.

5.1 De fractionele Laplaciaan

Voordat we ingaan op de fractionele Laplaciaan, introduceren we eerst de gewone
Laplaciaan aan de hand van de volgende definitie.

Definitie 5.1. Stel we hebben een functie f(x1, ..., xn, t) afhankelijk van plaats en
tijd t. De Laplaciaan van deze functie, aangegeven met ∆, wordt gegeven door

∆f =
n∑

i=1

∂2f

∂x2i
.

Voor een functie u(x, t) geldt dat ∆u = ∂2u
∂x2 = uxx. De fractionele Laplaciaan

noteren we met −(−∆)
α
2 voor α ∈ (0, 2) [13]. Er zijn verschillende definities voor

de fractionele Laplaciaan, eveneens beschreven in [13]. In deze scriptie gaan we
de fractionele Laplaciaan alleen numeriek toepassen. We zullen daarom verder niet
ingaan op deze definities. Wel gaan we de intuïtie achter de fractionele Laplaciaan
toelichten.

We beginnen met een Brownse beweging. Een Brownse beweging is een toevals-
beweging waarbij een deeltje per tijdstap beweegt met een stapgrootte die bepaald
wordt door de standaard normaalverdeling. De richting waarin het deeltje beweegt,
wordt aan de hand van de uniforme verdeling bepaald. Voor elke richting is de kans
dat het deeltje daar naartoe beweegt gelijk. De verwachtingswaarde van een varia-
bele waarvan de kansverdeling gegeven wordt door de standaard normaalverdeling,
is gelijk aan 0. Dan volgt dat het deeltje voornamelijk met kleine stappen rondom
de startpositie beweegt. De Brownse beweging van een groot aantal onafhankelijke
deeltjes samen veroorzaakt diffusie. Dit geeft het verband weer tussen de Brownse
beweging en de diffusievergelijking waarbij de gewone Laplaciaan wordt gebruikt.

Een Lévy-vlucht is net als een Brownse beweging een toevalsbeweging, maar nu
wordt de stapgrootte bepaald door een kansverdeling met een ‘zware staart’. Dit
vergroot de kans op een aanzienlijke toename in stapgrootte. De Cauchy-verdeling
en Pareto-verdeling zijn voorbeelden van een kansverdeling met een ‘zware staart’.
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In figuur 10 zijn de kansdichtheid voor de Cauchy-verdeling met γ = 1 en de kans-
dichtheid voor de standaard normaalverdeling weergegeven. Dit laat het verschil zien
tussen een kansverdeling met en zonder ‘zware staart’.

Figuur 10: Standaard normaalverdeling en Cauchy-verdeling (γ = 1).

Het verschil tussen een Brownse beweging en een Lévy-vlucht kan in figuur 11
geobserveerd worden. De toevalsbewegingen zijn in MATLAB gesimuleerd. Voor
beide toevalsbewegingen is het beginpunt (0, 0) en zijn er 1000 iteraties genomen.
Voor het simuleren van een Lévy-vlucht is gebruik gemaakt van de Pareto-verdeling
met α = 1.5. We zien in de figuur dat de Brownse beweging (rood) met kleine
stappen rondom het beginpunt beweegt. De Lévy-vlucht (blauw) verspreidt verder
en is een combinatie van korte stappen en grote sprongen.
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Figuur 11: Brownse beweging (rood) en Lévy-vlucht (blauw), voor 1000 iteraties.

De Lévy-vlucht van een groot aantal onafhankelijke deeltjes samen veroorzaakt
superdiffusie [14]. Superdiffusie kan gemodelleerd worden met een fractionale Lapla-
ciaan op dezelfde manier dat diffusie gemodelleerd kan worden met de gewone Lapla-
ciaan. Een voorbeeld van een toepassing van een Lévy-vlucht is de verspreiding van
een virus. Omdat zowel superdiffusie als Lévy-vluchten in diverse natuurverschijn-
selen voorkomen, wordt de fractionele Laplaciaan regelmatig gebruikt om dit soort
fenomenen te modelleren [15].

5.2 Wortels van eindige differentiematrices

Zoals eerder benoemd, wordt de fractionele Laplaciaan gegeven door −(−∆)
α
2 met

α ∈ (0, 2). Er zijn dus meerdere fractionele Laplacianen mogelijk. In één dimensie

geldt dat −(−∆)
α
2 = −

(
− ∂2

∂x2

)α
2 . Omdat ∂2

∂x2 ∼ D2, kunnen we deze eindige diffe-
rentiematrix gebruiken als we oplossingen van een fractionele partiële differentiaal-
vergelijking numeriek benaderen. In [16, 17] is onderzoek gedaan naar het gebruik
van eindige differentiematrices voor het numeriek benaderen van oplossingen van
fractionele partiële differentiaalvergelijkingen. In deze onderzoeken is de numerieke
oplossing waarbij gebruik gemaakt is van −(−D2)

α
2 ∼ −(−∆)

α
2 de beste benadering

voor de analytische oplossing. We zullen in deze scriptie de fractionele Laplaciaan
dus modelleren met behulp van wortels van eindige differentiematrices. In MATLAB
kan dit met de functie sqrtm(), waarmee een wortel van een matrix berekend wordt.

In het volgende hoofdstuk zullen we de fractionele Laplaciaan implementeren in
het ééndimensionale τ -model en we zullen het effect hiervan onderzoeken door middel
van numerieke experimenten.
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6 Een ééndimensionaal fractioneel τ -model

Wanneer de methode-der-lijnen is toegepast op het ééndimensionale τ -model, krijgen
we het volgende stelsel differentiaalvergelijkingen:

˙⃗u(t) = dD2u⃗(t) + g⃗(u⃗(t)) + τD2
˙⃗u(t),

zoals beschreven in hoofdstuk 4. We willen het ruimte-fractionele τ -model onderzoe-
ken, waarbij we de fractionele Laplaciaan implementeren in het model. In het boven-
staande stelsel volgt dan dat we de matrix D2 kunnen vervangen door −(−D2)

α
2 voor

α ∈ (0, 2). In deze bachelorscriptie gaan we het effect van de fractionele Laplaciaan
met α = 1.5 onderzoeken. We kiezen deze α, omdat −(−D2)

1.5
2 = −(−D2)

3
4 eenvou-

dig te implementeren is in MATLAB. We kunnen −(−D2)
3
4 in MATLAB berekenen

door −
√√

(−D2)3 waarbij we de wortel van de matrix in MATLAB berekenen met
behulp van de functie sqrtm(). We onderscheiden drie mogelijke implementaties van
de fractionele Laplaciaan:

1. ˙⃗u(t) = −d
√√

(−D2)3u⃗(t) + g⃗(u⃗(t)) + τD2
˙⃗u(t);

2. ˙⃗u(t) = dD2u⃗(t) + g⃗(u⃗(t))− τ
√√

(−D2)3 ˙⃗u(t);

3. ˙⃗u(t) = −d
√√

(−D2)3u⃗(t) + g⃗(u⃗(t))− τ
√√

(−D2)3 ˙⃗u(t).

We kunnen dit bij zowel een één-fase stroming als een twee-fasen stroming toepassen.
We nemen opnieuw d = 0.002, u− = 0, u+ = 0.6, R = 50 en x0 = 0.8. De gebruikte
MATLAB code voor de numerieke resultaten is te vinden in appendix C.

6.1 Numerieke experimenten met een één-fase stroming

Voor een één-fase stroming nemen we weer f(u) = u2

2 en T = 2. Als τ = 0 kunnen
we alleen de D2 bij de d-term vervangen door −(−D2)

3
4 . De andere twee gevallen

zijn niet van toepassing, omdat de τ -term wegvalt als τ = 0. Het resultaat met
∆t = 0.0001 en ∆x = 0.005 is te zien in figuur 12. We hebben gevarieerd in het
aantal iteraties, zodat we de golf op verschillende tijdstippen kunnen weergeven. In
figuur 13 hebben we hetzelfde gedaan als in figuur 12, maar dan met ∆t = 0.00005
en ∆t = 0.0002. Voor al deze waarden van ∆t krijgen we dezelfde golf met trillingen
die afnemen in amplitude. Als we ∆x kleiner maken, dan neemt de resolutie toe.
Het resultaat met ∆t = 0.0001 en ∆x = 0.002 of ∆x = 0.001 is te zien in figuur 14.
Omdat de trillingen minder worden naarmate ∆x kleiner wordt, kunnen we stellen
dat dit een numerieke afwijking is.
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Figuur 12: Eén-fase stroming met τ = 0 waar D2 bij de d-term vervangen is door
−(−D2)

3
4 , en met ∆t = 0.0001 en ∆x = 0.005.

(a) ∆t = 0.00005 (b) ∆t = 0.0002

Figuur 13: Eén-fase stroming met τ = 0 waar D2 bij de d-term vervangen is door
−(−D2)

3
4 voor twee waarden van ∆t, en met ∆x = 0.005.
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(a) ∆x = 0.002 (b) ∆x = 0.001

Figuur 14: Eén-fase stroming met τ = 0 waar D2 bij de d-term vervangen is door
−(−D2)

3
4 voor twee waarden van ∆x, en met ∆t = 0.0001.

Nemen we een grotere diffusiecoëfficiënt d, dan wordt deze numerieke afwijking
minder. Het resultaat voor d = 0.015 is in figuur 15 weergegeven. Links staat het
resultaat als we D2 gebruiken (de gewone Laplaciaan) en rechts staat het resultaat
als we −(−D2)

3
4 gebruiken. We zien dat de oplossing met de fractionele Laplaciaan

monotone golven heeft. Het verschil met de oplossing met de gewone Laplaciaan is
dat de oplossing met de fractionele Laplaciaan steilere golven heeft.

(a) D2 (b) −(−D2)
3
4

Figuur 15: Eén-fase stroming met τ = 0, d = 0.015, en met ∆t = 0.0001 en ∆x =
0.005.

Als τ = 3.1 · 10−4 kunnen we wel alle drie de eerdergenoemde implementaties
van de fractionele Laplaciaan bestuderen. We nemen dezelfde parameterwaarden
als eerder genoemd: d = 0.002, u− = 0, u+ = 0.6, R = 50, x0 = 0.8, T = 2 en
∆x = 0.005. Het resultaat als we D2 bij de d-term vervangen door −(−D2)

3
4 is te

zien in figuur 16a. We kiezen ∆t = 0.0001 en we nemen opnieuw een verschillend
aantal iteraties zodat we de golf op meerdere tijdstippen kunnen observeren. We zien
dat de oplossingen niet-monotone golven hebben, net zoals in figuur 3. Een verschil
met de oorspronkelijke oplossing is dat de amplitude van de trillingen nu aanzienlijk
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is toegenomen. In figuur 16b zijn de oplossingen weergegeven als we bij de τ -term
D2 vervangen door −(−D2)

3
4 . Hier zien we dat er een kleine toename ontstaat aan

de rand van de golf, maar dat er verder geen trillingen meer zijn.
Als we zowel bij de d-term als de τ -term de D2 vervangen door −(−D2)

3
4 dan

krijgen we het resultaat dat is weergegeven in figuur 17. Hier hebben we ∆t = 0.0001
genomen. We zien dat de trillingen in deze oplossing een hogere frequentie hebben
dan de trillingen in figuur 3. Het resultaat voor ∆t = 0.00005 en ∆t = 0.0002 is
weergegeven in figuur 18. Omdat we hetzelfde resultaat krijgen voor deze waarden
van ∆t, kunnen we stellen dat deze trillingen geen gevolg zijn van een instabiele
oplossing. We hebben tevens de resultaten met een kleinere ∆x bestudeerd. Deze
resultaten geven dezelfde golven als in figuur 17, maar dan met een hogere resolutie.

(a) Bij de d-term is D2 vervangen door
−(−D2)

3
4 .

(b) Bij de τ -term is D2 vervangen door
−(−D2)

3
4 .

Figuur 16: Eén-fase stroming met τ = 3.1 · 10−4 waar D2 bij de d-term (links) of de
τ -term (rechts) vervangen is door −(−D2)

3
4 , en met ∆t = 0.0001.
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Figuur 17: Eén-fase stroming met τ = 3.1 · 10−4 waar D2 bij zowel de d-term als de
τ -term vervangen is door −(−D2)

3
4 , en met ∆t = 0.0001.

(a) ∆t = 0.00005 (b) ∆t = 0.0002

Figuur 18: Eén-fase stroming met τ = 3.1 · 10−4 waar D2 bij zowel de d-term als de
τ -term vervangen is door −(−D2)

3
4 voor twee waarden van ∆t.

6.2 Numerieke experimenten met een twee-fasen stroming

We kunnen de fractionele Laplaciaan ook implementeren in het ééndimensionale τ -
model met een twee-fasen stroming. Dan nemen we f(u) = u2

u2+(1−u)2
en T = 0.7.

Voor de volgende resultaten hebben we ∆x = 0.005 genomen. Als we D2 bij de d-
term vervangen door −(−D2)

3
4 zien we in figuur 19a dat er nog steeds niet-monotone

golven met plateaus ontstaan. We hebben hier ∆t = 0.0001 genomen en we hebben
wederom gevarieerd in het aantal iteraties zodat we de golf op meerdere tijdstippen
kunnen observeren. Het verschil met de oorspronkelijke oplossing in figuur 4 is dat
de amplitude van de plateaus en van de trillingen is toegenomen. In figuur 19b
zien we dat er niet-monotone golven met plateaus ontstaan als we D2 bij de τ -term
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vervangen door −(−D2)
3
4 . Hier zijn de amplitudes van de trillingen en plateaus

juist afgenomen in vergelijking met figuur 4. Ook zijn de plateaus verder naar links
verplaatst.

In figuur 20 hebben we zowel bij de τ -term als de d-term D2 vervangen door
−(−D2)

3
4 . Bij dit resultaat hebben we opnieuw ∆t = 0.0001 genomen. We zien dat

er eveneens plateaus ontstaan en dat de trillingen een hogere frequentie en hogere
amplitude hebben. Het resultaat voor ∆t = 0.00005 en ∆t = 0.0002 is weergegeven
in figuur 21. Omdat we hetzelfde resultaat krijgen voor deze waarden van ∆t, kunnen
we stellen dat deze trillingen geen gevolg zijn van een instabiele oplossing. Een lagere
waarde van ∆x geeft dezelfde resultaten met een hogere resolutie.

(a) Bij de d-term is D2 vervangen door
−(−D2)

3
4 .

(b) Bij de τ -term is D2 vervangen door
−(−D2)

3
4 .

Figuur 19: Twee-fasen stroming met τ = 3.1 · 10−4 waar D2 bij de d-term (links) of
de τ -term (rechts) vervangen is door −(−D2)

3
4 , en met ∆t = 0.0001.

Figuur 20: Twee-fasen stroming met τ = 3.1 · 10−4 waar D2 bij zowel de d-term als
de τ -term vervangen is door −(−D2)

3
4 , en met ∆t = 0.0001.
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(a) ∆t = 0.00005 (b) ∆t = 0.0002

Figuur 21: Twee-fasen stroming met τ = 3.1 · 10−4 waar D2 bij zowel de d-term als
de τ -term vervangen is door −(−D2)

3
4 voor twee waarden van ∆t.
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7 Een tweedimensionaal advectie-diffusiemodel

Voordat we verdergaan met het tweedimensionale τ -model, introduceren we eerst
een eenvoudiger tweedimensionaal advectie-diffusiemodel. Een tweedimensionaal
advectie-diffusiemodel is een partiële differentiaalvergelijking die de beweging en
verdeling van materie in een tweedimensionale ruimte beschrijft. Het advectie-
diffusiemodel is een handig model voor het analyseren en voorspellen van transport-
fenomenen in diverse toepassingen. We zullen het model introduceren en uitleggen
hoe dit model numeriek opgelost kan worden. Vervolgens gaan we numerieke expe-
rimenten uitvoeren.

7.1 De numerieke oplosmethode

We zullen het volgende model bestuderen:

ut = d∆u+ γ1ux + γ2uy, (7.1)

met (x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1] en t ∈ [0, 0.01]. De parameter d > 0 staat voor de
diffusiecoëfficiënt en de parameters γ1, γ2 ∈ R bepalen de beweging in de ruimte. We
nemen beginvoorwaarde u(x, y, 0) = e−100((x−0.25)2+(y−0.25)2).

Om deze tweedimensionale partiële differentiaalvergelijking op te lossen, discre-
tiseren we de intervallen voor x en y in respectievelijk I en J stappen, zodanig dat
0 = x1 < ... < xI = 1 en 0 = y1 < ... < yJ = 1. De afstand tussen de stappen
wordt gegeven door ∆x = 1

I−1 en ∆y = 1
J−1 . We noteren u(xi, yj , t) = ui,j(t). Voor

1 ≤ i ≤ I en 1 ≤ j ≤ J vinden we de volgende benaderingen op dezelfde manier als
voor het ééndimensionale geval:

∂u

∂x
(xi, yj , t) ≈

ui+1,j(t)− ui−1,j(t)

2∆x
,

∂u

∂y
(xi, yj , t) ≈

ui,j+1(t)− ui,j−1(t)

2∆y
,

∂2u

∂x2
(xi, yj , t) ≈

ui+1,j(t)− 2ui,j(t) + ui−1,j(t)

(∆x)2
,

∂2u

∂y2
(xi, yj , t) ≈

ui,j+1(t)− 2ui,j(t) + ui,j−1(t)

(∆y)2
.

We nemen aan dat ui,0(t) = u0,j(t) = ui,J+1(t) = uI+1,j(t) = 0. Om een partiële
differentiaalvergelijking numeriek op te lossen met behulp van eindige differentiema-
trices, willen we een oplossingsvector u definiëren. We hebben nu zowel x-coördinaten
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als y-coördinaten. Dan definiëren we de oplossingsvector als volgt:

u⃗(t) :=



u1,1(t)
...

uI,1(t)
u1,2(t)

...
uI,2(t)

...
uI,J(t)


.

We definiëren een eindige differentiematrix voor ∂u
∂x op de volgende manier:

D2d
1x :=

1

2∆x



A
A

A
. . .

. . .
A


∈ RIJ×IJ ,

met matrix A gegeven door

A :=



0 1
−1 0 1

−1 0
. . .

. . . . . . . . .
. . . . . . 1

−1 0


∈ RI×I .

Een eindige differentiematrix voor ∂u
∂y wordt gegeven door:

D2d
1y :=

1

2∆y



N E
−E N E

−E N
. . .

. . . . . . . . .
. . . . . . E

−E N


∈ RIJ×IJ ,

waarbij N de I × I nulmatrix is en E de I × I identiteitsmatrix.
We kunnen ∆u schrijven als

uxx + uyy ≈ ui+1,j(t)− 2ui,j(t) + ui−1,j(t)

(∆x)2
+
ui,j+1(t)− 2ui,j(t) + ui,j−1(t)

(∆y)2
.
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Een eindige differentiematrix voor deze benadering wordt gegeven door:

D2d
2 :=



B F
F B F

F B
. . .

. . . . . . . . .
. . . . . . F

F B


∈ RIJ×IJ ,

waarbij F = 1
(∆y)2

E met E de eerdergenoemde I × I eenheidsmatrix is. De I × I

matrix B wordt gegeven door

B :=



− 2
(∆x)2

− 2
(∆y)2

1
(∆x)2

1
(∆x)2

. . .
. . . . . . . . .

. . . . . . 1
(∆x)2

1
(∆x)2

− 2
(∆x)2

− 2
(∆y)2


∈ RI×I .

Met behulp van deze eindige differentiematrices kunnen we de methode-der-lijnen
toepassen op het tweedimensionale advectie-diffusiemodel (7.1). Dan krijgen we

˙⃗u(t) = dD2d
2 u⃗+ γ1D

2d
1xu⃗+ γ2D

2d
1y u⃗.

Om dit stelsel differentiaalvergelijkingen numeriek op te lossen, discretiseren we het
interval [0, 0.01] inN gelijke stappen met afstand ∆t = 0.01

N−1 . Dit kunnen we schrijven
als 0 = t1 < ... < tN = 0.01. We schrijven u⃗(tn) = u⃗n. We passen de IMEX-θ
methode met θ = 1 toe. Dan krijgen we

u⃗n+1 − u⃗n

∆t
= dD2d

2 u⃗
n+1 + γ1D

2d
1xu⃗

n + γ2D
2d
1y u⃗

n.

Dit kunnen we schrijven als

u⃗n+1 − u⃗n = d∆tD2d
2 u⃗

n+1 + γ1∆tD
2d
1xu⃗

n + γ2∆tD
2d
1y u⃗

n.

Merk op dat dan volgt dat

(I − d∆tD2d
2 )u⃗n+1 = u⃗n + γ1∆tD

2d
1xu⃗

n + γ2∆tD
2d
1y u⃗

n.

In MATLAB kunnen we dit stelsel oplossen door

u⃗n+1 = (I − d∆tD2d
2 )\(u⃗n + γ1∆tD

2d
1xu⃗

n + γ2∆tD
2d
1y u⃗

n).

Hier gebruiken we opnieuw de operator \ die in MATLAB een systeem van line-
aire vergelijkingen oplost. Dit geeft dan de numerieke oplossing van het advectie-
diffusiemodel (7.1).
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7.2 Numerieke experimenten

Voor de numerieke experimenten nemen we d = 1 en γ1 = γ2 = −40. Verder
kiezen we ∆x = ∆y = 0.02 en ∆t = 0.0001. We lossen het model eerst op met de
gewone Laplaciaan. Numeriek gebruiken we dan D2d

2 . Vervolgens vergelijken we dit
resultaat met het resultaat als we de fractionele Laplaciaan −(−∆)

α
2 met α = 1.5

te gebruiken. Numeriek kunnen we dit toepassen door −(−D2d
2 )

3
4 te nemen [18]. In

MATLAB implementeren we dit door −
√√

(−D2d
2 )3 waarbij we de wortel van de

matrix berekenen. We hebben gecontroleerd dat de eigenwaarden van −
√√

(−D2d
2 )3

reëel zijn. De code voor de resultaten is te vinden in appendix C.
In figuur 22 hebben we de oplossing van het tweedimensionale advectie-

diffusiemodel weergegeven voor t = 0.001, t = 0.0025, t = 0.005 en t = 0.01. We
zien hier hoe de golf geleidelijk afvlakt. De toevoeging van de advectieterm aan het
model zorgt ervoor dat de golf vanaf het beginpunt richting het punt (1, 1) beweegt.
Dit zien we terug in de figuur. In figuur 23 hebben we de oplossing van het tweedi-
mensionale fractionele advectie-diffusiemodel weergegeven voor dezelfde tijdstippen
als het gewone tweedimensionale advectie-diffusiemodel. Opvallend is dat de golf in
figuur 23 minder snel afvlakt dan de golf in figuur 22.

In figuur 24 hebben we de bovenaanzichten van de grafieken in figuur 22 weer-
gegeven. Deze bovenaanzichten kunnen we vergelijken met figuur 25 waarbij we de
bovenaanzichten van de grafieken in figuur 23 hebben weergegeven. Opvallend is dat
de grafiek in het bovenaanzicht van het fractionele model meer een ovaalvorm krijgt.
Dit in tegenstelling tot het bovenaanzicht van de grafiek van het gewone model, wat
voor alle weergegeven tijdstippen een cirkel blijft.

De ruimte-fractionele Laplaciaan in dit tweedimensionale advectie-diffusiemodel
heeft dus invloed op de snelheid waarmee de golf afvlakt. Bovendien verandert de
omtrek van de golf van een ronde vorm naar een ovale vorm.
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Figuur 22: Numerieke oplossing van het tweedimensionale advectie-diffusiemodel
voor t tussen 0.001 en 0.01.

Figuur 23: Numerieke oplossing van het tweedimensionale fractionele advectie-
diffusiemodel voor t tussen 0.001 en 0.01.
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Figuur 24: Bovenaanzicht van de numerieke oplossing van het tweedimensionale
advectie-diffusiemodel voor t tussen 0.001 en 0.01.

Figuur 25: Bovenaanzicht van de numerieke oplossing van het tweedimensionale
fractionele advectie-diffusiemodel voor t tussen 0.001 en 0.01.
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8 Een tweedimensionaal τ -model uit de geohydrologie

Wanneer we water in een poreus materiaal injecteren, kunnen er in meer dimen-
sies zogenoemde ‘fingering structures’ ontstaan. In figuur 26 is een bovenaanzicht
van ‘fingering structures’ weergegeven die ontstaan zijn bij een labexperiment [19].
Het tweedimensionale τ -model, zoals beschreven in onder andere [20], [21] en [22],
kan deze ‘fingering structures’ modelleren. In dit hoofdstuk zullen we eerst het
tweedimensionale τ -model bespreken. Daarna zullen we ons eigen vereenvoudigde
tweedimensionale τ -model numeriek oplossen en onderzoeken of een vereenvoudigd
model tevens ‘fingering structures’ kan modelleren.

Figuur 26: ‘Fingering structures’ die ontstaan zijn bij een experiment waar water in
een poreus materiaal is geïnjecteerd [19].

8.1 Numerieke resultaten van het tweedimensionale τ-model

Het tweedimensionale τ -model, zoals beschreven in [20] en [21], wordt gegeven door

ut = ∇ · (D(u)∇u) + [f(u)]z + τ∇ · [f(u)∇ut]. (8.1)

Hierbij is u een functie afhankelijk van x, z en t: u(x, z, t). De diffusiecoëfficënt is
vervangen door een functie D(u) = βuα−β−1 en de functie f wordt gegeven door
f(u) = uα met α > β + 1.

De ‘fingering structures’ kunnen ontstaan nadat er een kleine verstoring (per-
turbation) is toegevoegd aan de beginvoorwaarde. Deze verstoring kan afzwakken
of toenemen. Als de verstoring toeneemt naarmate de tijd vordert, ontstaan er
‘fingering structures’.

In figuur 27 is het bovenaanzicht van een numerieke oplossing van het tweedi-
mensionale τ -model (8.1) weergegeven, afkomstig van [22]. Het domein, de begin-
voorwaarde en de parameters van dit numerieke resultaat staan beschreven in [22,
sectie 3.2].
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Figuur 27: Numerieke oplossing met ‘fingering structures’ [22].

Het is ook mogelijk dat ondanks de toevoeging van de verstoring er geen ‘fingering
structures’ ontstaan. Wanneer er wel of geen ‘fingering structures’ ontstaan na de
toevoeging van de verstoring is afhankelijk van de waarde van τ en het golfgetal, het
aantal golfjes van de verstoring die toegevoegd is. In Appendix B staat een deel van
de stabiliteitsanalyse beschreven zoals in [21] en [22]. Bij de stabiliteitsanalyse wordt
berekend of de groeifactor k van de verstoring positief of negatief is. Een positieve
groeifactor k betekent dat de verstoring toeneemt en dat er ‘fingering structures’
kunnen ontstaan.

In [22] is numeriek de waarde van de groeifactor bepaald, afhankelijk van het
golfgetal ω en de waarde van τ . Het resultaat is weergegeven in figuur 28. De groei-
factor behorend bij deze waarden van τ en ω is bepaald door de verstoorde oplossing
te vergelijken met de onverstoorde oplossing en aan het verschil een exponentiële
functie y = AeBt te koppelen. De waarde van B is dan gelijk aan de groeifactor k.
Deze methode staat in detail beschreven in [22, Chapter 4].
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Figuur 28: De groeifactor k afhankelijk van het golfgetal ω weergegeven voor ver-
schillende waarden van τ tussen 0 en 9, afkomstig van [22].

8.2 Numerieke experimenten van het vereenvoudigde model

Het vereenvoudigde model dat we gaan onderzoeken, wordt gegeven door

ut = d∆u+
∂

∂y

(
u2

2

)
+ τ∆ut. (8.2)

Dit model is bijna identiek aan het ééndimensionale τ -model dat we hebben onder-
zocht. We hebben nu een functie u afhankelijk van x, y en t: u(x, y, t). De waarde
van de parameters en het interval waarop we het model oplossen, zullen we bij de
numerieke resultaten benoemen. Als beginvoorwaarde nemen we

u(x, y, 0) = u− +
1

2
(u+ − u−) (1 + tanh (R(y − y0))) , (8.3)

met u− = 0, u+ = 0.6, R = 50 en y0 = 0.8. Om het vereenvoudigde tweedimensionale
τ -model (8.2) numeriek op te lossen, passen we opnieuw de methode-der-lijnen en
IMEX-θ methode met θ = 1 toe. Dit geeft

˙⃗u(t) = dD2d
2 u⃗(t) + g⃗(u⃗(t)) + τD2d

2
˙⃗u(t).

met u⃗ de oplossingsvector gedefinieerd op dezelfde manier als in hoofdstuk 7. Nadat
we de IMEX-θ methode met θ = 1 hebben toegepast, kunnen we het vereenvoudigde
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tweedimensionale τ -model in MATLAB oplossen door

u⃗n+1 =
[
I − τD2d

2 − d∆tD2d
2

]
\
[(
I − τD2d

2

)
u⃗n +∆tg⃗(u⃗n)

]
.

We nemen (x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1], d = 0.015 en τ = 0. In figuur 29 zien we het
numerieke resultaat van het vereenvoudigde tweedimensionale τ -model op tijdstip
t = 1. Het numerieke resultaat voor d = 0.002 en τ = 3.1 · 10−4 is weergegeven in
figuur 30. We hebben voor beide figuren ∆x = ∆y = 0.02 en ∆t = 0.001 gekozen.

Figuur 29: Numerieke oplossing van het vereenvoudigde tweedimensionale τ -model
voor d = 0.015 en τ = 0 op tijdstip t = 1.

Figuur 30: Numerieke oplossing van het vereenvoudigde tweedimensionale τ -model
voor d = 0.002 en τ = 3.1 · 10−4 op tijdstip t = 1.
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Het grootste verschil tussen het vereenvoudigde model (8.2) en het tweedimensi-
onale τ -model (8.1) is dat de functie D(u) vervangen is door een constante d. Om
te onderzoeken of er alsnog ‘fingering structures’ kunnen ontstaan, voegen we een
verstoring toe aan de beginvoorwaarde (8.3). De vorm van deze verstoring is een pro-
duct van cosinussen: ϵ cos(ωxx) cos(ωyy). Voor de amplitude ϵ nemen we ϵ = 0.05.
De waarden van ωx en ωy bepalen het aantal golfjes. Dit is afhankelijk van het
gekozen domein.

Voor de volgende resultaten nemen we (x, y) ∈ [0, 5] × [0, 1], zodat we over een
langere afstand kunnen bekijken wat er gebeurt na de toevoeging van de verstoring.
We tonen de numerieke oplossingen op vijf tijdstippen vanaf t = 0 tot en met t =
T = 2. Voor het numeriek oplossen hebben we ∆x = 0.1, ∆y = 0.01 en ∆t = 0.001
gekozen.

In figuur 31 is het bovenaanzicht van een numeriek resultaat van het vereen-
voudigde tweedimensionale τ -model weergegeven op vijf tijdstippen tussen t = 0 en
t = T = 2. Hierbij hebben we d = 0.002 en τ = 3.1 · 10−4 gekozen. Het golfgetal van
de verstoring is gelijk aan 1. In figuur 32 is het bovenaanzicht van het numerieke
resultaat weergegeven waarbij voor d en τ dezelfde waarden zijn gekozen, maar waar-
bij de verstoring golfgetal 2 heeft. We zien in beide figuren dat het model wel deze
golfjes ‘overneemt’, maar dat de grootte van deze golfjes constant blijft. Op basis
van deze numerieke experimenten kunnen we dus stellen dat de aanpassing van D(u)
naar d in het model ervoor zorgt dat er geen ‘fingering structures’ kunnen ontstaan.

In figuur 33 is een verstoring met golfgetal 5 toegevoegd aan het vereenvoudigde
tweedimensionale τ -model met d = 0.015 en τ = 0. Dit is een voorbeeld waarbij
de verstoring afzwakt naarmate de tijd vordert. De mogelijkheid waarbij de versto-
ring afneemt, kan dus nog wel voorkomen bij ons vereenvoudigde tweedimensionale
τ -model. De MATLAB code voor het numeriek oplossen van het vereenvoudigde
tweedimensionale τ -model is te vinden in Appendix C.
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Figuur 31: Numerieke oplossing van het vereenvoudigde tweedimensionale τ -model
voor d = 0.002 en τ = 3.1 · 10−4 op vijf tijdstippen tussen t = 0 en t = T = 2. De
verstoring heeft golfgetal 1.

Figuur 32: Numerieke oplossing van het vereenvoudigde tweedimensionale τ -model
voor d = 0.002 en τ = 3.1 · 10−4 op vijf tijdstippen tussen t = 0 en t = T = 2. De
verstoring heeft golfgetal 2.
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Figuur 33: Numerieke oplossing van het vereenvoudigde tweedimensionale τ -model
voor d = 0.015 en τ = 0 op vijf tijdstippen tussen t = 0 en t = T = 2. De verstoring
heeft golfgetal 5.
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9 Conclusies

In dit hoofdstuk zullen we de resultaten samenvatten. We hebben eerst het ééndi-
mensionale τ -model besproken. We hebben onderzocht hoe we dit model numeriek
kunnen oplossen door eindige differentiematrices en de methode-der-lijnen te ge-
bruiken. Vervolgens hebben we de IMEX-θ methode toegelicht en gebruikt om de
oplossingen van het τ -model numeriek te benaderen. Het ééndimensionale τ -model
geeft monotone golven, niet-monotone golven met trillingen of niet-monotone gol-
ven met plateaus die allemaal opzij bewegen. We hebben de numerieke resultaten
verklaart met behulp van een lopende golf oplossing. De golfsnelheid wordt gegeven
door c = f(u+)−f(u−)

u+−u−
. We hebben tevens de vergelijking afhankelijk van τ en d opge-

steld, die aangeeft of er bij een één-fase stroming monotone golven of niet-monotone
golven met trillingen ontstaan. Als τ > d2

2c(u+−u−) , dan ontstaan er bij een één-fase
stroming niet-monotone golven met trillingen.

Vervolgens hebben we het concept van een fractionele afgeleide geïntroduceerd,
en specifiek de fractionele Laplaciaan. We hebben hierbij de intuïtie achter de fracti-
onele Laplaciaan besproken met behulp van een Lévy-vlucht. Een fractionele Lapla-
ciaan wordt gebruikt om superdiffusie te modelleren wat in veel natuurverschijnselen
terugkomt. Het voornaamste doel van deze bachelorscriptie was om te onderzoeken
wat de invloed van deze fractionele Laplaciaan op het ééndimensionale τ -model zou
zijn. Bij een één-fase stroming met d = 0.015 en τ = 0 kunnen we maar op één plek
in het τ -model de Laplaciaan vervangen door de fractionele Laplaciaan. We zagen
dat de fractionele Laplaciaan ervoor zorgde dat de golf steiler werd. Bij een één-fase
stroming met d = 0.002 en τ = 3.1 ·10−4 zagen we dat de amplitude van de trillingen
groter werd als we de fractionele Laplaciaan bij de d-term implementeerden. Wan-
neer we de fractionele Laplaciaan bij de τ -term vervingen, verdwenen de trillingen
juist en ontstond er een kleine toename aan de rand van de golf. Het vervangen van
de Laplaciaan door de fractionele Laplaciaan op beide plekken in het τ -model gaf een
resultaat waarbij de amplitude en frequentie van de trillingen was toegenomen. Bij
een twee-fasen stroming met d = 0.002 en τ = 3.1·10−4 zagen we opnieuw dat de am-
plitude van de trillingen en de plateaus groter werd als we de fractionele Laplaciaan
bij de d-term implementeerden. Wanneer we de fractionele Laplaciaan bij de τ -term
vervingen, werden de plateaus smaller en de trillingen waren sterk afgenomen. Het
vervangen van de Laplaciaan door de fractionele Laplaciaan op beide plekken in het
τ -model gaf een resultaat waarbij de plateaus en trillingen smaller waren geworden,
maar waar zowel de amplitude als de frequentie van de trillingen waren toegenomen.

In deze bachelorscriptie hebben we niet onderzocht of de resultaten van het één-
dimensionale fractionele model in de praktijk toegepast kunnen worden. Dit is een
mogelijkheid voor een vervolgonderzoek (in de richting van geohydrologie). Een an-
dere mogelijkheid voor een vervolgonderzoek is om te bestuderen wat er gebeurt als
er een fractionele Laplaciaan wordt gekozen met een andere macht dan 3

4 .
De volgende stap was het modelleren in twee dimensies. We hebben een twee-

dimensionaal advectie-diffusiemodel gemodelleerd. Het numeriek oplossen hiervan
werkte iets anders dan bij een ééndimensionaal model, omdat de oplossingsvector op
een andere manier gedefinieerd werd. We hebben de resultaten van het gewone
advectie-diffusiemodel vergeleken met de resultaten van het fractionele advectie-
diffusiemodel. Bij de resultaten van het fractionele advectie-diffusiemodel konden

42



we observeren dat de golf minder snel afvlakt. Bovendien veranderde de omvang van
de golf. In het oorspronkelijke model bleef de omvang van de golf een cirkel. In het
fractionele model werd de omvang van de golf een ovaalvorm.

Als laatste hebben we een tweedimensionaal τ -model onderzocht. Het tweedi-
mensionale τ -model zoals beschreven in diverse bronnen kan ‘fingering structures’
modelleren als er een verstoring aan de beginvoorwaarde is toegevoegd. Deze ‘fin-
gering structures’ komen overeen met labexperimenten waar water in een poreus
materiaal werd geïnjecteerd. Of het tweedimensionale τ -model ‘fingering structures’
kan simuleren, is afhankelijk van de waarde van τ en het golfgetal van de versto-
ring. We hebben een vereenvoudigd tweedimensionaal τ -model opgesteld. Bij dit
vereenvoudigde model is de functie D(u) vervangen door een constante d. We heb-
ben numerieke experimenten uitgevoerd om te kijken of ons vereenvoudigde model
ook ‘fingering structures’ kan modelleren nadat er een verstoring is toegevoegd aan
de beginvoorwaarde. Dit is niet het geval. Uit onze numerieke experimenten volgt
dus dat het vervangen van D(u) door d invloed heeft op het resultaat. Wel is het
nog steeds mogelijk dat de verstoring verdwijnt als het golfgetal en de waarde van d
groot genoeg zijn.

In een vervolgonderzoek kan gekeken worden of het mogelijk is om analytisch
te bepalen of het vereenvoudigde model inderdaad geen ‘fingering structures’ kan
modelleren.
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A De methode-der-lijnen toegepast op het ééndimensio-
nale τ -model

We passen de methode-der-lijnen toe op het model

ut = duxx + [f(u)]x + τuxxt.

De oplossingsvector u⃗(t) is gedefinieerd als in hoofdstuk 4. Het toepassen van de
methode-der-lijnen op het ééndimensionale τ -model geeft het volgende stelsel diffe-
rentiaalvergelijkingen:

u̇1 = 0,

u̇2 =
d

(∆x)2
(u3 − 2u2 + u1) +

f(u3)−f(u1)
2∆x + τ

(∆x)2
(u̇3 − 2u̇2 + u̇1),

u̇3 =
d

(∆x)2
(u4 − 2u3 + u2) +

f(u4)−f(u2)
2∆x + τ

(∆x)2
(u̇4 − 2u̇3 + u̇2),

...
u̇I−1 =

d
(∆x)2

(uI − 2uI−1 + uI−2) +
f(uI)−f(uI−2)

2∆x + τ
(∆x)2

(u̇I − 2u̇I−1 + u̇I−2),

u̇I = 0.

We kunnen alle afgeleide termen naar links halen. Het nieuwe stelsel wordt dan:

u̇1 = 0,

u̇2 − τ
(∆x)2

(u̇3 − 2u̇2 + u̇1) =
d

(∆x)2
(u3 − 2u2 + u1) +

f(u3)−f(u1)
2∆x ,

u̇3 − τ
(∆x)2

(u̇4 − 2u̇3 + u̇2) =
d

(∆x)2
(u4 − 2u3 + u2) +

f(u4)−f(u2)
2∆x ,

...
u̇I−1 − τ

(∆x)2
(u̇I − 2u̇I−1 + u̇I−2) =

d
(∆x)2

(uI − 2uI−1 + uI−2) +
f(uI)−f(uI−2)

2∆x ,

u̇I = 0.

Als we dit stelsel in vectorvorm schrijven, dan krijgen we





1 0 0 · · · · · · 0
0 1 0 · · · · · · 0
0 0 1 · · · · · · 0
...

. . .
...

. . .
0 0 0 · · · · · · 1


− τ

(∆x)2



0 0 0 · · · · · · 0
1 −2 1

. . . . . . . . .
. . . . . . . . .

1 −2 1
0 0 0 · · · · · · 0




˙⃗u(t) =

d

(∆x)2



0 0 0 · · · · · · 0
1 −2 1

. . . . . . . . .
. . . . . . . . .

1 −2 1
0 0 0 · · · · · · 0


u⃗(t) +

1

2∆x



0 0 0 · · · · · · 0
−1 0 1

. . . . . . . . .
. . . . . . . . .

−1 0 1
0 0 0 · · · · · · 0




f(u1(t))
f(u2(t))

...
f(uI−1(t))
f(uI(t))

 .
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We kunnen deze vergelijking schrijven als

(I − τD2) ˙⃗u(t) = dD2u⃗(t) +D1c

f(u1(t))...
f(uI(t))

 ,

waarbij D2 en D1c de eindige differentiematrices zijn, zoals beschreven in hoofdstuk
3. De bovenste en onderste rij van zowel D2 als D1c zijn in deze vergelijking gelijk
aan nul gesteld om aan de randvoorwaarden te voldoen.
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B Een stabiliteitsanalyse van het tweedimensionale τ -
model

We zullen een deel van de stabiliteitsanalyse behandelen zoals beschreven in [21] en
[22]. In deze analyse nemen we aan dat u een functie afhankelijk van x, z en t is:
u(x, z, t). De verstoring die verderop wordt toegevoegd, is afhankelijk x en y. Deze
notatie is overgenomen van [21, 22].

We schrijven vergelijking (8.1) als het volgende stelsel:{
ut = ∇ · f(u)∇p+ [f(u)]z,

τut = p− P (u),
(B.1)

met P (u) = −u−β . De vergelijking τut = p−P (u) zullen we in het vervolg schrijven
als F (u, p, u̇, ṗ, ...) = 0 waarbij F de algemene formule voor druk is, en waarbij u̇ en
ṗ de tijdsafgeleiden van respectievelijk u en p zijn.

We definiëren (u0(η), p0(η)) als een lopende golf oplossing van (B.1) met η =
z + ct, waarbij c de golfsnelheid is. Voor de stabiliteitsanalyse schrijven we u en p
als de som van de lopende golf oplossing van het tweedimensionale τ -model plus een
verstoring:

u = u0 + ϵũ1e
iωxx+iωyy+kt +O(ϵ2) = u0 + ϵu1 +O(ϵ2), (B.2)

p = p0 + ϵp̃1e
iωxx+iωyy+kt +O(ϵ2) = p0 + ϵp1 +O(ϵ2). (B.3)

Hierbij zijn ũ1 en p̃1 functies afhankelijk van η die de verstoring beschrijven. De
parameter ϵ bepaalt de grootte van de verstoring. Verder geldt dat het golfgetal
gegegeven wordt door ω2

x+ω
2
y = ω2. We willen uiteindelijk bepalen of de groeifactor k

postief of negatief is. Een positieve groeifactor k betekent dat de verstoring toeneemt
en dat er ‘fingering structures’ kunnen ontstaan. We negeren de termen van orde ϵ2

en groter en we substitueren de verstoorde oplossingen in ut = ∇ · f(u)∇p+ [f(u)]z.
Dit geeft

∂(u0 + ϵu1)

∂t
= ∇ · [f(u0 + ϵu1)∇(p0 + ϵp1)] +

∂f(u0 + ϵu1)

∂z
. (B.4)

Om de term f(u0 + ϵu1) uit te schrijven, gebruiken we een Taylor benadering:

f(u0 + ϵu1) ≈ f(u0) + f ′(u0) · ϵu1.

Dan kunnen we (B.4) schrijven als:

c
du0
dη

+ ϵku1 + ϵc
du1
dη

= ∇ · [f(u0)∇p0] + ϵ∇ · [f(u0)∇p1] + ϵ∇ · [f ′(u0)u1∇p0]

+
df(u0)

dη
+ ϵ

d(f ′(u0)u1)

dη
.

We kunnen deze vergelijking splitsen in een vergelijking met alle termen van orde ϵ0

en een vergelijking met alle termen van orde ϵ1. De vergelijking met alle termen van
orde ϵ1 beschrijft wat er gebeurt met de verstoring. Nemen we de termen van orde
ϵ1, dan volgt dat

kũ1 + c
dũ1
dη

=
d

dη

[
f ′(u0) + f ′(u0)ũ1

dp0
dη

+ f(u0)
dp̃1
dη

]
− ω2f(u0)p̃1.
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Dit kunnen we schrijven als

dA

dη
+ ω2f(u0)p̃1 = −kũ1,

met

A = −f(u0)
dp̃1
dη

− f ′(u0)

(
ũ1 + ũ1

dp0
dη

)
− cũ1.

In [21] en [22] staat beschreven hoe deze vergelijking verder opgelost kan worden.
Daaruit volgt dat voor C < 0 met

C =

∫ ∞

−∞
f(u0)

dp0
dη

dη

geldt dat de groeifactor k positief is, waardoor er ‘fingering structures’ kunnen ont-
staan.
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C De MATLAB codes

Listing 1: f
1 function y=f (X)
2 y=0.5∗X.^2 ; %een−fa s e stroming
3 %y = X.^2 ./ (X.^2 + (1.−X) .^2 ) ; %twee−fasen stroming
4 end

Listing 2: Eéndimensionaal (fractioneel) τ -model
1 % Deze code p l o t de op l o s s i n g van he t eendimensiona le ( f r a c t i o n e l e )
2 % tau−model met behu lp van de IMEX−methode
3

4 format long
5

6 % Parameters
7 dx = 0 . 0 0 5 ;
8 dt = 0 . 0001 ;
9 I = 1 + (1/dx ) ;

10 d = 0 . 0 0 2 ;
11 tau = 0 ; %0.000310;
12 umin = 0 ;
13 uplus = 0 . 6 ;
14

15 % Eindige d i f f e r e n t i ema t r i c e s
16 D1p = 1/dx ∗ (−1∗eye ( I ) + [ zeros ( I −1 ,1) ,eye ( I −1); zeros (1 , I ) ] ) ;
17 D1p( I , 1 ) = 1/dx ;
18

19 D1m = 1/dx ∗ (eye ( I ) − [ zeros ( I −1 ,1) ,eye ( I −1); zeros (1 , I ) ] ’ ) ;
20 D1m(1 , I ) = −1/dx ;
21

22 D1c = 0 .5∗ (D1p+D1m) ;
23

24 D2 = D1p∗D1m;
25

26 % Randvoorwaarden
27 D2( 1 , : ) = 0 ;
28 D1c ( 1 , : ) = 0 ;
29 D2( I , : ) = 0 ;
30 D1c( I , : ) = 0 ;
31

32 for i = 1 : I
33 x ( i ) = ( i −1)∗dx ;
34 end
35

36 for k = 1 : I
37 u0 (k ) = umin + 0 . 5∗ ( uplus−umin)∗(1+tanh (50∗( x (k ) −0 .8 ) ) ) ;
38 end
39

40 % Keuze voor de matrix d i e ach te r de tau s t a a t ( tD) en d ie ach te r
41 % de d (dD) s t a a t .
42 tD = D2 ;%−sqrtm ( sqrtm(−D2^3)) ;
43 dD = D2 ;%−sqrtm ( sqrtm(−D2^3)) ;
44

45 % IMEX−methode
46 u1 = u0 ’ ;
47
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48 for n = 2 : ( ( 2 . 0 / dt )+1)
49 u1 = (eye ( I )−tau∗tD−d∗dt∗dD)\ ( ( eye ( I )−tau∗tD)∗u1 + dt∗D1c∗ f ( u1 ) ) ;
50 end
51

52 u2 = u0 ’ ;
53

54 for n = 2 : ( ( 1 . 5 / dt )+1)
55 u2 = (eye ( I )−tau∗tD−d∗dt∗dD)\ ( ( eye ( I )−tau∗tD)∗u2 + dt∗D1c∗ f ( u2 ) ) ;
56 end
57

58 u3 = u0 ’ ;
59

60 for n = 2 : ( ( 1 . 0 / dt )+1)
61 u3 = (eye ( I )−tau∗tD−d∗dt∗dD)\ ( ( eye ( I )−tau∗tD)∗u3 + dt∗D1c∗ f ( u3 ) ) ;
62 end
63

64 u4 = u0 ’ ;
65

66 for n = 2 : ( ( 0 . 5 / dt )+1)
67 u4 = (eye ( I )−tau∗tD−d∗dt∗dD)\ ( ( eye ( I )−tau∗tD)∗u4 + dt∗D1c∗ f ( u4 ) ) ;
68 end
69

70 u5 = u0 ’ ;
71

72 for n = 2 : ( ( 0 . 1 / dt )+1)
73 u5 = (eye ( I )−tau∗tD−d∗dt∗dD)\ ( ( eye ( I )−tau∗tD)∗u5 + dt∗D1c∗ f ( u5 ) ) ;
74 end
75

76 % Plot
77 plot (x , u1 , x , u2 , x , u3 , x , u4 , x , u5 )
78 ylim ( [ 0 , 0 . 7 ] )
79 legend ( ’ t =2.0 ’ , ’ t =1.5 ’ , ’ t =1.0 ’ , ’ t =0.5 ’ , ’ t =0.1 ’ )
80 legend ( ’ Locat ion ’ , ’ s outheas t ’ )
81 xlabel ( ’ x ’ ) ;
82 ylabel ( ’u (x , t ) ’ ) ;

Listing 3: Brownse beweging en Lévy-vlucht
1 % Deze code p l o t een Brownse beweging en een Levy−v l u c h t
2

3 % Startwaarden
4 N=1000;
5 x1=zeros (1 ,N) ;
6 y1=zeros (1 ,N) ;
7

8 x2=zeros (1 ,N) ;
9 y2=zeros (1 ,N) ;

10 rng ( 1 ) ;
11

12 % Levy−v l u c h t
13 alpha =1.5;
14 for n=2:N
15 theta=rand∗2∗pi ;
16 f 1=(rand)^(−1/ alpha ) ;
17 x1 (n)=x1 (n−1)+f1 ∗cos ( theta ) ;
18 y1 (n)=y1 (n−1)+f1 ∗ sin ( theta ) ;
19 end
20
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21 % Brownse beweging
22 for n=2:N
23 theta=rand∗2∗pi ;
24 f 2=randn ;
25 x2 (n)=x2 (n−1)+f2 ∗cos ( theta ) ;
26 y2 (n)=y2 (n−1)+f2 ∗ sin ( theta ) ;
27 end
28

29 % Plot
30 plot ( x1 , y1 , x2 , y2 )
31 xlabel ( ’ x ’ )
32 ylabel ( ’ y ’ )
33 t i t l e ( ’ Brownse␣beweging␣en␣Levy−vlucht ’ )

Listing 4: Advectie-diffusiemodel
1 % Deze code p l o t de op l o s s i n g van een tweedimensionaa l
2 % advec t i e −d i f f u s i emod e l
3

4 % Parameters
5 dx = 0 . 0 2 ;
6 dy = 0 . 0 2 ;
7 dt = 0 . 0001 ;
8 I = (1/dx ) + 1 ;
9 J = (1/dy ) + 1 ;

10 d = 1 ; % d i f f u s i e c o e f f i c i e n t
11 g1 = −40; % bepaa l t in hoeverre de g o l f naar de x−as beweegt
12 g2 = −40; % bepaa l t in hoeverre de g o l f naar de y−as beweegt
13

14 % Eindige d i f f e r e n t i ema t r i x
15 D2 = zeros ( I ∗J ) ;
16

17 for i = 1 : I ∗J
18 D2( i , i ) = −2∗(1/dx^2 + 1/dy^2) ;
19 end
20

21 for i = 1 : I−1
22 for j = 1 : J
23 D2( i+(j −1)∗I , i +(j −1)∗ I+1)= 1/dx^2;
24 D2( i+(j −1)∗ I+1, i +(j −1)∗ I )= 1/dx^2;
25 end
26 end
27

28 for i = 1 : I
29 for j = 1 : J−1
30 D2( i+(j −1)∗I , i+j ∗ I ) = 1/dy^2;
31 D2( i+j ∗ I , i +(j −1)∗ I ) = 1/dy^2;
32 end
33 end
34

35 D1x = zeros ( I ∗J ) ;
36

37 for i = 1 : I−1
38 for j = 1 : J
39 D1x( i+(j −1)∗I , i +(j −1)∗ I+1)= g1 ∗1/(2∗dx ) ;
40 D1x( i+(j −1)∗ I+1, i +(j −1)∗ I )= g1∗−1/(2∗dx ) ;
41 end
42 end
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43

44 for i = 1 : I
45 for j = 1 : J−1
46 D1x( i+(j −1)∗I , i+j ∗ I ) = g2 ∗1/(2∗dy ) ;
47 D1x( i+j ∗ I , i +(j −1)∗ I ) = g2∗−1/(2∗dy ) ;
48 end
49 end
50

51 % Beginvoorwaarden
52 for i = 1 : I
53 x ( i ) = ( i −1)∗dx ;
54 end
55

56 for j = 1 : J
57 y ( j ) = ( j −1)∗dy ;
58 end
59

60 u = zeros ( [ I ∗J , 1 ] ) ;
61

62 for i = 1 : I
63 for j = 1 : J
64 u( i+(j −1)∗ I ) = exp(−100∗((x ( i ) −0.25)^2 + (y ( j ) −0.25)^2)) ;
65 end
66 end
67

68 % IMEX methode
69 u1=u ;
70 u2=u ;
71 u3=u ;
72 u4=u ;
73

74 %D2 = −sqrtm ( sqrtm((−D2)^3) ) ;
75

76 for n = 2:11
77 u1 = (eye ( I ∗J ) − d∗dt∗D2)\( u1 + dt∗D1x∗u1 ) ;
78 end
79

80 for n = 2:26
81 u2 = (eye ( I ∗J ) − d∗dt∗D2)\( u2 + dt∗D1x∗u2 ) ;
82 end
83

84 for n = 2:51
85 u3 = (eye ( I ∗J ) − d∗dt∗D2)\( u3 + dt∗D1x∗u3 ) ;
86 end
87

88 for n = 2:101
89 u4 = (eye ( I ∗J ) − d∗dt∗D2)\( u4 + dt∗D1x∗u4 ) ;
90 end
91

92 % Plot
93 f igure (1 )
94 subplot ( 2 , 2 , 1 )
95 surf (x , y , reshape ( u1 , I , J ) )
96 xlabel ( ’ x ’ )
97 ylabel ( ’ y ’ )
98 zlabel ( ’ z ’ )
99 z l im ( [ 0 1 ] )

100 %view ( [45 30 ] )
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101 view ( [ 0 9 0 ] )
102 t i t l e (" t =0.001")
103 colormap (" jet ")
104 shading (" i n t e rp ")
105

106 subplot ( 2 , 2 , 2 )
107 surf (x , y , reshape ( u2 , I , J ) )
108 xlabel ( ’ x ’ )
109 ylabel ( ’ y ’ )
110 zlabel ( ’ z ’ )
111 z l im ( [ 0 1 ] )
112 %view ( [45 30 ] )
113 view ( [ 0 9 0 ] )
114 t i t l e (" t =0.0025")
115 shading (" i n t e rp ")
116

117 subplot ( 2 , 2 , 3 )
118 surf (x , y , reshape ( u3 , I , J ) )
119 xlabel ( ’ x ’ )
120 ylabel ( ’ y ’ )
121 zlabel ( ’ z ’ )
122 z l im ( [ 0 1 ] )
123 %view ( [45 30 ] )
124 view ( [ 0 9 0 ] )
125 t i t l e (" t =0.005")
126 shading (" i n t e rp ")
127

128 subplot ( 2 , 2 , 4 )
129 surf (x , y , reshape ( u4 , I , J ) )
130 xlabel ( ’ x ’ )
131 ylabel ( ’ y ’ )
132 zlabel ( ’ z ’ )
133 z l im ( [ 0 1 ] )
134 %view ( [45 30 ] )
135 view ( [ 0 9 0 ] )
136 t i t l e (" t =0.01")
137 shading (" i n t e rp ")

Listing 5: Vereenvoudigd tweedimensionaal τ -model
1 % Deze code p l o t de op l o s s i n g van een tweedimensionaa l
2 % tau−model
3

4 % Parameters
5 dx = 0 . 1 ;
6 dy = 0 . 0 1 ;
7 dt = 0 . 0 0 1 ;
8 Tend = 2 ;
9 xL = 0 ;

10 xR = 5 ;
11 yL = 0 ;
12 yU = 1 ;
13 umin = 0 . 0 ;
14 uplus = 0 . 6 ;
15 ubound = 0 . 8 ;
16

17 d = 0 . 0 0 2 ;
18 tau = 0 . 0 ; %0.00031 ;
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19

20 Nx = (xR−xL)/dx+1;
21 Ny = (yU−yL)/dy+1;
22 Nt = Tend/dt ;
23 dim = Nx∗Ny ;
24 x = xL : dx : xR ;
25 x = x ’ ;
26 y = yL : dy :yU ;
27 y = y ’ ;
28

29 u = zeros (dim , 1 ) ;
30 B = sparse ( zeros (dim , dim ) ) ;
31 rhs = zeros (dim , 1 ) ;
32

33 a = 1+2∗(dt∗d+tau )/ ( dx∗dx)+2∗( dt∗d+tau )/ ( dy∗dy ) ;
34 b = −(d∗dt+tau )/ ( dx∗dx ) ;
35 c = −(d∗dt+tau )/ ( dy∗dy ) ;
36 d = 1+2∗tau /(dx∗dx)+2∗tau /(dy∗dy ) ;
37 e = −tau /(dx∗dx ) ;
38 f = −tau /(dy∗dy ) ;
39 g = dt /(2∗dy ) ;
40

41 f igure ; hold o f f ;
42

43 % Beginvoorwaarden
44 for i = 1 :Nx
45 for j = 1 :Ny
46 u( i+(j −1)∗Nx) = umin + . . .
47 0 . 5∗ ( uplus−umin)∗(1+tanh (50∗( y ( j )−ubound ) ) ) ;
48 end
49 end
50

51 for i = 1 :Nx
52 for j = f ix ( ( 0 . 7 5 ) / dy )+1 : ( ( 0 . 8 ) / dy)+1
53 u( i+(j −1)∗Nx) = umin + . . .
54 0 . 5∗ ( uplus−umin)∗(1+tanh (50∗( y ( j )−ubound ) ) ) + . . .
55 0 .05∗ cos ( 0 . 8∗ pi∗x ( i ) )∗ cos (1∗ pi∗y ( j ) ) ;
56 end
57 end
58

59 % Eindige d i f f e r e n t i ema t r i x
60 for i =1:Nx
61 B( i , i ) = 1 ;
62 B(dim−i +1,dim−i +1) = 1 ;
63 end
64

65 j =1;
66 for i=Nx+1:dim−Nx
67 i f j == 1
68 j = j +1;
69 B( i , i ) = a ;
70 B( i , i +1) = b ;
71 B( i , i+Nx) = c ;
72 B( i , i−Nx) = c ;
73 B( i , i+Nx−1) = b ;
74 e l s e i f j == Nx
75 j = 1 ;
76 B( i , i ) = a ;
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77 B( i , i −1) = b ;
78 B( i , i+Nx) = c ;
79 B( i , i−Nx) = c ;
80 B( i , i−Nx+1) = b ;
81 else
82 B( i , i ) = a ;
83 B( i , i +1) = b ;
84 B( i , i −1) = b ;
85 B( i , i+Nx) = c ;
86 B( i , i−Nx) = c ;
87 j = j +1;
88 end
89 end
90

91 % IMEX methode + p l o t
92

93 subplot ( 5 , 1 , 1 ) ;
94 imagesc (x , y , reshape (u ,Nx,Ny ) ) ;
95 set (gca , ’ Ydir ’ , ’ Normal ’ ) ;
96 colormap ( jet ) ;
97 cb=colorbar (" nor thout s ide " ) ;
98 cb . Pos i t i on = cb . Pos i t i on + [0 0 .1 0 0 ] ;
99 c l im ( [ 0 1 ] ) ;

100 f i g =2;
101

102 for t=1:Nt
103 for i =1:Nx
104 rhs ( i ) = u( i ) ;
105 rhs (dim−i +1) = u(dim−i +1);
106 end
107 j = 1 ;
108 for i=Nx+1:dim−Nx
109 i f j == 1
110 rhs ( i ) = d∗u( i )+e∗u( i+1)+e∗u( i+Nx−1)+f ∗u( i+Nx)+ . . .
111 f ∗u( i−Nx)+0.5∗g ∗( ( u( i+Nx))^2−(u( i−Nx) )^2 ) ;
112 j = j +1;
113 e l s e i f j == Nx
114 rhs ( i ) = d∗u( i )+e∗u( i −1)+e∗u( i−Nx+1)+f ∗u( i+Nx)+ . . .
115 f ∗u( i−Nx)+0.5∗g ∗( ( u( i+Nx))^2−(u( i−Nx) )^2 ) ;
116 j = 1 ;
117 else
118 rhs ( i ) = d∗u( i )+e∗u( i+1)+e∗u( i −1)+f ∗u( i+Nx)+ . . .
119 f ∗u( i−Nx)+0.5∗g ∗( ( u( i+Nx))^2−(u( i−Nx) )^2 ) ;
120 j = j +1;
121 end
122 end
123 u = B\ rhs ;
124

125 i f mod( t ∗4 ,Nt) == 0
126 subplot (5 , 1 , f i g ) ;
127 imagesc (x , y , reshape (u ,Nx,Ny ) ) ;
128 set (gca , ’ Ydir ’ , ’ Normal ’ ) ;
129 colormap ( jet ) ;
130 c l im ( [ 0 1 ] ) ;
131 f i g = f i g +1;
132 end
133 end
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