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Samenvatting
Differentiaalvergelijkingen komen in de praktijk vaak voor. Helaas hebben de meeste
van deze differentiaalvergelijkingen geen exacte oplossing. Om deze reden zijn nume-
rieke methoden nodig om de oplossingen te benaderen. Echter moeten de numerieke
methoden wel voldoen aan een aantal eisen. Zo moeten ze de exacte oplossing fatsoen-
lijk benaderen en het aantal operaties mag niet te veel zijn.

Een soort methoden die de oplossing goed benaderen is bedacht door Carl Runge in
1895 en later uitgebreid en verfijnd door Wilhelm Kutta in 1905. Deze methoden heten
heel toepasselijk de Runge Kutta of RK-methoden. Het idee was om een aantal bena-
deringen van de functie op de volgende tijdstap te bepalen met behulp van de functie-
waarde op de huidige tijdstap. Vervolgens werd het gemiddelde van deze benaderingen
genomen en hadden wij een betere benadering.

Door de vele berekeningen konden deze methoden aan het begin niet realistisch ge-
bruikt worden. Het kostte te veel tijd. Echter rond 1950 met de uitvinding van de
computer zijn deze methoden realiseerbaar geworden. Men kon nu veel meer operaties
per minuut uitvoeren en omdat deze methoden de oplossing na weinig iteraties goed
benaderen, werden ze vaak in gebruik genomen. In de huidige tijd zijn de Runge Kutta
methoden nu één van de meest gebruikte numerieke methoden om differentiaalverge-
lijkingen te bepalen.
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1 Introductie
Zoals eerder gezegd komen differentiaalvergelijkingen vaak voor. De meesten hiervan
hebben geen exacte oplossing. Om deze reden worden numerieke methoden gebruikt
om de exacte oplossing te benaderen. In deze scriptie gaan wij onderzoek doen naar
RK2 methoden. Dit zijn numerieke methoden die zijn gevonden door Runge en Kutta.

Eerst zal de basis van numerieke methoden voor differentiaalvergelijkingen kort behan-
deld worden. Begrippen als de tijdstapgrootte en de truncatiefout zullen gedefinieerd
worden. In deze paragraaf zullen wij ook de stellingen van Taylor behandelen. Deze
zullen veel gebruikt worden door de scriptie heen.

Daarna zullen algemene Runge Kutta methoden besproken worden en zullen er be-
paalde concepten geïntroduceerd worden. Concepten zoals stabiliteit en consistentie
zullen gedefinieerd worden. Uit de definitie van consistentie zal gelijk volgen dat de
methode consistent is als hij een orde groter of gelijk aan één heeft.

Daarop volgt de theorie van de RK2 methoden. De algemene theorie zal gespecificeerd
worden naar deze deelklasse van Runge Kutta methoden. Wij zullen zien wanneer een
methode orde één en twee heeft. Daarna leiden we een bovengrens af voor de fout.
Hieruit volgt dat de RK2 methoden maximaal orde twee hebben.

Vervolgens zullen we specifieke RK2 methoden behandelen. Sommige bekende me-
thoden als de methodes van Heun en Ralston worden behandeld en wij zullen een eigen
RK2 methode maken. Wij zullen de vorm en de stabiliteit van deze methoden behan-
delen.

Deze methoden zullen toegepast worden op voorbeelden uit de praktijk zoals de slin-
ger en een eenvoudig predator-prey model. De implementatie van deze methoden wordt
gedaan in Matlab. De code is terug te lezen in de Appendix. Uit deze numerieke tests
zullen bepaalde voordelen en nadelen van de verschillende RK2 methoden duidelijk
naar voren komen. Hieruit kunnen wij dan een conclusie trekken over de RK2 metho-
den en hun nut.

2 Basis van numerieke methoden voor differentiaalver-
gelijkingen

In deze paragraaf zullen we de basis van de numerieke methoden bespreken. Eerst
zullen wij de differentiaalvergelijkingen definiëren. Hierbij geven wij een algemene
vorm. Daarna gaan wij het hebben over concepten als tijdstapgrootte en lokale trunca-
tiefout. Verder zullen wij twee stellingen behandelen die later in de scriptie een aantal
keer gebruikt worden.

2.1 Basisbegrippen
De algemene vorm van de differentiaalvergelijkingen die wij willen oplossen is:

y′(t) = f (t,y(t))
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In het vervolg van de scriptie zullen wij aannemen dat y afhankelijk is van t, maar dit
niet expliciet vermelden. Wij zullen dit schrijven als y′ = f (t,y).

Nu kunnen we overgaan op numerieke methoden. Hiervoor zullen wij een tijdsinterval
nodig hebben om de differentiaalvergelijkingen over te beschouwen. Laten we aanne-
men dat het tijdsinterval voor onze differentiaalvergelijkingen gelijk is aan [0,T ]. Het
idee van de numerieke methode is nu dat we het tijdsinterval verdelen in een aantal
tijdstappen tn. Wij definiëren nu een grootheid genaamd de tijdstapgrootte.

Definitie 2.1.1. Neem aan dat er N tijdstappen gekozen zijn voor het tijdsinterval
[0,T ]. De tijdstapgrootte h is nu gelijk aan T

N .

Wij zullen de tijdstappen altijd evenredig verdelen. Dit betekent dat de tijdstapgrootte
h gelijk is aan tn+1 − tn. Her verschil tussen twee opeenvolgende tijdstappen is gelijk
aan h.

Het idee van numerieke methoden is nu om de functie te benaderen op iedere tijdstap
tn. Wij krijgen hierdoor een benadering van de functie y. Wij noemen deze benadering
vanaf nu ỹn. Verder definiëren wij de exacte oplossing op tijdstap als yn = y(tn).

Nu dat wij een methode hebben willen wij een uitspraak kunnen doen over de fout tus-
sen de benadering en de exacte oplossing. De meest voorkomende fout is de zogeheten
lokale truncatiefout.

Definitie 2.1.2. Neem yn de exacte oplossing van y′ = f (t,y) en ỹn een benadering van
de exacte oplossing. De lokale truncatiefout En wordt gegeven door:

En = ∣yn− ỹn∣

Dit is de fout die we krijgen door het verwaarlozen van termen in de benadering. Hier-
voor geven wij een voorbeeld.

Voorbeeld 2.1.3. Stel de exacte oplossing yn is gelijk aan x+2x2+O(x3) en de bena-
derde oplossing ỹn is gelijk aan x+2x2. De lokale truncatiefout is nu gelijk aan O(x3).

Verder hebben wij te maken met een computer en dus bepaalde precisie van de compu-
ter. Hieruit kunnen afrondfouten en rekenfouten tevoren komen. Hiermee moeten wij
ook rekening houden als wij een goede methode willen creëren.

2.2 Belangrijke stellingen
Ten slotte geven wij twee belangrijke stellingen zonder bewijs. Deze stellingen zullen
in de loop van de scriptie regelmatig gebruikt worden voor bewijzen van onze stellin-
gen.

Stelling 2.2.1 (Stelling van Taylor). Laat f (x) een willekeurig vaak differentieerbare
functie zijn. Er geldt nu dat:

f (x) =
∞

∑
k=0

f (k)(x∗) (x−x∗)k
k!

Hierbij heet x∗ het steunpunt van de Taylorexpansie
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Als wij de som eerder afbreken en dan de overige termen vervangen voor het Landau
symbool dan spreken we van een k-de orde Taylorexpansie. Een voorbeeld is hier op
zijn plaats:

Voorbeeld 2.2.2. De tweede orde Taylorexpansie wordt gegeven door

f (x) = f (x∗)+ f ′(x∗)(x−x∗)+ 1
2 f ”(x∗)(x−x∗)2+O((x−x∗)3)

Hiermee zijn wij precies tot orde twee en daarna gebruiken wij het Landau symbool
om de overige termen te onthouden. De tweede stelling die we nodig hebben is de
tweedimensionale variant van de stelling van Taylor. Hiervoor zullen wij alleen de
tweede orde tweedimensionale Taylor expansie geven. We hebben in onze scriptie
geen hogere orde expansie nodig.

Stelling 2.2.3. Laat f (x,y) tweemaal diffenrentieerbaar. De tweede orde Taylorexpan-
sie wordt nu gegeven door:

f (x+∆x,y+∆y) = f (x,y)+∆x
d f
dx

(x,y)+∆y
d f
dy

(x,y)+
1
2
(∆x2 d2 f

dx2 (x,y)

+∆x∆y
d2 f
dxdy

(x,y)+∆y2 d2 f
dy2 (x,y))+O(∆x3

+∆y3
)

Hierbij noemen wij (x,y) het steunpunt

Deze tweediemnsionale Taylorexpansie zullen wij terugzien als wij de toestanden van
de Runge Kutta methoden willen herschrijven. Een belangrijk gevolg van de tweede
orde Taylorexpansie van f (x,y) is de eerste orde expansie. Deze wordt beschreven in
het volgende gevolg

Gevolg 2.2.4. De eerste orde Taylorexpansie van f (x,y) wordt gegeven door:

f (x+∆x,y+∆y) = f (x,y)+∆x
d f
dx

(x,y)+∆y
d f
dy

(x,y)+O(∆x2
+∆y2

)

3 Algemene Runge-Kutta Methoden

3.1 Algemene Runge Kutta methoden
Wij zullen eerst de algemene Runge Kutta methode definieren voordat we ingaan op
specifiekere situaties. Het doel van de RK methoden is het vinden van een oplossing
voor de differentiaalvergelijking y′ = f (t,y).

Definitie 3.1.1. De vorm van een algemene expliciete Runge Kutta methode is:

yn+1 = yn+h
s

∑
i=1

biki
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waarbij

k1 = f (tn,yn)

k2 = f (tn+c2h,yn+ha21k1)

k3 = f (tn+c3h,yn+h(a31k1+a32k2))

⋮

ks = f (tn+csh,yn+h
p−1

∑
j=1

as jk j)

Hierbij is s een geheel getal en zijn ci,bi en ai j reele coefficienten. Nu zullen we een
aantal van deze constanten benoemen zodat we hier later gemakkelijk naar kunnen
refereren.

Definitie 3.1.2. Stel we hebben een algemene Runge Kutta methode zoals hierboven
gedefinieerd.

• Het aantal verschillende ki noemen we het het aantal fases/toestanden

• Een Runge Kutta methode met s toestanden heet een RKs methode

• De bi heten de gewichten en de ci heten de knopen

• De matrix A = [ai j] met 1 ≤ i, j ≤ s heet de Runge-Kutta Matrix

Wat wij gaan onderzoeken zijn expliciete RK2-methoden. Dit zijn expliciete Runge
Kutta methoden met twee toestanden. Merk op dat de ki uniek gedefinieerd zijn voor
elke tijdstap n, en niet één vaste waarde hebben. Dit betekent dat voor iedere tijdstap de
ki een nieuwe waarde zal aannemen. Dit zorgt ervoor dat de RK methoden veel opera-
ties nodig hebben om een goede benadering te geven. Nu is de algemene Runge Kutta
methode dedefinieerd. Deze methoden worden vaak op de volgende manier genoteerd

Definitie 3.1.3. Stel we hebben een algemene Runge Kutta methode met s toestanden,
zoals in Definitie 3.1.1. Geef de methode op de volgende manier weer

0
c2 a21
c3 a31 a32
⋮ ⋮ ⋱

cs as1 as2 ⋯ ass−1
b1 b2 bs−1 bs

Deze notatie heet een Butcher Tableau voor de RKs-methode

Het is gebruikelijk om de 0 elementen niet weer te geven in het Butcher Tableau. We
zien dat de Runge Kutta matrix A en de gewichtenvector B = (b1,b2, . . . ,bs) gemakke-
lijk af te lezen zijn. Verder valt het op dat de Runge Kutta matrix van een expliciete
methode benedendriehoeks is.
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Nu we een idee hebben van wat een Runge Kutta methode inhoudt, willen wij een uit-
spraak doen over de fout tussen de exacte oplossing op tijdstip tn en de benadering door
middel van de Runge Kutta methode. Hiervoor is de volgende definitie noodzakelijk:

Definitie 3.1.4. Een Runge Kutta methode heeft orde n als de lokale truncatiefout En
gelijk is aan O(hn+1)

Nu dat wij de orde hebben gedefinieerd willen we uitspraken kunnen doen over de
groei van de fout. Hiervoor voeren wij de begrippen consistentie en convergentie in.

Definitie 3.1.5. De Runge Kutta methode heet consistent, als

lim
h→0

En

h
= 0

Het begrip consistentie houdt dus in dat de lokale truncatiefout naar 0 gebracht kan
worden, door verkleiningen op de tijdstapgrootte h. We zien vanuit de definities dat
een Runge Kutta methode met orde n > 0 altijd consistent is. Laten wij nu convergentie
definiëren

Definitie 3.1.6. Laat yn de exacte oplossing zijn van de differentiaalvergelijking y′ =
f (t,y) en ỹn de benadering door middel van de numerieke methode. De methode heet
convergent indien:

lim
n→∞

∣yn− ỹn∣ = 0

Dit betekent dat de totale fout naar 0 groeit. Hieruit is het verschil tussen convergen-
tie en consistentie duidelijk zichtbaar. Consistentie geeft alleen een uitspraak over de
lokale truncatiefout terwijl convergentie gaat over de totale fout inclusief bijvoorbeeld
afrondfouten. We concluderen dat convergentie impliceert consistentie maar niet an-
dersom.

3.2 Stabiliteit
In deze paragraaf zullen we de stabiliteit behandelen. Dit concept houdt rekening met
afrondfouten en beginwaardefouten. Bovendien zorgt een stabiele methode ervoor dat
dit soort fouten verkleint per tijdstap. Het grote voordeel van Runge Kutta methoden is
hun grote stabiliteit. Daarom zullen wij een functie voor het stabiliteitsgebied afleiden.

Om de stabiliteit te onderzoeken wordt de methode toegepast op de testvergelijking
f (tn,yn) = λyn. Hierna zullen wij de daaruitvolgende uitdrukking herschrijven naar de
vorm yn+1 = R(hλ)yn. De methode is nu stabiel indien ∣R(hλ)∣ < 1. De functie R(hλ)

heet vanaf nu de stabiliteitsfunctie

Stelling 3.2.1. 1 Stel wij hebben een Runge Kutta methode. De stabiliteitsfunctie wordt
als volgt gegeven.

R(µ) = 1+µB(I−µA)
−11 (1)

Hierbij is

1Jason Frank. Stability of Runge Kutta Methods.
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• µ = hλ

• B = (b1,b2, . . . ,bs)
T waarbij bi de gewichten van de Runge Kutta methode

• A is de Runge Kutta matrix

• 1 = (1,1, . . . ,1)T

Bewijs: Vanwege Definitie 3.1.1 heeft een algemene RKs methode de vorm:

yn+1 = yn+h
s

∑
i=1

biki (2)

ki = f (tn+cih,yn+h
s−1

∑
j=1

ai jk j) (3)

Als nu de testvergelijking f (tn,yn) = λyn toegepast wordt op (3), dan vinden wij

ki = λ(yn+h
s−1

∑
j=1

ai jk j)

Als nu deze term tot een matrixvermenigvuldiging wordt herschreven en wij introdu-
ceren de volgende variabelen K = (k1,k2, . . . ,ks)

T ,1 = (1,1, . . . ,1)T en A = [ai j], dan
vinden wij:

K = λ1yn+hλAK

K−hλAK = λ1yn

(I−hλA)K = λ1yn

Als beide kanten vanaf links worden vermenigvuldigd met de inverse van (I−hλA),
dan concluderen wij dat:

K = (I−hλA)
−1

λ1yn (4)

Vervolgens zullen we (2) uitwerken tot

yn+1 = yn+hBK

waarbij B = (b1,b2, . . . ,bs). Als wij nu (4) invullen, dan vinden wij

yn+1 = yn+hB(I−hλA)
−1

λ1yn

= (1+hB(I−hλA)
−1

λ1)yn

Ten slotte keren we terug naar convergentie. We hebben nu de begrippen consistentie
en stabiliteit geintroduceerd voor numerieke methoden. Wij zien dat als aan deze twee
eisen voldaan zijn voor een numerieke methode, dan is de methode convergent.
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4 RK2 methoden
Nu we het algemene geval hebben behandeld en een aantal handige definities hebben,
kunnen we dieper ingaan op de Runge Kutta met twee toestanden. Eerst zullen we de
algemene RK2 methode bekijken. Aan welke eisen moet een RK2 methode voldoen
om consistent en stabiel te zijn? Welke orde heeft de methode en wat is de lokale
truncatiefout?

4.1 Algemene RK2 methoden
Definitie 4.1.1. De algemene vorm van een RK2 methode is:

yn+1 = yn+h(ak1+bk2)

k1 = f (tn,yn)

k2 = f (tn+αh,yn+βk1h)

Hierbij zijn a,b,α en β reële constanten.

Merk op dat het volgende Butcher Tableau de algemene RK2-methode representeert.

0
α β

a b

Nu dat de RK2-methode is gedefinieerd, willen we uitspraken doen over de orde, de
fout en de stabiliteit. Wij zullen voorwaarden geven waarmee de methode orde een
of twee krijgt. Verder zullen we een bovengrens voor de lokale truncatiefout afleiden.
Hieruit zal volgen dat de RK2-methoden maximaal orde twee kunnen hebben. Eerst
zullen we de voorwaarden bepalen waarvoor de RK2 methode orde 1 heeft. Wij geven
de volgende stelling.

Stelling 4.1.2. De RK2 methode gedefinieerd in 4.1.1 heeft orde één indien a+b = 1

Voor het bewijs hiervoor hebben we de volgende opmerkingen nodig

Opmerking. De eerste orde Taylor expansie van de exacte oplossing yn+1 = y(tn+1) in
het steunpunt tn wordt gegeven door

y(tn+1) = y(tn)+y′(tn)(tn+1− tn)+O((tn+1− tn)2
)

= y(tn)+ f (tn,yn)h+O(h2
)

Nu dat wij de exacte oplossing hebben uitgedrukt in termen van yn, kan hetzelfde ge-
daan worden met de benaderde oplossing ỹn+1. Wij geven het volgende lemma:

Lemma 4.1.3. De door middel van de RK2-methode bepaalde benadering kan op de
volgende manier worden weergegeven.

ỹn+1 = ỹn+(a+b)h f (tn,yn)+O(h2
)
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Bewijs: Wij bepalen eerst de ’nulde’ orde Taylorexpansie van k2 = f (tn +αh,yn +

βk1h). Wij zien dat deze gelijk is aan

k2 = f (tn,yn)+O(h)

Als wij deze nu invullen in de definitie van de RK2 methode dan wordt deze:

ỹn+1 = yn+ah f (tn,yn)+bh( f (tn,yn)+O(h))

= yn+(a+b)h f (tn,yn)+O(h2
)

Nu dat wij een uitdrukking hebben voor de exacte oplossing yn en de benaderde oplos-
sing ỹn, volgt het bewijs van 4.1.2 gemakkelijk.

Bewijs van 4.1.2: Als wij de eerste orde Taylor expansie van de exacte oplossing yn
gelijkstellen aan de expansie van de benaderde oplossing ỹn, dan volgt dat deze twee
gelijk zijn tot orde twee, indien a+b = 1.

Nu hebben wij gezien wat een eerste orde Rk2 methode inhoudt. Wij zullen nu het-
zelfde doen voor tweede orde methoden. Opnieuw zullen er voorwaarden volgen waar-
mee de RK2 methode orde twee wordt. We formuleren de volgende stelling.

Stelling 4.1.4. De methode gedefinieerd in 4.1.1 is een tweede orde RK2 methode
indien:

• a+b = 1

• αb = 1
2

• βb = 1
2

Voor het bewijs van deze stelling hebben wij een aantal lemma’s nodig. Het eerste

lemma geeft een andere representatie voor de tweede afgeleide d2y
dt2 (t).

Lemma 4.1.5. Stel y is een oplossing van de differentiaalvergelijking dy
dt = f (t,y), dan

geldt
d2y
dt2 (t) =

d f
dt

(t,y)+ f (t,y)
d f (t,y)

dy
(5)

Bewijs:

d2y
dt2 (t) =

d f (t,y)
dt

Vanwege de kettingregel voor differentiëren, kan dit herschreven worden naar

=
d f
dt

(t,y)+
d f (t,y)

dy
dy(t)

dt

=
d f
dt

(t,y)+ f (t,y)
d f (t,y)

dy
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Vervolgens willen wij de exacte oplossing y(tn+1) uitdrukken in termen geevalueerd op
tijdstap tn. Omdat wij een tweede orde methode willen aantonen, hoeven we de termen
hk met k > 2 niet precies mee te nemen in onze bepaling. We verkrijgen het volgende
lemma

Lemma 4.1.6. Stel y is een oplossing van de differentiaalvergelijking dy
dt = f (t,y)

y(tn+1) = y(tn)+h f (tn,y)+
h2

2
(

d f
dt

(tn,y)+ f (tn,y)
d f (tn,y)

dy
)+O(h3

)

Bewijs: Om dit lemma aan te tonen, gebruiken we de stelling van Taylor in het steun-
punt tn

y(tn+1) = y(tn)+h
dy
dt

∣
t=tn

+
h2

2
d2y
dt2 ∣t = tn+O(h3

)

= y(tn)+h f (tn,y)+
h2

2
d2y
dt2 ∣

t=tn

+O(h3
)

Wij zullen nu Lemma 4.1.5 gebruiken

= y(tn)+h f (tn,y)+
h2

2
(

d f
dt

(t,y)+ f (t,y)
d f (t,y)

dy
)∣

t=tn

+O(h3
)

= y(tn)+h f (tn,y)+
h2

2
(

d f
dt

(tn,y)+ f (tn,y)
d f (tn,y)

dy
)+O(h3

)

Nu hebben wij de exacte oplossing y op tijdstap tn herschreven. Voor het laatste lemma
zullen wij de term k2 anders schrijven, zodat wij hem kunnen vergelijken met het bo-
venstaande lemma. Hieruit kunnen we dan conclusies trekken over de benodigde voor-
waarden op de methode gedefinieerd in Definitie 4.1.1

Lemma 4.1.7. Zij f ∶R2→R continu dan geldt

f (tn+αh,yn+βk1h) = f (tn,yn)+αh
d f
dy

(tn,yn)+hβ f (tn,yn)
d f
dt

(tn,yn)+O(h2
)

Bewijs: Voor het bewijs zal een tweedimensionale Taylorexpansie in het steunpunt
(tn,yn) gebruikt worden.

k2 = f (tn+αh,yn+βk1h)

= f (tn,yn)+αh
d f
dt

(tn,yn)+hβk1
d f
dy

(tn,yn)+O(h2
)

= f (tn,yn)+αh
d f
dt

(tn,yn)+hβ f (tn,yn)
d f
dy

(tn,yn)+O(h2
)
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Nu hebben wij alle benodigde hulpstukken om onze stelling over tweede orde RK2
methoden te bewijzen.

Bewijs van Stelling 4.1.4: Wij herschrijven onze oorspronkelijke methode uit Definitie
4.1.1 met behulp van Lemma 4.1.7. Dit doen wij op de volgende manier.

yn+1 = yn+h(ak1+bk2)

= yn+ah f (tn,yn)+bh f (tn+αh,yn+βk1h)

Nu zullen wij gebruik maken van Lemma (4.1.7)

= yn+ah f (tn,yn)+bh( f (tn,yn)+αh
d f
dt

(tn,yn)+hβ f (tn,yn)
d f
dt

(tn,yn)+O(h2
))

= yn+(a+b)h f (tn,yn)+αh2b
d f
dt

(tn,yn)+bβh2 f (tn,yn)
d f
dy

(tn,yn)+O(h3
) (6)

Voor een tweede orde RK2 methode moeten Lemma 4.1.6 en (6) overeenkomen. Nu
trekken wij de volgende conclusies over de constanten.

• a+b = 1

• αh2b = h2

2 oftewel αb = 1
2

• βh2b = h2

2 oftewel βb = 1
2

We merken op door de restricties dat er een vrije keuze is voor een van de constanten.
Immers hebben wij een stelsel van drie vergelijkingen met vier onbekenden. Dit be-
tekent ook dat er meerdere tweede orde RK2 methoden bestaan. Wij schrijven nu de
constanten a,b,α en β om in de variabele γ . De restricties veranderen nu naar:.

• γ = α = β

• b = 1
2γ

• a = 1− 1
2γ

Als we dit nu invullen in onze oorspronkelijke RK2 methode, dan krijgen wij de vol-
gende definitie:

Definitie 4.1.8. De algemene tweede orde Runge Kutta methode met twee toestanden
kan worden weergegeven door:

yn+1 = yn+h((1−
1
2γ

)k1+
1
2γ

k2)

k1 = f (tn,yn)

k2 = f (tn+ γh,yn+ γk1h)

12



Het Butcher Tableau van de algemene tweede orde Runge Kutta methode wordt gege-
ven door

0
γ γ

1− 1
2γ

1
2γ

4.2 Truncatiefout
Wij hebben nu de algemene RK2 methode van orde een en twee behandeld. In deze
paragraaf zullen we zien dat er een bovengrens bestaat op de lokale truncatiefout op
tijdstap tn. Hieruit zal volgen dat RK2 methoden geen orde hoger dan twee kunnen
hebben.

Stelling 4.2.1. Voor een tweede orde Runge Kutta methode met twee toestanden geldt
de volgende uitspraak over de lokale truncatiefout En:

En <ML2
(4 ∣

1
6
−

γ

4
∣+

1
3
))h3

waarbij in een omgeving rondom (tn,yn) geldt ∣ f (tn,yn)∣ <M en ∣
di+ j f
dt idy j ∣ <

Li+ j

M j−1

Voor overzichtelijkheid introduceren wij de volgende twee functies.

F(t,y) =
d f
dt

(t,y)+ f (t,y)
d f (t,y)

dy
. (7)

Φ(t,y) =
d2 f
dt2 (t,y)+2

d2 f
dydt

(t,y) f (t,y)+
d2 f
dy2 (t,y)( f (t,y))2 (8)

Vanwege Lemma 4.1.5 geldt dat

F(t,y) =
d2y
dt2 (t,y)

Voor het bewijs van Stelling 4.2.1 zijn een aantal lemma’s nodig. Het eerste lemma

geeft een andere weergave van de derde afgeleide d3y
dt3

Lemma 4.2.2. Voor een functie f ∶ R2→ R geldt

d3y
dt3 =Φ(t,y)+

d f
dy

(t,y)F(t,y)

Bewijs Gebruik dat d3y
dt3 = d

dt
d
dt

dy
dt . We weten vanwege het gegeven dat dy

dt = f (t,y).

Vanuit Lemma 4.1.5 kan men concluderen dat d
dt

dy
dt =

d
dt f (t,y) = d f

dt (t,y)+ f (t,y) d f(t,y)
dy

13



Nu volgt

d3y
dt3 =

d
dt

(
d f
dt

(t,y)+ f (t,y)
d f (t,y)

dy
)

=
d
dt

(
d f
dt

(t,y))+
d
dt

( f (t,y)
d f (t,y)

dy
)

=
d2 f
dt2 (t,y)+

d2 f
dydt

(t,y) f (t,y)+
d f
dy

(t,y)
d f
dt

(t,y)+(
d f
dy

(t,y))2 f (t,y)+
d2 f
dydt

(t,y) f (t,y)+
d2 f
dy2 (t,y)( f (t,y))2

=
d2 f
dt2 (t,y)+2

d2 f
dydt

(t,y) f (t,y)+
d f
dy

(t,y)
d f
dt

(t,y)+(
d f
dy

(t,y))
2

f (t,y)+
d2 f
dy2 (t,y)( f (t,y))2

Merk nu op dat: d f
dy (t,y)F(t,y) = d f

dy (t,y) d f
dt (t,y)+(

d f
dy2 (t,y))

2
f (t,y). We conluderen

dat

∶
d3y
dt3 =Φ(t,y)+

d f
dy

(t,y)F(t,y)

Vervolgens bepalen we de derde orde Taylor benadering van de exacte oplossing y(tn+1)

in het steunpunt tn. Merk hierbij op dat tn+1− tn = h. De bepaling ziet er als volgt uit:

Lemma 4.2.3. Laat y een oplossing zijn van de differentiaalvergelijking dy
dt = f (t,y).

Nu geldt

y(tn+1) = y(tn)+(tn+1− tn)
dy
dt

(tn)+(tn+1− tn)
d2y
dt2 (tn)+

(tn+1− tn)3

6
d3y
dt3 +O(h4

)

We passen nu het gegeven en Lemma’s 4.1.5 en 4.2.2 toe. We vinden:

= y(tn)+h f (tn,y)+
h2

2
F(tn,y)+

h3

6
(Φ(t,y)+

d f
dy

(t,y)F(t,y)))+O(h4
)

Wij hebben nu een uitdrukking gevonden voor de exacte oplossing y. Vervolgens gaan
wij hetzelfde doen voor de benaderde oplossing ỹ. Het laatste lemma zal daarom een
uitspraak doen over de twee dimensionale Taylorexpansie die we gebruiken om de
tweede toestand k2 te beschrijven.

Lemma 4.2.4. De twee dimensionale Taylorexpansie van f (tn+1,yn+1) in het steunpunt
(tn,yn) is gelijk aan:

f (tn+1,yn+1) = f (tn,yn)+ γhF(tn,yn)+
1
2

γ
2h2

Φ(tn,yn)+O(h3
)

Bewijs We hebben vanwege de twee dimensionale Taylor expansie van f (tn+1,yn+1)
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dat:

f (tn+1,yn+1) = f (tn+ γh,yn+hγ f (tn,yn))

= f (tn,yn)+ γh(
d f
dt

(tn,yn)+ f (tn,yn)
d f
dy

(tn,yn))

+
1
2
(

d2 f
dt2 (t,y)γ

2h2
+2

d2

dydt
(t,y)γ

2k1h2
+

d2 f
dy2 (t,y)γ

2k2
1h2

)+O(h3
)

= f (tn,yn)+ γhF(tn,yn)+
1
2

γ
2h2

Φ(tn,yn)+O(h3
)

Wij kunnen dit lemma nu gebruiken om de benaderde oplossing ỹn van de RK2 me-
thode te herschrijven tot:

ỹn+1 = ỹn+h(1−
1
2γ

) f (tn, ỹn)+
1
2γ

h f (tn+ γh, ỹn+ γ f (tn, ỹn)h)

= ỹn+h(1−
1
2γ

) f (tn, ỹn)+
1
2γ

h( f (tn, ỹn))+ γhF(tn, ỹn))+
1
2

γ
2h2

Φ(tn, ỹn))+O(h3
))

= ỹn+h f (tn, ỹn)+
1
2

h2F(tn, ỹn)+
1
4

γh3
Φ(tn,yn)+O(h4

)

Nu dat wij een Taylor benadering van de benaderde oplossing ỹn en van de exacte op-
lossing y hebben verkregen, kunnen wij de totale lokale truncatiefout van onze methode
uitdrukken. Hiervoor zullen we eerst een bovengrens op Φ en F ∗

d f
dy bepalen. Voor Φ

vinden we het volgende.

∣Φ(t,y)∣ = ∣
d2 f
dt

(t,y)+
d2 f
dydt

(t,y) f (t,y)+
d f
dy

(t,y)
d f
dt

(t,y)∣

≤ ∣
d2 f
dt

(t,y)∣+2 ∣
d2 f
dydt

(t,y)∣∗ ∣ f (t,y)∣+ ∣
d f
dy

(t,y)∣∗ ∣
d f
dt

(t,y)∣

Wij eisen nu dat in een omgeving van (t,y) dat ∣ f (t,y)∣ < M en ∣
di+ j f
dt idy j ∣ <

Li+ j

M j−1 . Als we

dit nu toepassen, dan vinden wij

∣Φ(t,y)∣ <ML2
+2L2

∗M+L∗LM = 4ML2 (9)

Wij gaan op een zelfde manier te werk voor F ∗
d f
dy . We hebben eerder al gezien dat:

∣F(t,y)
d f
dy

(t,y)∣ =
RRRRRRRRRRR

d f
dy

(t,y)
d f
dt

(t,y)+(
d f
dy

(t,y))
2

f (t,y)
RRRRRRRRRRR

≤ ∣
d f
dy

(t,y)∣ ∣
d f
dt

(t,y)∣+
RRRRRRRRRRR

(
d f
dy

(t,y))
2RRRRRRRRRRR

∣ f (t,y)∣

Nu maken we gebruik van de eisen ∣ f (t,y)∣ < M en ∣
di+ j f
dt idy j ∣ <

Li+ j

M j−1 die gelden in een

omgeving van (t,y). We vinden nu:

∣F ∗
d f
dy

∣ < L∗LM+(L)2
∗M = 2ML2 (10)
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Nu hebben wij alle ingredienten om 4.2.1 te bewijzen.

Bewijs van Stelling 4.2.1: Neem aan dat op tijdstap tn de lokale truncatiefout gelijk is
aan 0 Voor de lokale truncatiefout En+1 hebben wij nu

En+1 = ∣y(tn+1)− ỹn+1∣

= ∣[y(tn)+h f (tn,yn)+
h2

2
F(tn,yn)+

h3

6
(Φ(tn,yn)+

d f
dy

(tn,yn)F(tn,yn))+O(h4
)]

−[ỹn+h f (tn, ỹn)+
h2

2
F(tn, ỹn)+

1
4

γh3
Φ(tn, ỹn)+O(h4

)]∣

Neem nu aan dat alle termen tot orde 2 elkaar opheffen. We hebben immers een orde
twee methode. Verder beschouwen we de orde vier en hoger termen als verwaarloos-
baar. Ten slotte is de lokale truncatiefout En = ∣yn− ỹn∣ = 0, oftewel yn = ỹn

= ∣
h3

6
(Φ(tn,yn)+

d f
dy

(tn,yn)F(tn,yn))−
1
4

γh3
Φ(tn,yn)∣

≤ h3
∣
1
6

Φ(tn,yn)−
1
4

γΦ(tn,yn)∣+
1
6
∣
d f
dy

(tn,yn)F(tn,yn)∣

≤ h3
∣
1
6
−

1
4

γ∣ ∣Φ(tn,yn)∣+
1
6
∣
d f
dy

(tn,yn)F(tn,yn)∣

Wij kunnen nu onze bovengrenzen (9) en (10) gebruiken. Dit leidt tot:

E < h3
(∣

1
6
−

1
4

γ∣4ML2
+

1
6

2ML2
)

= h3
(4 ∣

1
6
−

1
4

γ∣+
1
3
)ML2

4.3 Stabiliteit
Wij hebben nu de fout afgeleid. Nu willen we een algemene formule afleiden voor
het stabiliteitsgebied. Hierbij maken we gebruik van Definitie 4.1.1 en het bijbeho-
rende Butcher Tableau. De Runge Kutta matrix A en gewichtenvector B worden dus
weergegeven door:

A = (
0 0
β 0) en B = (a b)

Voor het stabiliteitsgebied gaan wij deze twee matrices toepassen in Stelling 3.2.1. Als
dit gedaan wordt, dan is het resultaat gelijk aan de algemene stabiliteitsfunctie. De
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stabiliteitsfunctie wordt weergegeven door:

R(µ) = 1+µ ∗(a b)∗(I−µ ∗(
0 0
β 0))

−1

∗(
1
1)

= 1+(µa µb)∗(
1 0

−β µ 1)
−1

∗(
1
1)

= 1+(µa µb)∗(
1 0

β µ 1)∗(
1
1)

= 1+βbµ
2
+(a+b)µ

We zullen deze nog een keer in een gevolg zetten zodat we er later naar kunnen verwij-
zen:

Gevolg 4.3.1. De algemene stabiliteitsfunctie van de RK2 methode is gelijk aan:

R(µ) = 1+βbµ
2
+(a+b)µ

Nu wij een algemene stabiliteitsfunctie hebben, kunnen wij kijken naar de eerste en
tweede orde RK2 methode Voor de tweede orde RK2 hadden we een aantal voorwaar-
des gesteld. Deze voorwaardes waren dat: a+ b = 1 en βb = αb = 1

2 . Als we deze
voorwaarden invullen in onze algemene stabiliteitsfunctie, dan is deze gelijk aan:

R(µ) = 1+µ +
1
2

µ
2 (11)

De stabiliteitsfunctie voor een tweede orde RK2 methode is dus altijd identiek. Als we
∣R(µ) < 1 nu plotten, dan krijgen we Figuur 1

Figuur 1: Stabiliteitsgebied van de tweede orde RK2 Methode

Voor de eerste orde RK2 methoden moet gelden dat a+b = 1. Hiermee wordt de stabi-
liteitsfunctie dus gelijk aan:

1+βbµ
2
+µ
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De stabiliteit van de eerste orde methode heeft dus een bepaalde invloed van de keuze
van β . Wij zullen nu een paar stabiliteitsgebieden plotten met verschillende bβ . Deze
zijn te zien in 2

Wij zien dat wij het stabiliteitsgebied respectievelijk groter of kleiner kunnen krijgen
door andere keuzes van bβ . Merk op dat de eerste orde methode met bβ = 1

4 een groter
stabiliteitsgebied heeft dan de tweede orde RK2 methode.

(a) bβ =
1

10 (b) bβ =
1
4 (c) bβ = 1

Figuur 2: Stabiliteitsgebieden met verschillende waarden voor bβ

5 Specifieke RK-methoden

5.1 Forward Euler
De meest eenvoudige expliciete Runge Kutta methode is de Forward Euler Methode.
Dit is een eerste orde Runge Kutta methode bedacht door Leonhard Euler en voor het
eerst gepubliceerd in het boek Institutionum calculi integralis. Deze methode ziet er
als volgt uit:

Definitie 5.1.1. Voor het beginwaardeprobleem
⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

y′ = f (y,t)
y(t0) = y0

wordt de Forward Euler

methode gedefinieerd als
yn+1 = yn+h f (tn,yn)

Omdat de Forward Euler methode een eerste orde Runge Kutta methode is de lokale
truncatiefout gelijk aanO(h2). Dit betekent dat de lokale fout evenredig is aan de stap-
grootte in het kwadraat. De Forward Euler is over het algemeen geen goede methode
om een beginwaardeprobleem op te lossen. Het is daarentegen wel een goed begin om
een idee te krijgen van de oplossing.

Het Butcher Tableau van de Forward Euler ziet er als volgt uit

0 0
1
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De Runge Kutta matrix A is gelijk aan (0) en de vector B = (1). Wij bepalen nu het
stabiliteitsgebied met behulp van Stelling 3.2.1. Wij vinden dat de stabiliteitsfunctie
gelijk is aan:

R(µ) = 1+µ (1)(I−µ (0))−11

= 1+(µ)(I)−1
(1)

= 1+µ

Het stabiliteitsgebied wordt weergegeven door

∣1+µ ∣ < 1

Het stabiliteitsgebied is te zien in Figuur 3. Dit geeft een cirkel rondom (−1,0) met
straal 1. Als de eigenwaarden van ons beginwaarde probleem binnen deze cirkel vallen,
dan zal de Forward Euler methode convergeren naar de juiste oplossing.

Figuur 3: Stabiliteitsgebied van de Forward Euler Methode

5.2 Expliciete Midpuntregel
Een verbetering van de Forward Euler methode wordt gegeven door de Expliciete Mid-
puntregel. Dit is een tweede orde Runge Kutta methode met een toestand. Als wij kij-
ken naar Definitie 4.1.1, dan is de Expliciete Midpuntregel gelijk aan de RK2 methode
waarbij γ = 1

2 . Deze methode heeft daarom de volgende vorm

Definitie 5.2.1. Voor het beginwaardeprobleem
⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

y′ = f (y,t)
y(t0) = y0

wordt de expliciete

midpuntregel als volgt gegeven

yn+1 = yn+h f (tn+
h
2
,yn+

h
2

f (tn,yn))

Dit kunnen we op de volgende manier verwoorden. De benadering op tijd tn+1 is gelijk
aan de benadering op tijdstip tn plus de waarde van de functie f op het middelpunt
tn+ h

2 .
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Het Butcher Tableau van de Expliciete Midpuntregel wordt gegeven door:

0
1
2

1
2
0 1

De expliciete midpuntregel is een vreemde RK2 methode. De eerste toestand k1 wordt
alleen gebruikt om de tweede toestand te bepalen en heeft verder geen invloed op de
benadering van de oplossing. Omdat de expliciete midpuntregel een tweede orde RK2
methode is, heeft hij het volgende stabiliteitsgebied

∣1+µ + 1
2 µ

2∣ < 1

5.3 Heun-methode
De volgende methode die we bespreken is de tweede orde RK2-methode met γ = 1.
Deze methode heet de Methode van Heun of de expliciete trapeziumregel. De definitie
is de volgende:

Definitie 5.3.1. Voor het beginwaardeprobleem
⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

y′ = f (y,t)
y(t0) = y0

is de methode van Heun

gedefinieerd als:

yn+1 = yn+
1
2

h( f (tn,yn)+ f (tn+h,yn+h f (tn,yn)))

Merk op dat yn+h f (tn,yn) is de Forward Euler methode. Deze methode maakt dus een
schatting van yn+1 met de Forward Euler methode en gebruikt deze schatting vervol-
gens om een betere te maken.

Het Butcher Tableau van de methode van Heun is de volgende:

0
1 1

1
2

1
2

Omdat de methode van Heun een tweede orde RK2 methode is, hebben we dat zijn
stabiliteitsfunctie gelijk is aan:

1+µ +
1
2

µ
2

5.4 Ralston-methode
Ten slotte bekijken we de tweede orde RK2-methode met γ = 2

3 . Deze methode heet de
Ralston methode. Deze methode is als volgt gedefinieerd:
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Definitie 5.4.1. Voor het beginwaardeprobleem
⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

y′ = f (y,t)
y(t0) = y0

wordt de Ralston me-

thode gedefinieerd door:

yn+1 = yn+
1
4

h f (tn,yn)+
3
4

f (tn+
2
3

h,yn+
2
3

h f (tn,yn))

Het Butcher Tableau van de Ralston methode is als volgt:

0
2
3

2
3
1
4

3
4

Herinner dat de lokale truncatiefout E wordt afgeschat door:

∣E ∣ < h3
(4 ∣

1
6
−

1
4

γ∣+
1
3
)ML2

Hierbij waren M en L bovengrenzen op de functie f in de omgeving van (tn,yn). Een
eenvoudige berekening laat zien dat deze bovengrens op E minimaal is, indien γ = 2

3 .
Deze bovengrens wordt dan ∣E ∣ < 1

3 ML2 Om deze reden verwachten we van de Ralston
methode een kleinere lokale truncatiefout dan bijvoorbeeld de Heun methode.

Daarentegen is de stabiliteit van de Ralston methode identiek aan de stabiliteit van
de Heun methode. We hebben eerder laten zien dat tweede orde RK2 methode ieder
dezelfde stabiliteitsfunctie hebben namelijk:

1+µ +
1
2

µ
2

5.5 Eerste orde methode
We hebben eerder gezien dat we met eerste orde RK2 methode nog een vrijheid hadden
voor het stabiliteitsgebied. Daarom definieren we de volgende methode. Wij noemen
deze methode de Orde-1 RK2 methode

Definitie 5.5.1. Voor het beginwaardeprobleem
⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

y′ = f (y,t)
y(t0) = y0

wordt de Orde-1 RK2

methode gedefinieerd door:

yn+1 = yn+
1
2 h( f (tn,yn)+ f (tn+ 1

2 h,yn+
1
2 h f (tn,yn)))

Het Butcher Tableau ziet er als volgt uit:

0
1
2

1
2
1
2

1
2
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We hebben deze methode zo geconstrueerd zodat het stabiliteitsgebied groter is dan
de stabiliteit van de orde 2 RK2 methode. De stabiliteitsfunctie van deze kunnen we
afleiden met behulp van 4.3.1. Hiervoor vullen we in a+b = 1 en βb = 1

4 . De stabili-
teitsfunctie is nu de volgende:

R(µ) = 1+µ +
1
4

µ
2

Dit leidt tot het stabiliteitsgebied wat te zien is in Figuur 4. Dit stabiliteitsgebied is dus
een cirkel rond (−2,0) met straal 2. We zullen bij het implementeren zien hoe deze
methode verhoudt tot de methoden met hogere ordes.

Figuur 4: Stabiliteitsgebied van de Orde-1 RK2 Methode

6 RK toegepast op voorbeelden
Nu hebben wij de theorie van de RK2 methoden behandeld. In het volgende onderdeel
zullen de RK2 methoden toegepast worden op voorbeelden uit de praktijk. Dit wordt
gedaan in Matlab. Deze zullen wij vergelijken met de exacte oplossing van de praktijk
gevallen. Hieruit zullen conclusies volgen over welke methode beter is in welke geval-
len. De exacte oplossing bepalen we met de ODE45 functie van Matlab. Deze functie
gebruikt een orde 4 Runge Kutta methode met 4 toestanden.

6.1 Chemische reactie
Het eerste praktijkgeval wat we gaan behandelen komt uit de scheikunde. Wij zullen
kijken naar een differentiaalvergelijking die de temperatuur van een chemische reactie
beschrijft. Dit is een eerste orde differentiaalvergelijking die er als volgt uit ziet.

T(t) = α(2−T(t))eβ−
β

T(t)

met T(0) = T0 de begintemperatuur. Hierbij is T de temperatuur als functie van de
tijd t en zijn α en β reële constanten. In ons geval nemen we aan dat β = 1

4 en α =

2. Verder nemen we de begintemperatuur gelijk aan de kamertemperatuur, namelijk
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20 graden Celsius. Verder hebben wij 500 stappen genomen en een tijdsinterval van
[0,10] beschouwt. Dit betekent dat de tijdstapgrootte h gelijk is aan 10÷500 = 0.02.
De exacte oplossing van deze differentiaalvergelijking die we verkrijgen met behulp
van de ODE45 methode is te zien in figuur 5

Figuur 5: Exacte Oplossing van de Chemische Reactie

Wij zien dat de oplossing exponentieel afneemt naar de waarde 2. Verder merken we
op dat na t = 5 de functie ongeveer gelijk is aan 2. Wij zullen nu de differentiaalvergelij-
king proberen op te lossen met de numerieke die we hebben beschreven in Hoofdstuk
5. We beginnen met het toepassen van de Euler Forward methode. Dit leidt tot de
volgende figuren.

Figuur 6: Resultaten van de Euler Forward methode

Het valt op dat de Forward Euler methode een redelijke benadering geeft voor de tem-
peratuur. De fout is in het begin relatief groot maar groeit al snel naar 0 toe. Wij zullen
nu kijken wat dit resultaat betekent voor hogere orde methode. Als wij de expliciete
midpuntregel toepassen dan zien wij het volgende.
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Figuur 7: Resultaten van de Expliciete Midpuntregel

De oplossing lijkt zich hetzelfde te gedragen als de oplossing van de Euler Forward
methode. Deze methode doet het alleen nog beter. De fout is nog kleiner en groeit ook
naar 0. Er verschijnt wel een vreemde oscillatie in de fout. Wij zullen nu kijken hoe de
methode van Heun het doet voor onze temperatuurvergelijking.

Figuur 8: Resultaten van de methode van Heun

De methode van Heun voldoet aan hetzelfde patroon als de twee voorgaande metho-
den. Eerst hebben wij een kleine stijging in de fout, waarna de fout afneemt. Ook de
oscillatie zien wij terugkomen en de snelheid waarmee de fout naar 0 groeit is nage-
noeg hetzelfde als de snelheid van de fout van de expliciete midpuntregel. Wij zullen
nu kijken hoe de laatste tweede orde RK2 methode het doet.
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Figuur 9: Resultaten van de methode van Ralston

De methode van Ralston vertoont hetzelfde gedrag als de methode van Heun. De fout
is over het algemeen klein en groeit al snel naar 0. Het verschil tussen de methode
van Ralston en de methode van Heun kunnen wij hier nog niet duidelijk zien. Hierom
zullen wij het verschil tussen deze twee plotten.

Figuur 10: Verschil tussen Heun en Ralston

Het verschil tussen de methode van Heun en de methode van Ralston is bij het toe-
passen op de temperatuurvergelijking verwaarloosbaar. Er zit een gering foutje aan
het begin waarna het verschil snel naar nul groeit. Ten slotte gaan wij kijken of een
kleinere orde hetzelfde resultaat geeft. Dit doen wij met de Orde-1 RK2 methode.
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Figuur 11: Resultaten van de Orde-1 RK2 methode

Wij zien dat deze methode een grotere fout heeft dan de methode van Heun bijvoor-
beeld. De fout heeft ongeveer dezelfde aantal tijdstappen nodig om bij nul te komen,
maar de fout is over het algemeen wel groter dan de fout van de methode van Heun.

Wij hebben gezien dat we de temperatuur van de chemische reactie het beste kunnen
benaderen met orde twee RK2 methoden. De methode van Ralston en de methode van
Heun hebben over het algemeen de kleinste fout. Wel hebben deze fouten oscillaties
waardoor er soms een stijging in fout plaatsvindt.

Ook de expliciete midpuntregel geeft een goede benadering. Dezelfde oscillatie trad
wel op. Daarentegen geeft de Orde-1 RK2 methode een slechte benadering. De fout is
op iedere tijdstap groter dan de fout van de orde 2 methoden.

6.2 Slinger
Ons volgende praktijkvoorbeeld komt uit de natuurkunde. We beschouwen een massa
aan een uiteinde van een koord of staaf. Dit heet de slinger en deze slinger zal gaan
bewegen als wij hem een beginpositie en snelheid geven. Wij willen deze beweging nu
modelleren en bepalen. Het stelsel differentiaalvergelijkingen voor dit slingerexperi-
ment wordt gegeven door:

(
v′(t)
s′(t)) = (

α 1
−1 −α

)(
v(t)
s(t)) = A∗(

v(t)
s(t))

Hierbij is v(t) de snelheid, s(t) de positie van de slinger en α een constante die de
demping weergeeft. Als α > 0 dan versnelt de slinger. Als α < 0, dan zal de slinger
uitdoven en stil komen te hangen in de ruststand (0,0). Verder geven we (v(0),s(0)) =
(v0,s0) de beginwaarden. Hierdoor hebben wij een beginwaardeprobleem gevonden
voor de beweging van de slinger.

Voordat wij de resultaten van de numerieke methoden gaan bekijken, zullen eerst de
eigenwaarden van de bovengenoemde matrix A bepaald worden. De eigenwaarden
kunnen wij bepalen door middel van det(A−λI) = 0 op te lossen voor λ . Dit leidt tot
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de volgende vergelijking voor de eigenwaarden.

(α −λ)
2
+1 = 0Ô⇒ λ1,2 = α ± i

Nu de eigenwaarden van het slingerexperiment bepaald zijn, zullen wij de constanten
α,v0 en s0 kiezen. Neem de beginsnelheid v0 = 0 en de beginpositie s0 = 1. Ten slotte
nemen wij α gelijk aan −0.05. Wij kiezen dus voor een slinger die uitdooft naarmate
de tijd vordert. De exacte oplossing van de slinger op tijdstappen tussen 0 en 50 is te
zien in de Figuur 12. Wij plotten hierbij de functies v(t) en s(t) ten opzichte van de
tijd.

Figuur 12: Exacte Oplossing van de slinger met dempingsfactor α = −0.05

Wij zien een oscillatie ontstaan rond de ruststand. Naarmate de tijd vordert zien we dat
beide functies v en s steeds kleinere amplitudes aannemen. Verder lijken beide functies
periodiciteit te vertonen. Merk op dat de functies tussen −1 en 1 bestaan. Dit hebben
wij verwacht aangezien de beginstand 1 is en de slinger demping heeft.

Voor stabiliteit van de numerieke methoden willen wij zorgen dat hλ in het stabiliteits-
gebied ligt. Om deze reden kiezen wij 1000 datapunten. De slinger beschouwen wij
over het tijdsinterval [0,50]. Onze tijdstapgrootte h wordt daarom 50÷ 1000 = 0.05.
Met deze tijdstapgrootte zorgen wij ervoor dat de slinger binnen ieder stabiliteitsge-
bied valt behalve die van de expliciete midpuntregel. Deze is onmogelijk omdat deze
alleen stabiel is voor zuiver imaginaire hλ tussen −i en i. Wij zullen bekijken nu de
Forward Euler methode bekijken.
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Figuur 13: Resultaten van de Forward Euler methode

Wij zien in uit de rechtergrafiek dat de Euler Forward te langzaam naar de ruststand
groeit. Daarmee wordt de fout in het begin telkens groter. Als de exacte oplossing de
ruststand bijna bereikt, dan zien we dat de fout ook kleiner wordt. Wij zien dat de fout
maximaal 0.25 is. Voor ons slingerexperiment is dit dus geen goede benadering. De
fout is relatief groot met de waarden waarmee wij werken. Wij kijken nu naar de eerste
tweede orde methode: de expliciete midpuntregel.

Figuur 14: Resultaten van de expliciete midpuntregel

De benadering met behulp van de expliciete midpuntregel is een goede benadering voor
de beweging van een slinger. In tegenstelling tot de Euler Forward is de fout van de
expliciete midpuntregel klein en de methode lijkt redelijk snel te groeien naar de exacte
oplossing. Na deze benadering gaan wij kijken naar de benadering met behulp van de
methode van Heun
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Figuur 15: Resultaten van de methode van Heun

Wij merken op dat de methode van Heun een goede benadering geeft voor de slingerbe-
weging. Als we de exacte oplossing vergelijken met de benadering met behulp van de
methode van Heun, dan zien deze er identiek uit. Dit verschijnsel zien we ook terug in
de fout. De fout is over het algemeen klein. Bovendien lijkt de fout naar nul te groeien.
Na dit resultaat bekijken wij het gedrag van de andere tweede orde RK2 methode.

Figuur 16: Resultaten van de methode van Ralston

Dezelfde verschijnselen treden op bij de methode van Ralston. De fout is over het
algemeen klein en ook de fout lijkt naar 0 te convergeren. Het verschil tussen de
methode van Heun en de methode van Ralston is nog niet duidelijk zichtbaar uit dit
resultaat. Om deze reden zullen wij het verschil tussen deze twee methoden in de
volgende grafiek zetten.
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Figuur 17: Verschil tussen Heun en Ralston

Het verschil tussen de methode van Heun en de methode van Ralston in nog kleiner
dan bij de chemische reactie. In dit geval kunnen we de benaderingen als identiek be-
schouwen aangezien het verschil verwaarloosbaar is. Ten slotte bekijken we de Orde-1
RK2 methode.

Figuur 18: Resultaten van de Orde-1 RK2 methode

Wij zien uit de rechtergrafiek dat de orde één methode een slechter benadering geeft
voor de beweging van de slinger. De benadering heeft een betere fout dan de Euler
Forward, maar is slechter dan die van de orde twee methoden.

Conluderend hebben wij gezien dat de orde twee RK2 methoden een goede benadering
geven voor de beweging van de slinger. De fout is over het algemeen klein en de fout
convergeert naar nul. Daarentegen zagen we dat de orde één methode een veel grotere
fout heeft dan de orde twee methoden. Om deze reden is de orde één methode een
onpraktische methode voor de benadering van een slingerbeweging.

Verder zagen we dat de expliciete midpuntregel een goede benadering gaf. De benade-
ring van de expliciete midpuntregel had een kleine fout en groeide relatief snel naar de
juiste oplossing toe.
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6.3 Predator Prey Model
Het volgende praktijkvoorbeeld komt uit de populatiedynamica. Wij hebben twee dier-
soorten. Eén soort jaagt op de anderen en heet daarom de predator-soort. Degene
waarop gejaagd wordt heet de prey-soort. Wij willen nu de grootte van de populatie
van deze twee soorten modelleren in de tijd. Dit soort model wordt een predator-prey
model genoemd.

Wij zullen een eenvoudig model gebruiken om onze numerieke methoden te testen.
Dit model is geformuleerd met behulp van de Lotka-Volterra vergelijkingen. Hierbij
nemen wij aan dat de predator zich alleen kan voortplanten door interactie met de prey.
De prey-soort heeft genoeg voeding om zichzelf voort te planten. Ten slotte nemen
we aan dat de omgeving niet verandert en dus alle constanten die we introduceren
onafhankelijk zijn van de tijd. Ons model ziet er nu als volgt uit:

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

x′1(t) = (α −βx2(t))x1(t)
x′2(t) = (δx1(t)− γ)x2(t)

Hierbij is x1 de omvang van de prey-soort en x2 de omvang van de predator soort.
α beschrijft de groei van de prey-soort in de afwezigheid van de predator-soort. β

representeert de afname van prey door toedoen van de predator-soort. γ is de afname
van de predator-soort in de afwezigheid van de prey. Ten slotte is δ de groeifactor van
de predator-soort.

Voor de numerieke tests die wij gaan uitvoeren, geven wij de constanten een waarde.
Wij kiezen α = 0.8, β = 1.2, γ = 0.4 en δ = 0.5. Wij zullen het predator prey model
beschouwen over het tijdsinterval [0,50].

Verder hebben wij de omvang van de populaties op het tijdstip t = 0 nodig. Wij kiezen
deze als x1(0) = 0.9 en x2(0) = 0.4. Dit betekent dat de verhouding aan het begin 9 ∶ 4
is. We nemen de beginwaarden klein zodat de functie een duidelijk patroon vertoont.
Als wij met grote beginwaarden starten, dan zien we snel een daling in beide soorten.
Daarna zullen beide soorten rond kleine waarden gedrag gaan vertonen. Dit gedrag is
in een grafiek niet zichtbaar als we beginnen met grote waarden. Om deze reden kiezen
wij de beginwaarden klein.

De exacte oplossing ziet er nu als volgt uit:
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Figuur 19: Exacte oplossing van het Lotka Volterra model

Het valt op dat beide soorten periodiek gedrag vertonen. Dit valt als volgt te verkla-
ren. Als de prey-soort maximaal is, dan zal een kleiner gedeelte van de predator-soort
sterven. Er is immers genoeg te eten. Dit betekent een afname in de prey-soort. Nu
naarmate de prey-soort kleiner wordt, zal ook een groter gedeelte van de predator-soort
gaan sterven. Er is steeds minder prey om op te eten. Als de predator soort nu weer
klein genoeg is, dan geeft dit meer ruimte voor de prey-soort om weer te gaan groeien.
Als nu de prey-soort weer gaat toenemen, dan zal op een gegeven de predator-soort
weer genoeg te eten hebben en ook weer toenemen. Dit leidt tot een eindeloze cykel
en daarmee zal de oplossing periodiek gedrag vertonen.

Wij willen nu deze oplossing numeriek bepalen met de numerieke methoden. Hiervoor
nemen wij 1000 stappen. Onze tijdstapgrootte h is nu 50÷1000 = 0.05. Wij beginnen
nu met het toepassen van de eerste numerieke methode: de Forward Euler methode.

Figuur 20: Resultaten van de Forward Euler methode

Wij merken op dat de Forward Euler aan het begin hetzelfde periodieke gedrag ver-
toont. Het verschil is dat naarmate de tijd vordert, de amplitude van de benaderingen
groeit. Dit is in tegenstelling met de exacte oplossing waar de amplitudes constant
blijven. Dit zien we ook terugkomen in de fout. De fout groeit naarmate de tijd groter
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wordt. Laten wij kijken wat dit betekent voor de verbeterde Forward Euler methode:
de expliciete midpuntregel.

Figuur 21: Resultaten van de expliciete midpuntregel

In tegenstelling tot de Forward Euler methode houden de benaderingen van de expli-
ciete midpuntregel wel een constante amplitude over het tijdsinterval. Dit is dus duide-
lijk een verbetering van de Forward Euler methode. Wij zien ook dat de fout klein is in
vergelijking met de Forward Euler. Laten we nu kijken naar de andere orde twee RK2
methoden. We beginnen met de methode van Heun

Figuur 22: Resultaten van de methode van Heun

Wij zien dat deze benadering nagenoeg identiek is aan de benadering met behulp van
de expliciete midpuntregel. De benadering heeft een constante amplitude en de fout
is opnieuw klein. We zien daarentegen wel dat de fout van de prey soort pas na één
periode maximaal is. Daarna lijkt de fout langzaam naar nul te groeien. Laten we nu
kijken of de methode van Ralston hetzelfde gedrag vertoont als de methode van Heun
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Figuur 23: Resultaten van de methode van Ralston

Inderdaad zien wij hetzelfde gedrag als de methode van Heun. Dit zijn dus goede
benaderingen voor ons predator-prey model. Wij kunnen nog geen verschil opmerken
tussen de methoden van Heun en Ralston. Wij maken een plot van het verschil tussen
Heun en Ralston voor het predator-prey model.

Figuur 24: Verschil tussen Heun en Ralston

We merken op dat het verschil tussen de methodes van Heun en Ralston zeer klein
is. Het maakt in het begin geen verschil welke we gebruiken aangezien het verschil
verwaarloosbaar is. We zien echter wel dat het verschil tussen de twee methoden groeit.
Als wij verder in de tijd kijken, dan zal er wel een duidelijk verschil ontstaan tussen de
methoden van Heun en Ralston. Ten slotte zullen wij kijken of een lagere orde RK2
methode een ander resultaat oplevert bij toepassing op ons model. Hiervoor gebruiken
we de Orde-1 RK2 methode.
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Figuur 25: Resultaten van de Orde-1 RK2 methode

Wij zien dat de orde één methode slechte benaderingen geeft. De benaderingen hebben
toenemende amplitudes en daardoor zal de fout blijven groeien. Daarentegen is de fout
aan het begin wel klein en voor de eerste 10 tijdstappen is dit een redelijke benadering
voor het predator-prey model

Concluderend zien wij dat de orde twee RK2 methoden goede benaderingen geven voor
het predator prey model. De fout lijkt naar nul te groeien en is over het algemeen klein.
De Orde-1 RK2 methode geeft in de eerste tien tijdstappen redelijke benaderingen,
maar over een langer tijdsinterval zal de fout groter worden en dus de benaderingen
onbruikbaar.

Ten slotte geeft de expliciete midpuntregel een goede benadering over het gegeven
tijdsinterval. Voor een éénstapsmethode heeft deze een kleine fout in tegenstelling tot
de Forward Euler. Om deze reden geeft de expliciete midpuntregel goede benaderingen
voor het predator-prey model

6.4 Lorenz stelsel
Het laatste praktijvoorbeeld wat we bespreken is het Lorenz-stelsel. Dit stelsel staat
er om bekend om chaotisch gedrag te vertonen bij bepaalde keuzes van parameters en
beginwaarden. Het Lorenz-stelsel bestaat uit het volgende stelsel van differentiaalver-
gelijkingen.

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

x′ = σ(y−x)
y′ = x(ρ − z)−y
z′ = xy−β z

waarbij σ ,ρ en β reële constanten zijn. Het Lorenz-stelsel is een stelsel van niet-
lineaire differentiaalvergelijkingen. Het vindt gebruik in de meteorologie en de atmos-
feerdynamica. Voor onze numerieke experimenten kiezen wij de parameters zoals Lo-
renz ze zelf heeft gekozen namelijk σ = 10, ρ = 28 en β = 8

3 . Verder zullen wij dit stelsel
bekijken over het tijdsinterval [0,50] en kiezen de beginwaarden (x0,y0,z0) = (1,1,1).
De exacte oplossing van dit stelsel ziet er nu als volgt uit.
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Figuur 26: Exacte oplossing van het Lorenz Stelsel

Wij zien het chaotische gedrag duidelijk terug in Figuur 26. De oplossing oscilleert
enorm. Wij zullen voor de numerieke tests een tijdstapgrootte h = 25÷1000 = 0.025.

Verder zal voor dit stelsel niet gekeken worden naar de Euler Forward methode. De
Euler Forward zal met dit chaotische gedrag een gigantische fout hebben na een aantal
tijdstappen. Om deze reden is de Euler Forward waardeloos om dit stelsel op te lossen.
Wij zullen daarom beginnen met kijken naar de expliciete midpuntregel.

Figuur 27: Resultaten van de expliciete midpuntregel

Wij zien dat de benadering met behulp van de expliciete midpuntregel hetzelfde chao-
tische gedrag vertoont als de exacte oplossing. Echter blijft de fout groot naarmate de
tijd vordert. Wij zien wel dat voor de eerste vijf tijdstappen de fout significant minder
is. Wij zullen nu kijken naar een andere orde twee RK2 methode: de methode van
Heun.
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Figuur 28: Resultaten van de methode van Heun

Hetzelfde verschijnsel treedt op als bij de expliciete midpuntregel. De oplossing ver-
toont het chaotische gedrag. Daarnaast blijft de fout weer de eerste paar tijdseenheden
relatief klein, waarna de fout groeit en de benadering dus slechter wordt. Wij zullen de
numerieke resultaten nu vervolgen door het toepassen van de methode van Ralston op
het Lorenz stelsel.

Figuur 29: Resultaten van de methode van Ralston

Opnieuw zien we duidelijk dat het Lorenz stelsel chaotisch gedrag vertoont. De oplos-
sing oscilleert enorm. De omvang van de fout blijft hetzelfde als bij de methode van
Heun, maar de fout heeft een groot verschil. Dit maken wij duidelijk door het verschil
tussen de methoden van Heun en Ralston te plotten.
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Figuur 30: Verschil tussen Heun en Ralston

In het begin zijn de benaderingen vrijwel identiek, maar na een paar tijdstappen ver-
schijnt een groot verschil tussen de methoden. Dit is in tegenstelling tot de vorige
praktijkvoorbeelden waar de methoden van Ralston en Heun vrijwel identieke benade-
ringen gaven. Wij kunnen uit de resultaten van het Lorenz stelsel niet concluderen of
de verkleinde bovengrens van de methode van Ralston een betere methode geeft.

Ten slotte bekijken wij de Orde-1 RK2 methode. Misschien geeft een lagere orde
methode ook een goede benadering voor het Lorenz stelsel.

Figuur 31: Resultaten van de Orde-1 RK2 methode

Hetzelfde probleem treedt op bij deze benadering. De chaos is duidelijk terug te zien in
de benadering en ook de fout is groot. Wij zien dat vooral ver in de tijd, deze methode
een even goede benadering geeft als de tweede orde RK2 methoden.

Concluderend zijn de RK2 methode niet sterk genoeg om het Lorenz stelsel goed te
benaderen. Het chaotische gedrag van het stelsel geeft problemen voor de fout van de
benadering. De tweede orde methode hebben in het begin nog een relatief kleine fout,
maar deze groeit al snel.
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7 Conclusie
Wij hebben gezien dat de RK2 methoden goede methoden zijn voor eenvoudige diffe-
rentiaalvergelijkingen. Voorbeelden als de slinger en de temperatuurvergelijking wor-
den goed benaderd door de tweede orde RK2 methoden. De fout was klein voor deze
gevallen. De orde één methoden daarentegen gaf een slechte benadering. De stabiliteit
van deze methode mag dan wel groter zijn, maar dit had uiteindelijk weinig invloed op
de benadering.

Echter zagen wij wel dat een stelsel wat veel chaotisch gedrag vertoont niet goed be-
naderd kan worden door de RK2 methoden. Het Lorenz stelsel bijvoorbeeld had een
gigantische fout.

Voor een vervolg op deze scriptie kan er onderzoek gedaan worden naar Runge Kutta
methoden met meer toestanden. Dit zal betekenen dat de methoden hogere ordes aan
kunnen nemen en potentieel betere benaderingen geven.

Verder hebben wij het verschil tussen de methode van Ralston en Heun niet duidelijk
gezien. Men zou een experiment kunnen vinden waarmee dit verschil duidelijk wordt.
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Appendix

Listing 1: Phantom_kspace
c l o s e a l l
c l e a r a l l

%N = a a n t a l s t a p p e n
%T = e i n d e van t i j d i n t e r v a l
%B i s t h e i n i t i a l v a l u e
%f i s t h e f u n c t i o n
N=1000;
T=25;
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%De S l i n g e r
q = − . 05 ;
f S l = @( t , y ) [ q , 1 ; −1 , q ]* y ;
BSl= [ 0 , 1 ] ;

%Chemische R e a c t i e
a = 1 / 4 ;
b = 2 ;
fChe = @( t , y ) a *(2−y )* exp ( ( b−b / y ) ) ;
BChe = 2 0 ;

%Lorenz − S t e l s e l
rho =28;
s igma =10;
i o t a = 8 / 3 ;
fLo r = @( t , y ) [ s igma *( y (2) − y ( 1 ) ) ; y ( 1 ) * ( rho −y ( 3 ) ) ; y ( 1 ) * y (2) − i o t a *y ( 3 ) ] ;
BLor = [ 1 ; 1 ; 1 ] ;

%Preda tor −Prey Model
a l p h a = 0 . 8 ;
beta = 1 . 2 ;
gamma= 0 . 4 ;
d e l t a = 0 . 5 ;
fPP=@( t , y ) [ a l p h a *y (1) − beta *y ( 1 ) * y ( 2 ) ; d e l t a *y ( 1 ) * y (2) −gamma*y ( 2 ) ] ;
BPP = [ 0 . 9 , 0 . 4 ] ;

%D e f i n i e e r v a r i a b e l e n
h=T /N;
t = [ 0 :N]* h ;

%Kies h e t prob leem waarmee we w i l l e n werken ( Che , Sl , Lor , PP )
f = fLor ;
B=BLor ;

%E xa c t e o p l o s s i n g m. b . v ODE45
t s p a n = 0 : h : T ;
[ tRS , yRS]= ode45 ( f , t s p a n , B ) ;

f i g u r e ( ) ;
p l o t ( t , yRS ) ;
gr id on
t i t l e ( ’ Ech te O p l o s s i n g ’ )
x l a b e l ( ’ t ’ ) ;

%y l a b e l ( ’ T ’ ) ;
%l e g e n d ( ’ v ( t ) ’ , ’ s ( t ) ’ ) ;
%l e g e n d ( ’ x_1 ( t ) ’ , ’ x_2 ( t ) ’ ) ;
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l egend ( ’ x ( t ) ’ , ’ y ( t ) ’ , ’ z ( t ) ’ )
yRS=yRS ’ ;

%f i g u r e ( )
%p l o t 3 ( yRS ( : , 1 ) , yRS ( : , 2 ) , yRS ( : , 3 ) ) ;

%Forward E u l e r
yFE= z e r o s ( numel (B) ,N ) ;
yFE ( : , 1 ) = B ( : ) ;
FoutFE= z e r o s ( numel (B) ,N+ 1 ) ;
f o r i = 1 :N

yFE ( : , i +1)=yFE ( : , i )+ h . * f ( t ( i ) , yFE ( : , i ) ) ;
FoutFE ( : , i )= abs ( yRS ( : , i )−yFE ( : , i ) ) ;

end
FoutFE ( : , N+1)= abs ( yRS ( : , N+1)−yFE ( : , N+ 1 ) ) ;

f i g u r e ( )
p l o t ( t , yFE )
gr id on
t i t l e ( ’ E u l e r Forward ’ ) ;
x l a b e l ( ’ t ’ ) ;

%y l a b e l ( ’ T ’ ) ;
%l e g e n d ( ’ v ( t ) ’ , ’ s ( t ) ’ ) ;
%l e g e n d ( ’ x_1 ( t ) ’ , ’ x_2 ( t ) ’ ) ;
l egend ( ’ x ( t ) ’ , ’ y ( t ) ’ , ’ z ( t ) ’ )

f i g u r e ( )
p l o t ( t , FoutFE )
gr id on
t i t l e ( ’ Fout E u l e r Forward ’ ) ;
x l a b e l ( ’ t ’ ) ;

%y l a b e l ( ’ T ’ ) ;
%l e g e n d ( ’ v ( t ) ’ , ’ s ( t ) ’ ) ;
%l e g e n d ( ’ x_1 ( t ) ’ , ’ x_2 ( t ) ’ ) ;
l egend ( ’ x ( t ) ’ , ’ y ( t ) ’ , ’ z ( t ) ’ )

%E x p l i c i e t e M i d p u n t r e g e l
yEM= z e r o s ( numel (B) ,N ) ;
yEM( : , 1 ) = B ( : ) ;
FoutEM= z e r o s ( numel (B) ,N+ 1 ) ;

f o r i = 1 :N
k1= f ( t ( i ) ,yEM ( : , i ) ) ;
yEM ( : , i +1)=yEM ( : , i )+ h . * f ( t ( : , i )+ h / 2 ,yEM ( : , i )+ k1*h / 2 ) ;
FoutEM ( : , i )= abs ( yRS ( : , i )−yEM ( : , i ) ) ;
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end
FoutEM ( : , N+1)= abs ( yRS ( : , N+1)−yEM ( : , N+ 1 ) ) ;

f i g u r e ( )
p l o t ( t , yEM)
t i t l e ( ’ E x p l i c i e t e M i d p u n t r e g e l ’ )
gr id on
x l a b e l ( ’ t ’ ) ;

%y l a b e l ( ’ T ’ ) ;
%l e g e n d ( ’ v ( t ) ’ , ’ s ( t ) ’ ) ;
%l e g e n d ( ’ x_1 ( t ) ’ , ’ x_2 ( t ) ’ ) ;
l egend ( ’ x ( t ) ’ , ’ y ( t ) ’ , ’ z ( t ) ’ )

%P l o t de f o u t
f i g u r e ( )
p l o t ( t , FoutEM )
gr id on
t i t l e ( ’ Fout E x p l i c i e t e M i d p u n t r e g e l ’ ) ;
x l a b e l ( ’ t ’ ) ;

%y l a b e l ( ’ T ’ ) ;
%l e g e n d ( ’ v ( t ) ’ , ’ s ( t ) ’ ) ;
%l e g e n d ( ’ x_1 ( t ) ’ , ’ x_2 ( t ) ’ ) ;
l egend ( ’ x ( t ) ’ , ’ y ( t ) ’ , ’ z ( t ) ’ )

%Heun ’ s Methode
yHM= z e r o s ( numel (B) ,N ) ;
yHM( : , 1 ) = B ( : ) ;
FoutHM= z e r o s ( numel (B) ,N+ 1 ) ;
f o r i = 1 :N

k1= f ( t ( i ) ,yHM( : , i ) ) ;
yHM( : , i +1)=yHM( : , i )+ h / 2 . * ( k1+ f ( t ( : , i )+ h ,yHM( : , i )+ k1*h ) ) ;
FoutHM ( : , i )= abs ( yRS ( : , i )−yHM( : , i ) ) ;

end
FoutHM ( : , N+1)= abs ( yRS ( : , N+1)−yHM( : , N+ 1 ) ) ;

f i g u r e ( )
p l o t ( t ,yHM)
gr id on
t i t l e ( ’ Methode van Heun ’ )
x l a b e l ( ’ t ’ ) ;

%y l a b e l ( ’ T ’ ) ;
%l e g e n d ( ’ v ( t ) ’ , ’ s ( t ) ’ ) ;
%l e g e n d ( ’ x_1 ( t ) ’ , ’ x_2 ( t ) ’ ) ;
l egend ( ’ x ( t ) ’ , ’ y ( t ) ’ , ’ z ( t ) ’ )

%P l o t de f o u t
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f i g u r e ( )
p l o t ( t , FoutHM )
gr id on
t i t l e ( ’ Fout Methode van Heun ’ ) ;
x l a b e l ( ’ t ’ ) ;

%y l a b e l ( ’ T ’ ) ;
%l e g e n d ( ’ v ( t ) ’ , ’ s ( t ) ’ ) ;
%l e g e n d ( ’ x_1 ( t ) ’ , ’ x_2 ( t ) ’ ) ;
l egend ( ’ x ( t ) ’ , ’ y ( t ) ’ , ’ z ( t ) ’ )

%R a l s t o n Methode
yRM= z e r o s ( numel (B) ,N ) ;
yRM( : , 1 ) = B ( : ) ;
FoutRM= z e r o s ( numel (B) ,N+ 1 ) ;

f o r i = 1 :N
k1= f ( t ( i ) ,yRM( : , i ) ) ;
yRM( : , i +1)=yRM( : , i ) + 1 / 4 * h*k1+3*h / 4 . * f ( t ( : , i )+2* h / 3 ,yRM( : , i )+ k1 *2* h / 3 ) ;
FoutRM ( : , i )= abs ( yRS ( : , i )−yRM( : , i ) ) ;

end
FoutRM ( : , N+1)= abs ( yRS ( : , N+1)−yRM( : , N+ 1 ) ) ;

f i g u r e ( )
p l o t ( t ,yRM)
gr id on
t i t l e ( ’ Methode van R a l s t o n ’ )
x l a b e l ( ’ t ’ ) ;

%y l a b e l ( ’ T ’ ) ;
%l e g e n d ( ’ v ( t ) ’ , ’ s ( t ) ’ ) ;
%l e g e n d ( ’ x_1 ( t ) ’ , ’ x_2 ( t ) ’ ) ;
l egend ( ’ x ( t ) ’ , ’ y ( t ) ’ , ’ z ( t ) ’ )

%P l o t de f o u t
f i g u r e ( )
p l o t ( t , FoutRM )
gr id on
t i t l e ( ’ Fout Methode van R a l s t o n ’ ) ;
x l a b e l ( ’ t ’ ) ;

%y l a b e l ( ’ T ’ ) ;
%l e g e n d ( ’ v ( t ) ’ , ’ s ( t ) ’ ) ;
%l e g e n d ( ’ x_1 ( t ) ’ , ’ x_2 ( t ) ’ ) ;
l egend ( ’ x ( t ) ’ , ’ y ( t ) ’ , ’ z ( t ) ’ )

%V e r s c h i l Heun en R a l s t o n
DifHR= z e r o s ( numel (B) ,N+ 1 ) ;
f o r i =1 :N+1
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DifHR ( : , i )= abs (yRM( : , i )−yHM( : , i ) ) ;
end
f i g u r e ( )
p l o t ( t , DifHR )
gr id on
t i t l e ( ’ V e r s c h i l t u s s e n Heun en R a l s t o n ’ )
x l a b e l ( ’ t ’ )

%y l a b e l ( ’ T ’ ) ;
%l e g e n d ( ’ v ( t ) ’ , ’ s ( t ) ’ ) ;
%l e g e n d ( ’ x_1 ( t ) ’ , ’ x_2 ( t ) ’ ) ;
l egend ( ’ x ( t ) ’ , ’ y ( t ) ’ , ’ z ( t ) ’ )

%Orde−1 RK2 methode
yO1= z e r o s ( numel (B) ,N ) ;
yO1 ( : , 1 ) = B ( : ) ;
FoutO1= z e r o s ( numel (B) ,N+ 1 ) ;

f o r i = 1 :N
k1= f ( t ( i ) , yO1 ( : , i ) ) ;
yO1 ( : , i +1)=yO1 ( : , i )+ h / 2 . * ( k1+ f ( t ( : , i )+ h / 2 , yO1 ( : , i )+ k1*h / 2 ) ) ;
FoutO1 ( : , i )= abs ( yRS ( : , i )−yO1 ( : , i ) ) ;

end
FoutO1 ( : , N+1)= abs ( yRS ( : , N+1)−yO1 ( : , N+ 1 ) ) ;

f i g u r e ( )
p l o t ( t , yO1 )
gr id on
t i t l e ( ’ Orde−1 RK2 methode ’ )
x l a b e l ( ’ t ’ ) ;

%y l a b e l ( ’ T ’ ) ;
%l e g e n d ( ’ v ( t ) ’ , ’ s ( t ) ’ ) ;
%l e g e n d ( ’ x_1 ( t ) ’ , ’ x_2 ( t ) ’ ) ;
l egend ( ’ x ( t ) ’ , ’ y ( t ) ’ , ’ z ( t ) ’ )

%P l o t de f o u t
f i g u r e ( )
p l o t ( t , FoutO1 )
gr id on
t i t l e ( ’ Fout Orde−1 RK2 methode ’ ) ;
x l a b e l ( ’ t ’ ) ;

%y l a b e l ( ’ T ’ ) ;
%l e g e n d ( ’ v ( t ) ’ , ’ s ( t ) ’ ) ;
%l e g e n d ( ’ x_1 ( t ) ’ , ’ x_2 ( t ) ’ ) ;
l egend ( ’ x ( t ) ’ , ’ y ( t ) ’ , ’ z ( t ) ’ )
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