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Hoofdstuk 1

Introductie

Wanneer een besmettelijke ziekte uitbreekt, is er informatie nodig over hoe de
ziekte-uitbraak zich zal ontwikkelen. Zo is het bijvoorbeeld belangrijk om een
goede schatting te maken van het aantal besmette personen op een bepaald tijd-
stip, een voorspelling te kunnen doen over de effectiviteit van eventuele maatre-
gelen, en de kans op een grote uitbraak van de ziekte. Er is sprake van een grote
uitbraak wanneer het aantal besmettelijke individuén substantieel toeneemt tot
een groot aantal [1].

Een wiskundig epidemiologisch model dat vaak wordt toegepast om epidemieén
van een ziekte die van mens op mens wordt overgedragen te modelleren, is het
SIR (Suceptible, Infectious, Recovered)-model. Het SIR-model modelleert een
epidemie van een infectieziekte in een grote populatie van constante grootte. De
populatie wordt in 3 onderling disjuncte groepen verdeeld van vatbare (suscep-
tible), besmettelijke (infectious) en genezen (recovered) individuén. Er ontstaan
nieuwe besmettingen door interactie tussen vatbare en besmettelijke personen, en
besmettelijke individuén kunnen van de ziekte genezen. Het SIR-model beschrijft
de stroming van individuén tussen de 3 groepen [4].

De snelheid waarmee nieuwe besmettingen optreden wordt de infectiekracht ge-
noemd. De infectiekracht is gelijk aan [ (%) I(t), voor een positieve constante

B, waarbij S(t) het aantal vatbare en I(¢) het aantal besmettelijke individuén is
op tijdstip ¢, en N de populatiegrootte.

De genezingssnelheid is de snelheid waarmee individuén uit de infectious-groep
overgaan naar de recovered-groep. De genezingssnelheid is vI(t), voor een posi-



tieve constante 7y [2].

In figuur is een stroomdiagram weergegeven voor het SIR-model.
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Figuur 1.1: Stroomdiagram tussen de 3 groepen van het SIR-model.

De infectiekracht en genezingssnelheid komen samen in het basaal reproductiege-
tal Ry. Het basaal reproductiegetal is het verwachte aantal secundaire besmet-
tingen dat wordt veroorzaakt doordat één besmet individu in een verder volledig
vatbare populatie wordt geintroduceerd [2].

Definitie 1.0.1 (Basaal reproductiegetal). Ry = 3 -

2=

Het basaal reproductiegetal is een belangrijke maat voor het analyseren van een
epidemie. Wanneer Ry groter is dan 1, is de infectiekracht groter dan de gene-
zingssnelheid, en groeit de infectie binnen de populatie. Wanneer Ry kleiner is
dan 1, genezen individuén sneller dan zij anderen besmetten, en sterft de infectie
uit [1].

Het epidemische SIR-model wordt vaak als eerste benadering toegepast tijdens
een ziekte-uitbraak om schattingen te verkrijgen over de potentiéle verspreiding
van de ziekte. Zo is via het SIR-model nuttige informatie verkregen over de ver-
spreiding van de Ebola-uitbraak in Afrika van 2014 [2]. Ook voor de pandemie
waarin wij ons nu bevinden, blijkt het SIR-model nuttig te zijn. Zo construeerden
[5] een epidemiologisch model voor de COVID-19-epidemie in Italié, met als basis
het SIR-model.

[7] formuleerden het SIR-model oorspronkelijk als deterministisch model; een stel-
sel van gewone differentiaalvergelijkingen dat de veranderingen van het aantal
individuén per groep beschrijft [6]. Voor een populatie van constante grootte



N =S(t)+ 1(t) + R(t) geldt
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De stochastische variant van het SIR-model is een continue-tijd-Markovketen
waarbij de transitiesnelheden van het proces gebaseerd zijn op [I.Il Voor het
opstellen van het stochastische SIR-model worden twee kansvariabelen S en I ge-
definieerd. Hoe de waarden van S en I veranderen, hangt af van de infectiekracht
en genezingssnelheid van het proces. Wanneer het aantal besmettelijke individuén
binnen een populatie klein is, of wanneer variabiliteit in infectiekracht, genezings-
snelheid, geboortes en sterftes invloed heeft op het verloop van een epidemie, is
een stochastische aanpak gewenst. Daarnaast is het voor multivariate processen
moeilijk om een analytische oplossing te vinden voor stelsels van differentiaalver-
gelijkingen. Het is dan vaak eenvoudiger om de oplossing van het stelsel numeriek
te benaderen [1].

Het SIR-model is slechts één voorbeeld van een wiskundig epidemiologisch model.
Een model dat veel lijkt op het SIR-model, is het SIS (Susceptible, Infectious,
Susceptible)-model [§]. In dit model bouwen individuén geen immuniteit op voor
de infectie nadat zij besmet zijn geraakt. Dit houdt in dat genezen individuén
terugkeren in de groep van vatbare individuén. De populatie wordt dus onder-
verdeeld in slechts 2 groepen; vatbaren en besmettelijken. Het stelsel van gewone
differentiaalvergelijkingen dat het SIS-model kenmerkt, is
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Het stroomdiagram dat bij hoort, is weergegeven in figuur [1.2]

Wanneer individuén tijdelijk immuun zijn voor een ziekte nadat ze zijn genezen,
kan het SIRS (Susceptible, Infectious, Recovered, Susceptible)-model worden toe-
gepast [2]. Zo is er nog een aantal vergelijkbare epidemiologische modellen die
berusten op een stelsel van gewone differentiaalvergelijkingen.



Susceptible Infectious

Figuur 1.2: Stroomdiagram tussen de 2 groepen van het SIS-model.

In deze scriptie laten we zien hoe stochastische processen voor het SIR- en SIS-
model opgesteld kunnen worden vanuit het deterministische raamwerk van de
modellen. De stochastische modellen kunnen worden gebruikt om voorspellingen
te doen over het aantal vatbare en besmettelijke individuén op een bepaald tijd-
stip en over de kans op een grote uitbraak.

De structuur van deze scriptie is als volgt: in Hoofdstuk 2 wordt de theorie achter
continue-tijd-Markovketens besproken. FEr worden 3 manieren om een continue-
tijd-Markovproces te definiéren gegeven. In Hoofdstuk 3 laten we zien hoe het
SIR-model als toepassing van een continue-tijd-Markovketen geinterpreteerd kan
worden. We geven de 3 definities van een SIR-continue-tijd-Markovproces. In
Hoofdstuk 4 laten we zien hoe het stochastische SIR-model gesimuleerd kan wor-
den, en bespreken we de invloed van de parameters van het SIR-model op de
simulaties. We laten in Hoofdstuk 5 zien hoe de stochastiche interpretatie van
het SIR-model zich verhoudt tot de deterministische variant van het model. In
Hoofdstuk 6 behandelen we het SIS-CTMK-model.



Hoofdstuk 2

Continue-tijd-Markovketens

Een continue-tijd-Markovketen (CTMK) is een rechts-continu stochastisch proces
(X¢)i>0 met een aftelbare toestandsruimte en continue tijdsparameter ¢ dat vol-
doet aan de Markov-eigenschap [9]. Dit houdt in dat het gedrag van het proces
in de toekomst alleen athangt van de huidige toestand van het proces, en niet van
het verleden. We geven nu een formele definitie van een CTMK. Definities uit
deze sectie zijn verkregen uit sectie 2.2 van [9].

Definitie 2.0.1 (Continue-tijd-Markovketen). Fen proces (X;)i>o is een continue-
tijd-Markovketen als voor alle s,t > 0 en alle elementen i, j, x(u) € I waarvoor
0 <wu<s geldt dat

P(Xis =7 Xs =0, Xu=2,0<u<s) =P (X5 =j| X5 =1) .

Als bovendien geldt dat
P(Xirs =7 Xs =1)

onafhankelijk is van s, dan heeft het proces stationaire transitickansen.

Elk pad ¢t — Xi(w) van een CTMK maakt een aftelbaar aantal sprongen tussen
toestanden. De tijden Jy, J1, Jo, ... waarop zo'n sprong wordt gemaakt, zijn de
sprongtijden van (X3):>o.

Definitie 2.0.2 (Sprongtijden).

J() = 0, Jn+1 :inf{t 2 Jn|Xt #Xjn},n Z 0.



Tussen twee sprongen in bevindt het proces zich voor enige tijd in dezelfde toe-
stand. De tijdsduren dat het proces zich in dezelfde toestand bevindt, oftewel
de tijden tot de volgende sprong wordt gemaakt, zijn de wachttijden Sy, Ss, Ss, ...
van (Xt)tZO‘

Definitie 2.0.3 (Wachttijden).

(2.1)

00 anders

S = { Jp — Jpo1 als J,_1 < 00
voorn > 1.

Definitie 2.0.4 (Sprongketen). De sprongketen van het proces (X;)i>o is de keten
(Yo)n>o gedefinieerd door
Yn = XJn, n Z 0.

De waarden van de sprongketen veranderen niet continu in de tijd, maar in stapjes.
Daarom is de sprongketen van een CTMK een discrete-tijd-Markovketen. In sectie
4.1 uit [I0] wordt de volgende definitie van een discrete-tijd-Markovketen gegeven.

Definitie 2.0.5 (Discrete-tijd-Markovketen). Fen discrete-tijd-Markovketen is
een stoschastisch proces {X,, n =0,1,2,...} waarvoor voor alle i,j € I en alle
n > 0 geldt dat

P(Xn—l-l =J | Xo =10,y Xpn-1 = lp1,Xpn = Zn) = ]P)(Xn-I—l - .]|Xn:z) .

De volgende stelling over de wachttijden van een CTMK komt uit sectie 6.2 van
[10].

Stelling 2.0.1. De wachttijden (S,)n=12.. van een continue-tijd-Markovketen
zign exponentieel verdeeld.

Bewigs. Stel dat een continue-tijd-Markovketen (X;);>o op tijdstip 7 naar toe-
stand ¢ transitioneert. Zij S de tijd voor de eerstvolgende sprong van het proces.
Stel dat het proces toestand ¢ niet verlaat tussen 7 en 74 s voor een s > 0, oftewel
S > s. De kans dat het proces de toestand niet verlaat tussen 7 +sen 7+ s+t
voor een t > 0 is, vanwege de Markov-eigenschap van het proces, onafhankelijk
van het verleden, oftewel

P(S > s+1t[S >s)=P(S >1).



Stel g(t) = P(S > t) zodat
g(s+1t)=g(s)g(t), voor alle s,t > 0. (2.2)

Omdat het proces (X;);>o rechts-continu is, kunnen we aannemen dat S > 0. Dus
er is een n > 0 zodat g (%) =P (S > %) > 0. Herhaaldelijk toepassen van

geeft
1 1 A
9(1)29(—+--~+—) =9 (—) >0,
n n n

dus g(1) = e * voor een 0 < X < . Zij p,q € Ny. We hebben dan op dezelfde

manier .
g(1) = gf (—) ,
q

g (z) gl (1).

Dus voor alle rationale getallen r > 0 geldt g(r) = g(1)" > 0, dus g(r) = e™".
Merk op dat g een dalende functie is. Voor t > 0, kies r,s > 0 zodat r <t < s.

We hebben
e =g(r) > g(t) > g(s) = e,

Omdat we s en r willekeurig dichtbij ¢ kunnen kiezen, kunnen we concluderen dat
g(t) = e, dus S is exponentieel verdeeld met parameter \, oftewel S ~ E(\).
O

waaruit volgt dat

Als een proces (X¢)i>o een eindige toestandsruimte heeft, wordt de kans op een
gebeurtenis volledig bepaald door de gezamenlijke distributie van de wachttijden
en spronketen van het proces [9]. De kans P (X; =4, i € I) wordt in dit geval
gegeven door

P(X, =) = ZIP’ =, Jy <t < Jup)

en
P(X, =i voor een t € [0,00)) =P (Y, =i voor een n > 0) [9].

Een proces met een eindige toestandsruimte kan dus volledig geconstrueerd wor-
den aan de hand van zijn wachttijden en sprongketen. Continue-tijd-Markovketens
kunnen echter op verschillende manieren worden gedefinieerd, ook aan de hand



van de de transitiesnelheden of transitiekansen van het proces. In sectie |2.4] geven
we 3 formele definities voor een CTMK, en laten we zien dat deze equivalent zijn.
In de volgende secties bespreken we de theorie die nodig is om tot deze definities
te komen.

2.1 Q-matrix

De snelheid waarmee een CTMK tussen toestanden overgaat, kan worden be-
schreven aan de hand van een transitiediagram. In een transitiediagram zijn de
toestanden uit de toestandsruimte van het proces verbonden op basis van transi-
tiesnelheden. Een pijl van toestand ¢ naar j heeft als waarde de snelheid waarmee
het proces van toestand i naar toestand j overgaat [9]. In figuur is een simpel
voorbeeld van een transitiediagram voor een continue-tijd-Markovketen met toe-
standsruimte [ = {A, B, C'} weergegeven.

3/+A

//1/ \2\
C

B\l/\

Figuur 2.1: Voorbeeld van een transitiediagram.

De informatie uit het transitiediagram kan ook worden genoteerd in een zogeheten
Q-matriz. De volgende definitie komt uit sectie 2.1 van [9].

Definitie 2.1.1 (Q-matrix). Zij I een aftelbare verzameling. Een Q-matrix op [
is een matriz @ = (q;; |4, j € I) die voldoet aan:

(i) 0 < —q;; < o0 voor alle i;
(ii) qi; > 0 voor alle i # j;

(i1i) 3 cr 2y = 0 voor alle i.



Een element ¢;;,7 # j van een Q-matrix representeert de snelheid waarmee het
proces van toestand i naar j gaat. Voorwaarde (ii) houdt dus in dat alle transi-
tiesnelheden niet-negatief zijn.

Merk op dat een transitiediagram geen waarde toekent aan de transitie van een
toestand naar zichzelf. Echter, voorwaarde (iii) houdt in dat in een Q-matrix de
diagonaalelementen ¢;; zo worden gedefinieerd dat

Qs = — Z Qij-
j#i

Een transitiediagram correspondeert met een unieke Q-matrix. Het transitiedia-
gram uit correspondeert met de volgende Q-matrix:

-3 1 2
Q= 3 —41 (2.3)
0 0 0

We weten nu iets over de snelheden waarmee een CTMK tussen toestanden transi-
tioneert, maar we zijn op zoek naar een stochastische matrix die informatie bevat
over de transitiekansen van het proces. De volgende definitie van een stochastische
matrix is verkregen uit sectie 2.1 van [9).

Definitie 2.1.2 (Stochastische matrix). Een matriv P = (p;;|i,7 € I) is sto-
chastisch wanneer deze voldoet aan

(1) 0 < p;; < oo voor alle i,j
) Zpij =1 woor alle i.

jel

Een stochastische matrix geeft voor alle 7,7 € I de kansen dat een proces vanuit
toestand 7 naar toestand j transitioneert. Uit een (Q-matrix kan een zogeheten
sprongmatriz geconstrueerd worden. In de volgende sectie zullen we zien dat een
sprongmatrix een stochastische matrix is.

2.2 Sprongmatrix

Sectie 2.6 van [9] bevat de volgende definitie van een sprongmatrix.

10



Definitie 2.2.1 (Sprongmatrix). De sprongmatrix II = (m;; |4,j € I) behorend
tot de Q-matriz () wordt gedefinieerd door

T — Gij/ —qi alsj#ien —qy #0;
* 0 als j #ien — q; = 0.

o 0 als —g; #0;
Ti =\ 1 als — gii = 0.

Voor elke rij in @) bekijken we de niet-diagonale elementen en schalen deze zodat
ze optellen tot 1. Wanneer alle niet-diagonale elementen 0 zijn, is dit niet mo-
gelijk. In dit geval krijgt het diagonaalelement de waarde 1. Anders krijgt het
diagonaalelement de waarde 0.

IT is een stoschastische matrix. Immers, voor alle ¢ € I geldt dat

Zﬂ'ij = 17

jel

en voor alle 4,7 € I geldt dat 0 < m; < oo.

De matrix IT die bij transitiediagram [2.1] en Q-matrix [2.3 hoort, is

0 1/3 2/3
M= 3/4 0 1/4 |. (2.4)
0 0 1

2.3 Stochastische matrix P(t)

In deze sectie bekijken we de matrix P(t) = e!?. We zullen laten zien dat P(t)
een stochastische matrix is voor alle ¢, en dat P(t) de unieke oplossing is van de
voorwaartse vergelijking

d

SP() = PR, P(0) =1,

en van de achterwaartse vergelijking

d
ZP(t) = QP(t), P(0)=1.

De volgende stelling komt overeen met stelling 2.1.1 van [9]

11



Stelling 2.3.1. Zij I een eindige verzameling met |I| elementen. Zij Q € R
Stel P(t) = e'?. Dan voldoet (P(t) |t > 0) aan de volgende eigenschappen:

(i) P(s+t)= P(s)P(t) voor alle s,t;
(i) (P(t)|t > 0) is de unicke oplossing van de voorwaartse vergelijking

d
SP() = PU)Q. PO)=T (25)

(i1i) (P(t)|t > 0) is de unieke oplossing van de achterwaartse vergelijking

d
P =QP), PO) =1

(iv) Voor k=0,1,2,..., geldt

Het bewijs van stelling volgt dat van [9].
Bewiys.

(i) Voor alle s,t € R geldt dat s@Q en () commuteren, dus
65Q+tQ — BSQetQ,
dus

P(s+1) = elst)Q — 3QHQ — 350,10 — P(5)P(1).

(ii)) Er geldt

Pt) = 9 = Z“Z) . (2.6)

12



We laten nu zien dat een oneindige convergentieradius heeft, naar voor-
beeld van Appendix 2.10 van [9]. Hiervoor gebruiken we het gegeven dat [
eindig is. Zij N = |I|. Dan heeft @) dimensie N x N. We passen de volgende
twee matrixnormen toe op @):

Q| = sup{|Qv| } (2.7)

vz0 | [Vl

| @ [l = sup|gl, (2.8)
2y

waarbij v een vector in RY is. Merk op dat ¢;; < oo voor alle 4,5 € I, dus
IQ [l < oo

Voor alle vectoren w geldt

QlJl :sup{@}m > 190 ) g

v£0 |U| |U}|

In het bijzonder geldt voor de eenheidsvectoren e;,1 < ¢ < N met norm 1
dat

|Qej] < Q).

Eris een j € I zodat |g;;| = sup; j; [gi;| voor een j € I. Hieruit volgt dat

1Q Il = laid® < D i = 1Qesl* < |QP.

el

Aan de andere kant hebben we ook

Quft = (zsz

iel jel
2
<> (Z sup |ql-j\|vj!>
iel \jer W€l
2
2
Mol (z m) |
jel

13



Toepassen van de ongelijkheid van Cauchy-Schwarz geeft ons nu

Qu” < N2 @ |1 7[vf?,

waaruit volgt dat |Q| < N|| @ || . Dus

1Q 1. <RI SN[ Q" < oo

Voor alle N x N matrices M, M5 en alle vectoren v € RY geldt
|(My + Ma)v| < [Myo] + [Mav| < (|My| + [Ma)|v]

en
| My Myv| < | My||Myv| < | My || Ms]|vl.

We bekijken nu voor n =0,1,2,... de eindige som
@
E(n) = kz R
=0

Voor alle m,n met m < n en alle 7,7 € I geldt
[(E(n) — E(m)y| <|| E(n) — E(m) [l
< |E(n) — E(m)|
> W
k=m+1

— QI
. k!
k=m+1

Omdat |Q| < oo, convergeert ZZ‘;O% volgens de ratiotest.

m,n — oo, dan
n k
|i'| O.

k=m+1

Dus als

Hieruit kunnen we concluderen dat elk component van E(n) een cauchy-
reeks vormt. Dus elk component van E(n) convergeert. Hieruit kunnen we

concluderen dat

0 Qk
k=0

14



goed gedefinieerd is en de machtreeks

(¢9) = (tQy)"
g k!
een oneindige convergentieradius heeft voor alle i, 7 € I. Hieruit volgt dat

elk component van e'? differentieerbaar is. De afgeleide van de machtreeks
is de reeks van afgeleiden van de termen:

Dus P(t) voldoet aan de voor- en achterwaartse vergelijkingen.

We laten nu zien dat P(t) de unieke oplossing van de voor- en achterwaartse
vergelijkingen is. Stel dat de matrix M (¢) ook voldoet aan de voorwaartse
vergelijking, dus

d

SM(t) = M()Q.

Er geldt dan, volgens de kettingregel voor differentiéren, dat

d —t d —t d —t
& 10e9) = (210 @+ 2100 ()
= M(t)Qe™*? — M(t)Qe '@
= 0.

Dus M (t)e '@ = AlfT(tt)) is constant, dus M (t) = P(t). Hieruit concluderen we

dat P(t) de unieke oplossing is van de voorwaartse vergelijking. Eenzelfde
bewijs kan gegeven worden voor de uitspraak dat P(t) de unieke oplossing
is van de achterwaartse vergelijking. Hiermee zijn (i7) en (iii) aangetoond.

]

Aan de hand van stelling 2.1.2 uit [9] laten we zien dat de matrix P(t) = ¢'?, met
() een Q-matrix, een stochastische matrix is. Het bewijs voor deze stelling volgt
dat van [9].

Stelling 2.3.2. Als I een eindige verzameling is, en Q € RIMH een Q-matriz
is, dan is P(t) = '@ een stochastische matrixz voor alle t > 0.

15



Bewigs. Stel dat een matrix () op een eindige verzameling I een Q-matrix is. Zij

P(t) = e'?. Per definitie is
o0 k
Q _ (tQ)
© ; K

dus we kunnen P(t) schrijven als

P(t):i(tg)k:1+tcg+@+.... (2.9)

Voor t | 0 geldt

P(t) =I+1tQ+ O(t*)

Uit het gegeven dat () een Q-matrix is, volgt dat voor alle elementen (i, j) van @
geldt dat ¢;; > 0. Voor voldoende kleine ¢ > 0 geldt ook 1+ tg; > 0. Dus, voor
t > 0 voldoende klein, geldt

0 < p;j(t) < oo voor alle i,j € I. (2.10)
Uit [2.9 volgt dat

ol alsi#
145000, Bl q)5 4 =,

We bekijken nu de rijsommen van de matrix P. Uit volgt dat voor alle 7 € [
de bijbehorende rijsom als volgt kan worden geschreven:

(t Qii)n - (t Qi')(n)
n! * Z Z nj!

jel j#i n=1

D bty =1+

Jel

16



Merk op dat

Z ()" = Z Z (gin)"™" qij

jer jel kel
. n—1
= (Qik) qkj
kel jel

=0 (def2.1.](éid)),

dus voor alle 7 € I geldt

Zpij(t) =1 (2.12)

jel
Uit en volgt stelling [2.3.2] ]

2.4 Definities van een CTMK

In deze sectie geven we 3 verschillende definities van een CTMK-model, aan de
hand van de Q-matrix, sprongmatrix en stochastische matrix P(t) = e'?.

Zij (Yn)n>o een discrete-tijd-Markovketen met initiéle distributie ds, ;) en tran-
sitiematrix II. Zij T1,T5, ... onathankelijke exponentiéle kansvariabelen met pa-
rameter 1, onafthankelijk van (Y},),>0. Definieer

" Q(Yn—l)’
J,=51+---+85,

en

{ Y, als J, <t < J,y1 voor een n
Xt —
oo anders .

Dan geldt voor alle n > 1, conditioneel op Yy, .. .Y, _1, dat de wachttijden Sy,..., S,
onafhankelijke exponentiéle kansvariabelen zijn met parameters ¢(Yp), ..., q(Yn_1)
respectievelijk [9]. We zeggen dan dat (X;);>0 Markov(d(s,.i,), @) is. Dit noemen
we de sprongketen-en-wachttijdendefinitie van (X;);>o.

De volgende stelling komt overeen met stelling 2.8.2 van [9].

17



Stelling 2.4.1 (Hoofdstelling). Zij (X;);>0 een rechts-continu proces met een ein-
dige toestandsruimte I en initiéle toestand Xo = (So,10). Zij Q een Q-matriz op I
met bijbehorende sprongmatriz II. Dan zijn de volgende 3 voorwaarden equivalent:
(i) (Sprongketen-en-wachttijdendefinitie)
(X1)e=0 s Markov(d(s,.iq), @)-

(ii) (Infinitesimale definitie)

Voor alle t,h > 0 geldt dat X;yp, conditioneel op X; =i, onafhankelijk s
van (Xs) + s < t. Bovendien geldt voor alle j € I dat als h | 0 uniform in
t, dan

P(Xisn =7 Xt =1) = 65 + qijh + o(h);

(#i) (Transitiekansendefinitie)
Voor alle n = 0,1,2,..., alle tigden 0<t; <ty <---<t,11 en alle toe-
standen ig, ..., in11, geldt

P ( Xty = tns1 | Xeg = G0, Xo, = in) = Dininar (bns1 — tn)

waarbij (pi;|i,7 € I,t>0) de unieke oplossing is van de voorwaartse ver-
geligking
P'(t)=Pt)Q, P(0)=1. (2.13)
Als (X;)i>0 aan één van bovenstaande voorwaarden wvoldoet, wordt (X;);>o een
Markovketen met generatormatrix @) en initiéle toestand (so,ig) genoemd.

We zullen nu stelling bewijzen. Hiervoor gebruiken we de notatie ¢; = —g;;.
Het bewijs volgt het bewijs van [9].

Bewiys.

(1) = (ii) Stel dat (i) waar is. Dan Xy =14. Als h | 0, dan geldt
ediilt

=1—qh+o(h).
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Voor j # i geldt
P (Xn=7) 2Pi(J1 <h,Y1=j,5 >h)
(L—em®") - em "

= (gih) (1 — q;h) mi; + o(h)

Stel ¢; # 0. Dan geldt dat m;; = ¢;;/¢;. We krijgen dan

‘ Gij
P; (X =J) > (¢ h — qigj 1°) q] o(h)

Stel dat ¢; = 0. Dan geldt dat m;; = 0. Hieruit volgt dat
P; (X, =j) =0.
Voor alle toestanden j € I geldt dus
P; (Xp = j) > i + qijh + o(h),

waarbij

Er moet gelden dat
d P (Xn=4) =1,

waaruit volgt dat
PZ(X}L = j) = 52‘3' + qz-jh -+ O(h)

voor alle j € [.

Volgens de Markov-eigenschap geldt voor alle ¢, h > 0, conditioneel op X; =
i, dat X, onathankelijk is van (X;|s <t), en als h | 0 uniform in ¢, dan

P (Xpsn = j| Xo =) =P; (Xu = j) = dij + @ijh + o(h).
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(17) = (i13) Zij P(t) de matrix zodat
pij(t) = Pi( Xy = j) = P(X, = j|Xo =1). (2.14)
Als (i7) waar is, dan geldt

pij(t +h) = Pi(Xipn = j)

kel

= P(Xph = jIXi = k)pa(t)
kel

=D (6 + arh + o(h)) pu(t)
kel

= pi;(t) + Z Qrj Pir(t) h+o(h)).

kel

Hieruit volgt dat

P (t + h})L —pij(t) _ Z (qr; Pir(t)) + O(h),

kel

dus p;;(t) is rechts-differentieerbaar.

Op dezelfde manier zijn we in dat

pij(t) = > P(X, = j| X, = k)P(X,, = k| Xo = i)

kel
- pzy t - + Z qk;j pzk h + O(h)
kel
waaruit volgt dat
pz(t pz
2 2 Z qkj pzk h)
kel

Dus p;;(t) is links-differentieerbaar.
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We kunnen nu concluderen dat p;;(t) differentieerbaar is en voldoet aan de
voorwaartse vergelijking

i’ (8) =D pii(t) ajy pii(0) = b, (2.15)

We weten dat I een eindig aantal elementen bevat. Uit stelling volgt
dat p;;(t) de unicke oplossing is die voldoet aan [2.15]

Uit (1) volgt dat

P (th+1 = Z.TH-I‘XL‘O =0y -y Xp, = Zn) =P (th+1 = in+1|th = Zn) :

n

Bovenstaande vergelijking geldt voor alle (th +1) >0

Uit [2.14)volgt dat voor allen > 0,0 < t; < --- < t,, en toestanden ig, . . ., i41

P (th-i-l = Z-n-l-l ’Xt = in) - pinin+1(tn+l - tn)a
waarmee (i1) = (4i7) is aangetoond.

(i1) = (i) Er is een proces (Xi)i>o dat voldoet aan de omschrijving (7). We hebben
net laten zien dat dit proces dan ook aan (iii) voldoet. Dus er is een proces
(X¢)i>0 dat zowel aan (i) als aan (iii) voldoet.

Stel nu dat (i7i) # (i). Dan bestaat er een proces (X;);>o dat wel aan (i)
voldoet, maar niet aan (7). Echter, voorwaarde (iii) bepaalt volledig de
eindig-dimensionale distributies van het proces en daarmee ook zijn wacht-
tijden en sprongketen. Dus er bestaat geen proces dat aan (iii) maar niet
aan (7) voldoet.

We kunnen nu concluderen dat (iii) = (7).
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Hoofdstuk 3
Het SIR-CTMK-model

3.1 Toestandsruimte, Q-matrix en sprongmatrix

Een CTMK zou een geschikte methode kunnen zijn om het deterministische SIR-
model te representeren. In dit hoofdstuk stellen we een stochastisch proces samen
dat berust op [I.1 We zullen zien dat de toestandsruimte van het proces aftelbaar
is. De Markov-eigenschap van het proces is een redelijke aanname. De snelheid
waarmee nieuwe besmettingen plaatsvinden is alleen afhankelijk van het aantal
vatbaren en besmettelijken in de populatie op dat moment, dus geheugen. Of de
ziekteduur per persoon exponentieel verdeeld is, zou onderzocht kunnen worden.

We zullen 3 definities geven voor het SIR-CTMK-model zoals in stelling [2.4.1]
De toestandsruimte I van het SIR-CTMK-model is

I'={(s,i)|0<s+1<N, s,i € Ny}
De kansvariabelen van het proces zijn S(t) en I(t).
De transitiekansen van het proces zijn gebaseerd op [I.1} Het proces is stationair.
Door aan elke toestand uit de toestandsruimte de bijbehorende infectiekracht

en genezingssnelheid toe te kennen, komt het transitiediagram uit figuur tot
stand.

De toestanden (s,7) waarvoor i = 0 zijn de absorberende toestanden van het SIR-
CTMK-model. Wanneer het proces in zo'n toestand terechtkomt, blijft het in die
toestand. Een epidemie eindigt wanneer het proces zo’n absorberende toestand
bereikt [I].
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Figuur 3.1: Transitiediagram voor het SIR-model met populatiegrootte N. Rode
pijlen corresponderen met de infectiekracht 5(s/N)i, blauwe pijlen met de gene-
zingssnelheid ~i.
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We stellen nu de Q-matrix () op voor |3.1 op. Voor de elementen van () geldt:

(
B als (r,j) = (s— 1,1+ 1),

vi als (r,j) = (s,i— 1),

Q(s.i)(r) = (3.1)
_6%2 - ’YZ als (Thj) = <S7i)a

0 anders.

\

Voor de elementen van de bijbehorende sprongmatrix II geldt

(

1 als (r,j) = (s,i) en i = 0,

Bsfj\ﬁy als (r,7) = (s = 1,i+1) eni #0,
ﬂ‘(Sﬂ;)(’l’J) = (32)

Bs]i—’]yV'y als (r,j) = (s,i—1) eni #0,

0 anders .

@ en II zijn beide (N“)Q(N“) X (NJrl)é(N”))—matrices. Voor grote waarden van

N is het dus moeilijk deze matrices volledig uit te schrijven. Als voorbeeld bekij-
ken we een populatie van grootte N = 3.

Voorbeeld 1. Stel dat N = 3. De toestandsruimte met voor elke toestand de
bijbehorende infectiekracht S3i en genezingssnelheid ~yi, is afgebeeld in . De
Q-matriz voor dit transitiediagram is gegeven in vergelijking[3.3. De bijbehorende
sprongmatrix, onder de aanname daty > 0 of f > 0, wordt gegeven in vergelijking

(54
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Figuur 3.2: Transitiediagram van het SIR-model voor N=3.

[ (0,0) (1,0) (2,0) (3,0) (0,1) (1,1) (2,1) (0,2) (1,2) (0,3) ]
(0,0) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(10) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(2.0) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(3.0) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Q=1 01 v 0 0 0 —y 0 0 0 0 0
(11) 0 v 0 0 0 —y-4 0 g 0 0
(2.1) 0 0 v 0 0 0 —y -z 0 2 0
(0.2) 0 0 0 0 2y 0 0 —2y 0 0
(12) 0 0 0 0 0 2y 0 0 —y-% %
(3.0) 0 0 0 0 0 0 0 3y 0 -3y |
' (3.3)
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[ (0,0) (1,0) (2,0) (3,0) (0,1) (1,1) (2,1) (0,2) (1,2) (0,3) ]
00) 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(10) 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
20) 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
(300 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

=1 ©1) 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(11) 0 = 0 0 0 0 0 5 0 0
2.1) 0 7257 0 0 0 0 0 o 0
02) 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
(12) 0 0 0 0 250 0 0 =2
(30) 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
) (3.4)

3.2 Definities van een SIR-CTMK

We gaan nu aan de hand van [3.1] en [3.2] een SIR-CTMK-proces construeren. We
hebben de volgende 3 definities van een SIR-CTMK-model.

Stelling 3.2.1 (Definities SIR-CTMK-model). Zij (X;)i>0 een rechts-continu pro-
ces met toestandsruimte

I'={(s1)|0<s+i<N, s,i€e€ Ny},

en initi€le distributie (s, 4). 21 Q een Q-matriz op I met bijbehorende sprong-
matriz 11, die voldoen aan |5.1] en |5.4, respectieveligk. Dan zign de volgende 3
uitspraken equivalent:

(1) (Sprongketen-en-wachttijdendefinitie)
(Xt)tzo 18 MCLT’kOU(é(SO’Z‘O), Q)

(77) (Infinitesimale definitie)
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Voor alle t,h > 0 geldt dat Xy, conditioneel op X; = (s,1), onafhankelijk
is van (X, |u <t). Bovendien geldt voor alle j € I dat als h | 0 uniform
m t, dan

P(Xeyn = (r,J) | Xe = (5,1) = O(s.0)(rj) T Usi)r) Pt + 0(R);
oftewel

S

P(Xpn = (s— 1i+1)| X, = (s,1)) = h (Bﬁi) +o(h)
P(Xepn = (s,i — 1) | Xy = (5,4)) = h(vyi) +o(h)

P(Xion = (s5,0) | Xo = (s,9)) = 1—h (5%’ + w’) + o(h).

(#i) (Transitiekansendefinitie)

Voor alle n = 0,1,2,..., alle tijden 0 <t; <ty <---<t,.1 en alle toe-
standen (s,7)o, ..., (S,1)nt1, geldt

IP) (th+1 S, i)n+1 | Xt() = (SO, Z.O)a e ,th = (Sn7 Zn)

= (
= p(snain)(5n+17in+l) (tn+1 - tn) )

waarbij (p(s;i)(r,j) | (s,4),(r,j) € I,t > O) de unieke oplossing is van de voor-
waartse vergeligking

P'(t)=Pt)Q, P(0)=1. (3.5)

uitgeschreven in coéfficiénten is

Pl (s—1i41) () (B1) + sty s,im1) (1) Vi = Disys.) () (=851 — i)
als 1 <i<N-—-1,5s>1,

Pl = 1 P.0.i-1) (Vi — Po,iy0) ()i
als 1 <i< N,s=0,

0 anders .
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Voor de beginwaarden van [3.5 geldt
Pes)r)(0) = Os,i)r,g)-

Als (Xi)i>0 aan één van bovenstaande voorwaarden voldoet, is (Xi)i>o0 een SIR-
CTMK-proces. De parameters die het proces vastleggen zijn N, 3, v en de initiéle
toestand (sg, ig).

Er is geen simpele manier om de matrix P(¢) in een expliciete gesloten vorm te
vinden. We kunnen echter P(t) wel benaderen voor een eindige toestandsruimte
door de oneindige som af te kappen tot een eindige som. Voor een benadering
van de kans op een grote ziekte-uitbraak aan de hand van het SIR-CTMK-model
verwijzen we naar [I].
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Hoofdstuk 4

Simulaties

4.1 Gillespie-algoritme

Voor processen met twee variabelen is het vaak lastig een analytische oplossing
te vinden voor de transitiekansen aan de hand van de voorwaartse vergelijking
[2.5] Het is dan vaak eenvoudiger om numeriek voorbeeldpaden van het proces
te simuleren [I]. Een methode die hiervoor gebruikt kan worden is het Gillespie-
algoritme. De manier waarop we het algoritme hebben geimplementeerd, komt
overeen met [I]. Voor elke transitie van het proces worden twee uniforme random
getallen uy, uy € U0, 1] gegenereerd; één voor de wachttijd tussen twee transities,
en één om te bepalen welke gebeurtenis heeft plaatsgevonden.

Voor het SIR-CTMK-model geldt dat een wachttijd T" exponentieel verdeeld is
met parameter \, T ~ Ae~*, waarbij

s
A= f—i .
6] N + i

De waarde van de wachttijd 7 wordt als volgt berekend:

In Uy

A

T=—

Het tweede uniforme random getal uy bepaalt welke gebeurtenis heeft plaatge-
vonden; een besmetting of een genezing. Het interval [0, 1] wordt verdeeld in twee
stukken: [0, p1] en [p1,p1 + p2]. De grootte van de stukken wordt bepaald aan de
hand van de kans op een gebeurtenis. De kans op een bepaalde gebeurtenis wordt
bepaald door de relatieve grootte van de bijbehorende transitiesnelheid. Voor het
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SIR-CMTK-model geldt

Bls/N)i _ s
(s/N)i+~i [Bs+yN

p1 = P(besmetting) = 3

en .
vi yN

s/NYi+~i Bs+yN’
Merk op dat p; + po = 1. In het geval dat uy € [0, p;], vindt er een besmetting
plaats. Als us € (p1, 1] geneest een besmettelijk persoon. Het proces stopt wan-

neer ¢ = 0. In dit geval is een absorberende toestand bereikt, en zal het proces
niet meer transitioneren. [I]

po = P(genezing) = B

In algoritme [2|is pseudocode gegeven die gebruikt is om voorbeeldpaden van het
SIR-CTMK-model te simuleren.

Stel dat de gemiddelde besmettingsduur voor een bepaalde ziekte 10 dagen is, en
we dagen als tijdseenheid gebruiken. Dan kiezen we v = %. We zijn geinteresseerd
in het verloop van de epidemie voor verschillende basale reproductiegetallen,
vooral in het verschil tussen Ry < 1 en Ry > 1. We testen 5 = {0.05,0.1,0.2, 1}.
Voor onze simulaties hebben we gekozen voor N = 10.000 en /(0) = 100. In dit
geval is het initiéle aantal vatbaren relatief groot. Voor elke waarde [ wordt 5
keer een voorbeeldpad gegenereerd. Voor elk pad worden de waarden S(t) en I(t)
op de sprongtijden van het proces afgebeeld. Elke simulatie stopt op tijdstip ¢

waarvoor I(t) = 0. Op dit moment is de epidemie uitgestorven.

4.2 Resultaten

In de resultaten is terug te zien dat voor Ry > 1 (dus voor § = 0.2 en 5 = 1) het
aantal besmettelijken I(t) eerst stijgt. Hoewel er verschil te zien is tussen de voor-
beeldpaden voor een bepaalde parametersetting, hebben de paden met dezelfde
waarden [ en v ongeveer dezelfde vorm en richting. Voorbeeldpaden liggen dich-
ter bij elkaar voor Ry-waarden verder verwijderd van 1. Dit komt doordat de kans
op een besmetting en genezing voor deze waarden niet gelijk is verdeeld, maar
één van de twee vaker wordt gekozen door het algoritme, in alle voorbeeldpaden.
Voor alle waarden geldt dat de epidemie uiteindelijk uitsterft. Dit komt doordat
de populatie constant is en immuniteit voor de ziekte opbouwt na een besmetting.
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Algorithm 2 Pseudocode van het Gillepsie-algoritme voor het SIR-CTMK-
model.

. Stel parameters (3,7, 1(0) en N in.

1

2:

3: for aantal simulaties do
4 i=1(0);

5: s = N - I(0);
6:
7
8
9

while 0 <7 < N —1do
infectiekracht = 8 & ¢
genezingssnelheid = 7y ¢

10: totaal = infectiekracht 4+ genezingssnelheid
11:

12: Genereer een wachttijd:

13: Uy, U = U[O, 1]

14:

15: wachttijd = 24

16:

17: Bepaal of een besmetting of genezing heeft plaatsgevonden:
18: P(besmetting) = infectiekracht/totaal

19: P(genezing) = genezingssnelheid /totaal

20:

21: if uy <= P(besmetting) then

22: i=i+1

23: s=s-1

24: else

25: i=i-1
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Figuur 4.1: Voorbeeldpaden van S(t) en I(t) voor het SIR-CTMK-model voor
verschillende waarden van [ en ~.
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Hoofdstuk 5

Deterministisch SIR-model

Het deterministische SIR-model, dat berust op het volgende stelsel van differen-
tiaalvergelijkingen:

as S

- P (5.1)
dl S

%—W.N—’Y[, (5.2)
dR

- =5 (5.3)

is de mean-field benadering van het stochastische SIR-CTMK-model. In 1970 is
voor het eerst aangetoond dat voor het SIR-CTMK-model op een compleet net-
werk (waarin alle individuén onderling verbonden zijn) de fracties van het aantal
vatbare, besmettelijke en genezen individuén convergeert naar de oplossing van
het deterministische model als de populatiegrootte N groter wordt. In 2015 gaf
[3] een eenvoudiger bewijs voor deze eigenschap van het SIR-CTMK-model. In

geven we de hoofdstelling van [3].

Zij X,(t) een SIR-CTMK-model voor een populatie van grootte n. S,(t) is het
aantal vatbaren op tijdstip ¢, I,,(t) het aantal besmettelijken. We definiéren
Sn(t)

sty =220y = 2O

als de fracties van vatbaren en besmettelijken op tijdstip ¢, respectievelijk. De
exacte waarden van de verwachte waarden van S,(¢) en [,(t) kunnen worden

berekend met definitie (éii) van [3.2.1]
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Stelling 5.0.1. Als s,(0) — s¢ en i,(0) — ip als n — 00, en sg,ip € [0, 1], dan
convergeert (s,(t),i,(t)) uniform in gemiddelde kwadratische fout, oftewel

E [[|(sn(t), in(t)) — y(®II*] — 0,
op elk eindige tijdsinterval [0, T| naar de oplossing van de mean-field vergelijkingen

Yy = —By1y2, 11(0) = so, (5.4)
Yo = Byr1ya — vy, ¥2(0) = do. 5.5)

Door vergelijkingen 5.5 en [5.6|door de populatiegrootte te delen, krijgen we precies
vergelijkingen en van het deterministische model. Voor het bewijs van
stelling verwijzen we naar [3].
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Hoofdstuk 6
Het SIS-CTMK-model

Het voornaamste verschil tussen het SIR- en SIS-model is dat in het SIS-model be-
smettelijke individuén niet genezen, maar opnieuw vatbaar worden voor de ziekte.
In dit hoofdstuk stellen we een SIS-CTMK-model op. We gebruiken hiervoor de-
zelfde notaties voor de kansvariabelen als voor het SIR-model.

De toestandsruimte I voor het SIS-CTMK-model is gelijk aan die van het SIR-
model, oftewel
I'={(s,1)|]0<s+i<N, s,i € Ng}.

Het transitiediagram voor het SIS-CTMK-model voor een populatie van grootte
N is gegeven in figuur [6.1]

De elementen q(s ), jvan de Q-matrix ¢ van het SIS-CTMK-model voldoen aan

(

Bi als (t,7) = (s —1,i+ 1),

i als (t,§) = (s +1,i— 1),
s, (t.5) = (6.1)

_6%2 — ’y’l als (t,j) = (Sai)a

0 anders .
\

Voor de elementen 74 ;)5 van de bijbehorende sprongmatrix II geldt
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Figuur 6.1: Transitiediagram voor het SIS-model met populatiegrootte N. Rode
pijlen corresponderen met de infectiekracht, blauwe pijlen met de genezingssnel-

heid.
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,35?5\77 als (t,]):(8—1,Z+1) eni;éO,

sk als (67) = (s+1,i—1) en i £0,
T(s,0)(t.5) = (6.2)

1 als (t,7) = (s,j) eni =0,

0 anders .
\

We kunnen nu stelling toepassen. In stelling [6.0.1] geven we de 3 definities
van het SIS-CTMK-model.

Stelling 6.0.1. Zij (X;);>0 een rechts-continu proces met toestandsruimte
I'={(s,1)|0<s+1<N, s,i € Ny},

en initiéle distributie d(s;). Zij Q een Q-matriz op I met bijbehorende sprong-
matriz 11, die voldoen aan [6.1] en respectievelijk. Dan zijn de volgende 3
uitspraken equivalent:

(i) (Sprongketen-en-wachttijdendefinitie)
(Xt)e=0 s Markov(ds s, Q).

(ii) (Infinitesimale definitie)

Voor alle t,h > 0 geldt dat Xy, conditioneel op X; = (s,1), onafhankelijk
is van (X, |u <t). Bovendien geldt voor alle j € I dat als h | 0 uniform
m t, dan

P(Xesn = (r,5) | Xe = (5,1) = O(s.0)(rj) T Usi)r)lt + 0(R);

oftewel

P(Xpn = (s— Li+1)| X, = (s,i)) = h(ﬂ%i) + o(h)

P(Xipn = (s+1,i—1)| Xy = (s,1)) = h(yi)+o(h)

P(Xion = (5,1) | Xo = (s,4)) = 1—h (5% + ’yi) + o(h).
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(#i) (Transitiekansendefinitie)

Voor alle n = 0,1,2,..., alle tijden 0 <t; <ty <---<t,.1 en alle toe-
standen (s,7)g, - .-, (8,1)ns1, geldt

P (th+1 = (87 i)nJrl |Xt0 = (57 i)Oa < 7th = (87 Z)n) = DP(5,))n(5,)nt1 (tn+1 - tn) )

waarbij (p(&i)(r,j) | (s,1),(r,j) € I,t > O) de unieke oplossing is van de voor-
waartse vergeligking

P'(t) = P(t)Q, P(0)=1. (6.3)

Als (Xt)e>0 aan één van bovenstaande voorwaarden voldoet, is (X¢)i>o een SIS-
CTMK-proces voor een populatie van constante grootte N, infectiekracht B(s/N)I,
genezingskracht i en initiéle distributie 0.

6.1 Simulaties

We hebben een kleine aanpassing gemaakt aan algoritme [2| zodat we voorbeeld-
paden van het SIS-CTMK-model kunnen simuleren.

In de resultaten zien we dat alleen in het geval dat f kleiner is dan ~ de ziekte uit
de populatie verdwijnt. De voorbeeldpaden voor 8 = v = 0.1 verschillen veel van
elkaar. Voor Ry > 1 zien we dat het aantal besmettelijken eerst sterk toeneemt.
Daarna vinden er nog wel kleine veranderingen in I(t) en S(t) plaats, maar deze
blijven ongeveer dezelfde waarde.
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Figuur 6.2: Voorbeeldpaden van S(t) en I(t)
verschillende waarden van 3 en 7.
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Hoofdstuk 7

Conclusie

In deze scriptie hebben we 3 definities van het SIR-CTMK-model voor een po-
pulatie van constante grootte N met infectiekracht 5(S(t)/N)I(t) en genezings-
snelheid vI(t) gegeven. We hebben laten zien hoe de kans op een grote uitbraak
benaderd kan worden aan het begin van een ziekte-uitbraak. Vervolgens hebben
we voorbeeldpaden van het SIR-CTMK-model gesimuleerd aan de hand van het
Gillespie-algoritme. Uit de resultaten van de simulaties van het model kan gecon-
cludeerd worden dat de keuze van  en - van grote invloed zijn op het verloop
van de epidemie. Om goede voorspellingen te kunnen doen over het verloop van
een ziekte-uitbraak, is het dus van belang goede schattingen te maken van 3 en

.

In deze scriptie is een stohastische versie van het SIR-model gepresenteerd. Er zijn
echter nog meer wiskundige epidemische modellen die als continue-tijd-Markovketen
opgesteld kunnen worden door de toestandsruimte, Q-matrix en sprongmatrix te
identificeren. Door de algemene opzet van deze scriptie is het mogelijk om andere
epidemische modellen met eindige toestandsruimte als continue-tijd-Markovketen
op te zetten. In Bijlage A laten we zien hoe het SIS (Susceptible, Infectious,
Susceptible)-CTMK-model gedefinieerd wordt.
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