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Samenvatting
In deze scriptie zullen we kijken naar technieken om het berekenen van de treedepth van een graaf G te
versnellen. De treedepth is hierbij de minimale hoogte van een woud T zodanig G een deelgraaf is van
de closure van F . Hierbij kijken we eerst naar een basis algoritme dat een looptijd heeft van O∗ (2n).
Daarna zal ook gekeken worden naar een algoritme dat beschreven is door Fomin e.a. [5], dat een
looptijd van O∗ (1.9602n) heeft. Ook hebben we gekeken of bepaalde knopen overgeslagen kunnen
worden door het algoritme. Dit wil zeggen dat we knopen in de graaf proberen te identificeren, waarbij
we dan vaststellen dat het niet zinvol is om deze knopen in de wortel van de treedepth decompositie
te zetten. Als laatste is ook gekeken om het algoritme te versnellen met branch and bound, waarbij
in het bijzonder is gekeken of we het algoritme nog sneller kunnen maken door het positive-instance
driven te maken. Het resulterende algoritme lost 26 van de 100 publieke testinstanties voor PACE
2020 binnen 30 minuten op.
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1 INTRODUCTIE 1

1 Introductie
De treedepth van een ongerichte graaf is een parameter gedefiniëerd door Nešetřil en Ossona de Mendez
[12]. Deze parameter heeft, door verschillende toepassingen, in de literatuur verschillende namen gekre-
gen, zoals de vertex ranking number [2], en de minimale hoogte van de elimination tree van een graaf
[12]. De formele definitie is als volgt:

Definitie 1.1. De treedepth van een ongerichte graaf G, genoteerd door td (G), is de minimale hoogte
van een woud F zodanig dat G een deelgraaf is van de closure van F . Hierbij is de closure van F de graaf
die verkregen wordt door het samenvoegen van de kanten tussen elke knoop x in F en de knopen op het
pad van x naar de wortel van de boom waar x in zit. We noemen F de treedepth decompositie van G.

Een voorbeeld van de treedepth decompositie is te zien in Figuur 1.
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(a) Graaf G.
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(b) Mogelijke treedepth decompositie van G.

Figuur 1: Graaf G, met een bijbehorende treedepth decompositie.

Algoritmisch gezien is bekend dat het berekenen van de treedepth een NP-volledig probleem is, zelfs
wanneer het enkel gebruik gemaakt wordt van relatief simpele grafen als een bipartite graaf [2]. Echter,
voor sommige graafklassen zijn wel polynomiale algoritmen bekend. Zo kan van bomen, bijvoorbeeld,
de treedepth in lineaire tijd berekend worden [17]. Wanneer het gaat om het exact berekenen van de
treedepth is inmiddels een algoritme gevonden dat dit in O (cn), met c < 2, kan berekenen [5]. Verder
kan de treedepth ook in polynomiale tijd benaderd worden met een factor O(log2 n) [1]. Verder is ook
bekend dat de treedepth geparametriseerd kan worden zichzelf [16], dat wil zeggen dat de looptijd van
het algoritme beschreven door Reidl e.a. [16] om de treedepth te berekenen geparametriseerd is door de
treedepth van de graaf. De treedepth kan verder ook gecodeerd worden als een satisfiability problem (SAT)
[6]. Dit betekent dat de treedepth ook met een SAT solver berekend kan worden.

Er zijn een heel aantal problemen die fixed parameter tractable (FPT) zijn als ze geparametriseerd worden
door de treedepth, zie bijvoorbeeld [7, 8, 11]. Dit betekent dat deze problemen een stuk sneller op te lossen
zijn wanneer bekend is dat de treedepth van de graaf relatief laag is. Dit onderstreept ook het belang om
te weten welke grafen een lage treedepth hebben.

We zullen nu gaan kijken naar het exact berekenen van de treedepth. We gaan een algoritme ontwikkelen
dat de exacte treedepth zal berekenen. Om dit algoritme te testen en te benchmarken zal gebruik gemaakt
worden van de 100 publieke testinstanties die zijn opgesteld voor PACE 2020 [13], dit is een competitie
voor algoritmische implementaties. Voor elk van deze testinstanties geldt een tijdslimiet van 30 minuten.
Dit algoritme zal niet alleen antwoord geven op de vraag wat de treedepth van een gegeven graaf G is,
maar ook hoe de treedepth decompositie eruit ziet. Ook kunnen we er voor elk van deze instanties vanuit
gaan dat de invoer van het algoritme een samenhangende graaf is. In het algoritme zullen we hier dus
ook van uitgaan. Dit algoritme zal ook officieel deelnemen aan PACE 2020. De code voor deze deelname
is te vinden in [3].

Voor het schrijven van dit algoritme, zullen we eerst kijken naar een basis dynamisch programmeer
algoritme en zullen we een analyse maken van het algoritme dat de treedepth sneller dan O∗ (2n) berekent.
De notatie met O∗ geeft hierbij aan dat ook de polynomiale factoren verborgen zijn. Daarna zullen we
zelf een aantal dingen proberen om het algoritme sneller te maken. Hiervoor kijken we naar manieren om
graafklassen als bomen via een sneller algoritme te berekenen, en we kijken of het mogelijk is om bepaalde
knopen in de graaf over te slaan. Dat wil zeggen, we kijken of we op basis van bepaalde graaf-structuren
iets kunnen zeggen over de locatie van bepaalde knopen in de treedepth decompositie. Als laatste zal dan
nog gekeken worden naar branch and bound technieken om zo het aantal branches in het algoritme te
reduceren.
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2 Basis algoritme
2.1 Dynamisch programmeer algoritme
Allereerst zullen we kijken naar een dynamisch programmeer (DP) algoritme dat de treedepth in O∗ (2n)
tijd berekent. Hiervoor zullen we eerst een recursieve definitie van de treedepth moeten opstellen. Deze
is opgesteld door Nešetřil en Ossona de Mendez in [12] en weergegeven in Definitie 2.1. De notatie C(G)
wordt hierbij gebruikt om de verzameling van samenhangende componenten van G aan te geven.

Definitie 2.1 ([12]). De treedepth van een samenhangende graaf G is gelijk aan

td (G) =

1 als
∣∣V (G)

∣∣ = 1
1 + min

v∈V (G)
max

H∈C(G \ v)
td (H) anders. (2.1)

De recursieve definitie in Definitie 2.1 suggereert dat we een DP algoritme kunnen maken dat de treedepth
kan berekenen. Zonder verlies van algemeenheid kunnen we ervan uitgaan dat een gegeven graaf G
samenhangend is. Anders kunnen elk van de samenhangende componenten van G los berekent worden.
We kunnen nu voor alle deelverzamelingen S ⊆ V (G), zodanig dat G[S] samenhangend is, td

(
G[S]

)
berekenen volgens (2.1). Wanneer we ervan uitgaan dat de treedepth van de samenhangende componenten
van de kleinere deelverzamelingen van knopen al berekend is, weten we dat de berekening van (2.1) in
polynomiale tijd gedaan kan worden. Voor het DP algoritme geldt dan dat we starten met de kleinste
deelverzameling S ⊆ V (G), waarbij G[S] samenhangend is, en S dan stap voor stap groter maken. Het
algoritme berekent dan de treedepth in O∗ (2n) tijd. De reden hiervoor is dat het aantal deelverzamelingen
van V (G) die samenhangend zijn, zo hoog kan zijn als O (2n). Om vervolgens de treedepth decompositie
hiermee uit te rekenen, moeten de gemaakte keuzes voor v worden opgeslagen. Wanneer we namelijk
voor elke graaf G weten welke keuze v het beste is, kunnen we v de wortel van de treedepth decompositie
maken en hier vervolgens de treedepth decomposities van C(G \ v) onder hangen.

2.2 Recursieve implementatie met memoisatie
Het algoritme dat wij gaan implementeren zal echter niet dit DP algoritme als basis hebben. Dit zal
namelijk een recursief algoritme met memoisatie worden. Een recursief algoritme met memoisatie is
namelijk makkelijker uit te breiden met, bijvoorbeeld, branch and bound technieken. Ook gaat zo’n
algoritme efficiënter met het geheugen om, omdat we alleen de waarden opslaan die nodig waren voor de
berekening, waarbij een DP algoritme ook waarden opslaat die we misschien nooit nodig hebben. Verder
zal dit algoritme in de basis een vergelijkbare looptijd hebben als het DP algoritme. De pseudo-code
van het algoritme is gegeven in Algoritme 1, waarbij opgemerkt moet worden dat MEM een hashtabel is
met daarin de eerder gevonden waardes van de treedepth geïndexeerd op de bijbehorende graaf. Ook
dit algoritme zal de treedepth in O∗ (2n) tijd berekenen. Immers, als de samenhangende componenten
van de kleinere deelverzamelingen van knopen al berekend is, weten we dat de berekening van (2.1) in
polynomiale tijd gedaan kan worden. Omdat we in het slechtste geval in O (n) tijd elementen uit de
hashtabel kunnen halen, geldt dat ook voor dit algoritme. Verder weten we dat vanwege de memoisatie
techniek elk van van deze samenhangende componenten maximaal één keer berekend wordt. Omdat we
verder weten dat er maximaal O (2n) van dit soort componenten zijn, kunnen we stellen dat de looptijd
van dit algoritme hooguit O∗ (2n) zal zijn.

3 Een algoritme sneller dan 2n

We zullen hier op hoofdlijnen het algoritme van Fomin e.a. [5] bespreken. Dit algoritme kan de treedepth
van een graaf berekenen in O∗ (cn) tijd, waarbij c < 2. Verdere details en bewijzen zijn te vinden in [5].

3.1 DP in een kleinere ruimte
In het DP algoritme dat beschreven is in sectie 2.1, hebben we gezien dat dit algoritme alle deelverzameling
van V (G) die een samenhangende graaf vormen moet doorlopen. In het slechtste geval zijn dit 2n
verzamelingen die bekeken moeten worden. Elk van deze verzamelingen die bekeken moeten worden,
noemen we een state. Er kan nu geprobeerd worden om het DP algoritme te versnellen door het aantal
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Algoritme 1 Treedepth berekening met memoisatie
Input: Een samenhangende ongerichte graaf G
Output: De treedepth van G

1: procedure Treedepth(G)
2: if MEM[G] 6= 0 then
3: . De treedepth van deze graaf is al eerder berekend
4: return MEM[G]
5: else if

∣∣V (G)
∣∣ = 1 then

6: return 1
7: else
8: bestResult ← ∞
9: . Kijk welke knoop in V (G) de kleinste treedepth oplevert

10: for all v ∈ V (G) do
11: max ← −∞
12: . Zoek het samenhangende component met de hoogste treedepth
13: for all H ∈ C(G \ v) do
14: if Treedepth(H) > max then
15: max ← Treedepth(H)
16: end if
17: end for
18: if max < bestResult then
19: bestResult ← max
20: end if
21: end for
22: MEM[G] ← bestResult
23: return bestResult
24: end if
25: end procedure

states dat het algoritme bekijkt te verkleinen. Fomin e.a. doen dit in [5] door voor een ε met 0 < ε < 1
6

de ruimte van alle states Sε te definiëren als

Sε = {S ⊆ V (G) | 1 ≤ |S| ≤
( 1

2 − ε
)
n en G[S] samenhangend, of

∃X ⊆ V (G) : |X| ≤
( 1

2 − ε
)
n en G[S] ∈ C(G \X)}.

Vervolgens kan een dynamisch programmeer algoritme op Sε gedefiniëerd worden, door voor elke S ∈ Sε
de waarde van td∗

(
G[S]

)
te berekenen, wat gedefiniëerd is als:

td∗
(
G[S]

)
=

1 als |S| = 1
1 + min

v∈S
max

H∈C(G[S] \ v),V (H)∈Sε
td∗ (H) anders. (3.1)

Dit algoritme zal in het vervolg Aε genoemd worden en kan op een vergelijkbare manier geïmplementeerd
worden als het dynamisch programmeer algoritme zoals beschreven in sectie 2.1.

De vraag is nu of er condities zijn waarbij voor een graaf G geldt dat td (G) = td∗ (G). Fomin e.a.
[5] bewijzen dat dit het geval is wanneer G geen minimale boom toestaat die problematisch is. Hierbij
is een problematische boom gedefiniëerd als een minimale treedepth decompositie T van G, waarbij een
knoop v ∈ V (G) bestaat zodanig dat

∣∣V (Tv)
∣∣ > ( 1

2 − ε
)
n en

∣∣∣V (Pp(v))
∣∣∣ > ( 1

2 − ε
)
n. Hierin is Tv de

deelboom van T die v als wortel heeft. Verder is p(v) de ouder van v in T en is Pp(v) het pad van p(v)
naar de wortel van T . In woorden betekent dit dat T een knoop v bevat, waarbij de lengte van het
kortste pad van de wortel van T naar v langer is dan

( 1
2 − ε

)
n en het aantal knopen van de deelboom

van T in v meer is dan
( 1

2 − ε
)
n. Deze knoop v wordt dan ook wel een problematische knoop genoemd.

Het is logisch dat in dit geval td∗ (G) niet altijd de juiste treedepth berekent, immers als T een knoop
v bevat met

∣∣V (Tv)
∣∣ > ( 1

2 − ε
)
n dan voldoet V (Tv) niet aan de eerste voorwaarde om in Sε te zitten.

Verder geldt dat
∣∣∣V (Pp(v))

∣∣∣ > ( 1
2 − ε

)
n, waaruit afgeleid kan worden dat V (Tv) ook niet aan de tweede

voorwaarde voldoet om in Sε te zitten. Immers dan moet er een X ⊆ V (G) zijn met |X| <
( 1

2 − ε
)
n
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en G[V (Tv)] ∈ C(G \X). Echter, omdat in de minimale boom T geldt dat
∣∣∣V (Pp(v))

∣∣∣ > ( 1
2 − ε

)
n kan

geconcludeerd worden dat zo’n X niet bestaat, want als zo’n X wel bestaat, moet het pad van p(v) naar
de wortel van de boom kleiner zijn dan

( 1
2 − ε

)
n. Bij de berekening van td∗ (G) zal dus niet de juiste

treedepth berekent worden, omdat een deel van de optimale boom, namelijk V (Tv), niet in Sε zit en dus
niet meegenomen wordt in de berekening.

3.2 Het algoritme
Het algoritme dat beschreven is door Fomin e.a. [5], zal dus rekening moeten houden met het feit dat
enkel het berekenen van td∗ (G) niet altijd voldoende is. Om deze reden probeert het algoritme, na de
bereking van td∗ (G), een kortere problematische boom T met problematische knoop v te construeren.
Hiervoor worden eerst verschillende delen van een problematische boom geïdentificeerd. Definieer v′ als
het hoogste branching point in Tv of als Tv geen branching points heeft, is v′ het enige blad in Tv. Hierbij
is een knoop x een branching point in een boom T als x niet de wortel is van T en degT (x) > 2, of als x de
wortel is van T en degT (x) ≥ 2, waarbij degT (x) de graad van knoop x in T voorstelt. Neem vervolgens
Z = V (Pv′) en Q1, Q2, . . . , Qa de deelbomen van T waarvan de wortels in NT (Z \ v′) zitten, hierbij is
NT (S) de open neighbourhood van S in T . Dit is de verzameling {u ∈ T \S | ∃v ∈ S : {u, v} ∈ E(T )},
waarbij S ⊆ V (T ). Definieer nu ook R1, R2, . . . , Ra de deelbomen van T die geworteld zijn in de kinderen
van v′ en definieer Q =

⋃a
i=1 V (Qi) en R =

⋃b
i=1 V (Ri). Zie hierbij Figuur 2 ter illustratie. Het

r

Q1

Q2

Qa

v

v′

R1 R2

· · ·

Rb

Q

Z

R

Figuur 2: Een problematische boom T , waarbij v de problematische knoop is en v′ het hoogste bran-
ching point in Tv. Merk hierbij op dat deze figuur alleen dient als hulpmiddel om de bovengenoemde
verzamelingen te identificeren. Het kan bijvoorbeeld voorkomen dat de knopen Z \ v′ meer kinderen
hebben.

algoritme probeert vervolgens de verzamelingen Q, R en Z te vinden en hierbij vervolgens een optimale
boom te maken. Dit doet het door een verzameling Y = Q ∪ R1 te vinden. Neem hierbij zonder
verlies van algemeenheid aan dat V (R1) de laagste kardinaliteit heeft van V (R1), V (R2), . . . , V (Rb). Dit
doet het algoritme door eerst de kardinaliteit van Y vast te zetten, neem dan |Y | = y. Vervolgens
itereert het algoritme over alle mogelijkheden om y knopen te kiezen, die dan in Y zitten. Hiervoor
heeft het algoritme

(
n
y

)
branches nodig. Voor elke waarde van y zijn er namelijk

(
n
y

)
mogelijkheden om

y knopen te kiezen die in Y zitten. Nu Y is vastgesteld, kan opgemerkt worden dat de verzamelingen
V (Q1), . . . , V (Qa), V (R1) nu gedefiniëerd kunnen worden. Dit zijn namelijk de knopenverzamelingen
van de samenhangende componenten van G[Y ]. Het algoritme kiest nu één van deze verzamelingen als
V (R1). Ook wordt de optie voor R1 = ∅ bekeken. Hiermee kunnen vervolgens de verzamelingen Q, Z en
R vastgesteld worden.
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Nu deze verzamelingen vastgesteld zijn, gaat het algoritme td
(
G[V (Qi)]

)
en td

(
G[V (Rj)]

)
berekenen

voor i ∈ [a] en j ∈ [b]. Hierbij merken Fomin e.a. op dat td
(
G[V (Qi)]

)
voor i ∈ [a] al berekend

is door de berekening van td∗ (G). Verder merken Fomin e.a. op dat er maximaal één j0 is waarvoor∣∣V (Rj0)
∣∣ > ( 1

2 − ε
)
n en dus is er geen garantie dat td

(
G[V (Rj0)]

)
al correct berekend is bij het berekenen

van td∗ (G). De berekening van td
(
G[V (Rj0)]

)
zal vervolgens met een naïef DP algoritme gebeuren,

waarbij het goed is om op te merken dat het algoritme kan stoppen als de deelverzamelingen kleiner
worden dan

( 1
2 − ε

)
n, want dan zijn de waarden al berekend door algoritme Aε. Hierbij kan verder

opgemerkt worden dat zo’n j0 alleen voorkomt als y < 2εn, waaruit geconcludeerd kan worden dat in
lang niet alle branches het naïve DP algoritme gebruikt hoeft te worden.

Het algoritme heeft nu dus de verzamelingen V (Q1), . . . , V (Qa), V (R1), . . . , V (Rb) en hun bijbehorende
treedepth bepaald. Het programma weet echter niet hoe de boom T er nu uitziet, dat wil zeggen dat
het programma de volgorde van de knopen in Z niet weet. Fomin e.a. beschrijven een algoritme dat
in polynomiale tijd een optimale ordening van Z kan vinden. Hiervoor definiëren ze voor i ∈ [a + b],
Mi = Qi als i ≤ a en Mi = Ri−a anders. Verder definiëren ze hi = td

(
G[V (Mi)]

)
en Zi = NG(V (Mi)).

Hierbij merken ze op dat Zi ⊆ Z. Vervolgens definiëren ze een bijective functie σ : Z → [|Z|], wat een
ordening van Z voorstelt. Verder wordt het gewicht van een ordening gedefiniëerd als

µ(σ) = max
(
|Z| , max

i∈[a+b]

(
max
z∈Zi

(
σ(z)

)
+ hi

))
. (3.2)

Dit gewicht stelt de hoogte van de boom T voor als de knopen in Z volgens σ geordend worden. Om te
zorgen dat T een geldige boom van G blijft, wordt Mi aan de knoop z ∈ Zi gehangen die het diepst in de
boom terechtkomt. Fomin e.a. bewijzen vervolgens dat wanneer een graaf G een problematische boom
T als oplossing heeft en Z, {V (Mi)}i∈[a+b] gedefiniëerd zijn door de problematische knoop in deze boom,
dan geldt dat td (G) = minσ µ(σ). En dus is het voldoende om deze gewichtsfunctie te minimaliseren.
Omdat |Z| ≤ n en hi ≤ n, kan geconcludeerd worden dat µ(σ) ≤ 2n. Vervolgens kan geïtereerd worden
over alle mogelijke waarden M van |Z| tot en met 2n, waarbij voor elke M gekeken wordt of er een σ is
waarvoor µ(σ) ≤ M . De kleinste M waarvoor zo’n σ bestaat, is vervolgens de oplossing van minσ µ(σ).
Voor een gegeven M wordt vervolgens een bipartite graaf H geconstrueerd met aan de ene kant Z en aan
de andere kant [|Z|]. Vervolgens wordt de knoop z met een index j verbonden dan en slechts dan als voor
elke Zi waarvoor z ∈ Zi geldt dat j + hi ≤ M . Fomin e.a. verifiëren hierbij dat een perfect matching in
H overeenkomt met een ordening σ van Z met µ(σ) ≤ M . Voor het vinden van een minimale ordening
is het dus voldoende om voor elke M tussen |Z| en 2n een bipartite graaf H te construeren en hier
vervolgens een perfect matching in te vinden. Dit alles kan in polynomiale tijd [5]. Nu deze minimale
ordening gevonden is, kan het algoritme bepalen wat de juiste treedepth van G is. Hiervoor kijkt het
algoritme naar de gevonden waarden in de verschillende branches evenals de waarde gevonden door Aε.
Het minimum van deze waarden is dan de juiste treedepth.

3.3 Looptijd
Vervolgens kan er gekeken worden naar de looptijd van het algoritme. Hiervoor kan het algoritme
opgedeeld worden in drie delen. Het eerste deel is het enumereren over Sε en het runnen van algoritme Aε.
Vervolgens worden een aantal subbranches gemaakt, waarbij de subbranches met y ≥ 2εn een polynomiale
looptijd hebben, want in deze subbranches hoeft niet het naïve DP algoritme gebruikt te worden. Als
laatste deel hebben we dan de subbranches waarbij y < 2εn. Hierbij hebben Fomin e.a. bepaald dat Sε
te enumereren is in O∗

(( n( 1
2−ε
)
n

))
tijd. En dus heeft het eerste deel een looptijd heeft van

T1(n) = O∗
((

n( 1
2 − ε

)
n

))
.

Voor het tweede en derde deel van het algoritme geldt dat voor elke keuze y er hoogstens (n + 1) ·
(
n
y

)
branches gemaakt worden. Hierbij moet opgemerkt worden dat Fomin e.a. [5] hierbij hebben laten zien
dat y <

( 1
4 + 3ε

2
)
n. Dit betekent dat het tweede deel een looptijd heeft van

T2(n) = O∗
((

n( 1
4 + 3ε

2
)
n

))
,
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omdat het aantal subbranches begrensd is door (n+1)2 ·
( n

( 1
4 + 3ε

2 )n

)
. In het laatste deel heeft elke subbranch

een looptijd van O∗
((( 1

2 +ε
)
n−y( 1

2−ε
)
n

))
. Er geldt namelijk dat

∣∣Rj0

∣∣ ≤ ( 1
2 + ε

)
n − y. Omdat het naïve DP

algoritme kan stoppen als de deelverzamelingen kleiner worden dan
( 1

2 − ε
)
n, immers die waarden zijn

al berekend door algoritme Aε, levert dit dan de looptijd van O∗
((( 1

2 +ε
)
n−y( 1

2−ε
)
n

))
op. Omdat het aantal

subbranches met y < 2εn nu begrensd is door (n+ 1) ·
(
n
y

)
, is de totale looptijd van dit deel

T3(n) = O∗
max
y<2εn

((
n

y

)
·
(( 1

2 + ε
)
n− y( 1

2 − ε
)
n

)) .

Neem nu ε = 1
10 , dan laten Fomin e.a. [5] zien dat T1(n), T2(n), T3(n) = O∗ (1.9602n), waarmee dus een

algoritme gevonden is dat sneller is dan O∗ (2n).

4 Afhandelen speciaal type grafen
Zoals eerder genoemd, kan de treedepth van sommige graafklassen in polynomiale tijd berekend worden.
We kunnen nu Algoritme 1 op zo’n manier ombouwen, dat we overgaan op één van deze polynomiale
algoritmen als de invoer-graaf één van deze klassen is. De versnelling die dit geeft is echter erg afhankelijk
van de invoer-grafen. Namelijk als het algoritme weinig van deze klassen tegen komt, zal de versnelling
ook niet groot zijn. Wij hebben hierdoor gekozen om dit mechanisme te implementeren voor bomen en
paden. Een heel aantal van de testinstanties voor PACE 2020 zijn grafen die al veel op een boom of pad
lijken of die ‘aanhangsels’ hebben die erg op een pad of boom lijken [14]. Verder zijn dit ook structuren
die vaak overblijven na het weghalen van voldoende knopen in de graaf. Dit laatste betekent dat we
minder diep in recursie hoeven te gaan na implementatie hiervan, wat dus een kleine versnelling op kan
leveren.

4.1 Paden
Van paden is de treedepth in constante tijd te berekenen. Er is namelijk bekend dat als G een pad
van n knopen is, dan geldt dat td (G) = blognc + 1 [4, 15]. Checken of een graaf G een pad is kan
vervolgens in lineaire tijd gebeuren. Hiervoor kijken we of elke knoop in G een graad van 2 of kleiner
heeft. Omdat we weten dat G een samenhangende graaf is, we gaan er immers van uit dat de invoergraaf
een samenhangende graaf is, is het genoeg om alleen dit na te gaan. De graaf G zou dan bijvoorbeeld niet
twee paden kunnen zijn, wat deze check wel toelaat, want dan is G niet meer samenhangend. Als laatste
moet dan nog een treedepth decompositie van deze paden gemaakt worden. Dit kan gedaan worden door
de middelste knoop van het pad als wortel van de treedepth decompositie te nemen. We houden dan twee
paden van ongeveer lengte n

2 over. Hiermee doen we dan hetzelfde als met het originele pad, waarbij we
nu de middelste knopen van deze paden kinderen maken van de eerder gekozen wortel. Wanneer we dit
recursief blijven doen tot er geen paden meer overblijven, hebben we de treedepth decompositie van het
pad gevonden.

4.2 Bomen
Het berekenen van de treedepth van bomen is iets ingewikkelder. Al is het checken of G een boom is
wel weer makkelijker dan checken of G een pad is. Omdat we namelijk weten dat G samenhangend
is, hoeven we enkel te checken of

∣∣E(G)
∣∣ = n − 1, waarbij

∣∣V (G)
∣∣ = n. Vervolgens is bekend dat de

treedepth van bomen in lineaire tijd berekend kan worden [17]. Echter hebben wij besloten om een
algoritme te implementeren dat dit in O (n logn) doet [9]. Dit was een significant simpeler algoritme om
te implementeren en omdat er nog geen zekerheid was over de versnelling die het algoritme zou opleveren,
hebben we dus eerst dit simpelere algoritme geïmplementeerd. Het blijft dus een open vraag wat voor
versnelling het oplevert wanneer het algoritme geïmplementeerd wordt dat de treedepth in lineaire tijd
berekent.

Beide algoritmes lossen hierbij het optimal node ranking probleem op. De definitie hiervan is te vinden in
Definitie 4.1. Het probleem staat ook wel bekend als ordered coloring, waarbij we weten dat r(G) = td (G)
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[12]. Het berekenen hiervan heeft dus dezelfde uitkomst als het berekenen van de treedepth. Echter moet
deze node ranking wel nog omgezet worden naar een treedepth decompositie.

Definitie 4.1. Een graaf G heeft een k-ranking als er een ordening van de knopen van G genummerd
met gehele getallen 1, 2, . . . , k bestaat, zodanig dat voor elk pad tussen twee knopen met dezelfde rang
ten minste één knoop op dat pad een hogere rang heeft. De rang van de graaf r(G) is dan de kleinste k
zodanig dat G een k-ranking heeft.

Stel G is een boom T , waarbij we de optimal node ranking van T weten. We gebruiken de functie rang(x)
om de rang van knoop x aan te geven. We kunnen dan deze node ranking met een recursief algoritme
omzetten naar een treedepth decompositie van T . Dit algoritme zal gebruik maken van het volgende
lemmas om te bepalen waar het de knopen in de treedepth decompositie moet plaatsen:

Lemma 4.2. Stel een knoop x hangt onder knoop y in de boom T . Als dan in de optimal node ranking
geldt dat rang(x) < rang(y), betekent dit dat x onder y eindigt in de treedepth decompositie.

Bewĳs. Stel dit is niet het geval, dan weten we dat x boven y in de treedepth decompositie zit. Echter
omdat rang(x) < rang(y) en omdat x onder y hangt in T , zal gelden dat td

(
Ty
)
≥ td (Tx). Als x

dan boven y in de treedepth decompositie zit, zal gelden dat td (Tx) ≥ 1 + td
(
Ty
)
. Dit leidt tot een

tegenspraak, waaruit we concluderen dat x onder y in de treedepth decompositie moet zitten. �

Lemma 4.3. Stel een knoop x hangt onder knoop y in de boom T . Als dan in de optimal node ranking
geldt dat rang(x) > rang(y), betekent dit dat x boven y eindigt in de treedepth decompositie.

Bewĳs. Stel dit is niet het geval, dan weten we dat x onder y in de treedepth decompositie zit. Echter
omdat rang(x) > rang(y) en omdat x onder y hangt in T , zal gelden dat td (Tx) = td

(
Ty
)
. Als x

dan onder y in de treedepth decompositie zit, zal gelden dat td
(
Ty
)
≥ 1 + td (Tx). Dit leidt tot een

tegenspraak, waaruit we concluderen dat x boven y in de treedepth decompositie moet zitten. �

Het algoritme dat de node ranking omzet in een treedepth decompositie zal voor elke knoop in T , beginnend
in de wortel van T , proberen om deze zo hoog mogelijk in de treedepth decompositie te krijgen. Dit wordt
gedaan door voor elke knoop v ∈ T te kijken waar zijn ouder in de treedepth decompositie zit en vanaf daar
wordt vergeleken of v dan hoger of lager in de treedepth decompositie terecht moet komen. Zolang geldt
dat rang(v) > rang(p), met p de huidige knoop die bekeken wordt, zal de ouder van p in de treedepth
decompositie bekeken worden. Wanneer geldt dat rang(v) ≤ rang(p), zal v onder p in de treedepth
decompositie geplaatst worden. Deze knoop p wordt geïnitialiseerd met de ouder van v. De pseudo-code
van dit algoritme is gegeven in Algoritme 2. Dit algoritme zal voor elke knoop in de graaf, maximaal h

Algoritme 2 Algoritme om de node ranking van een boom om te zetten naar een treedepth decompositie.
Hierbij is TD de treedepth decompositie die gemaakt wordt.
procedure NodeRankingToTreedepth(v)

for all c ∈ children(v) do
p← v
while rang(c) > rang(p) do

p← ouder p in TD
end while
Voeg c aan de kinderen van p in TD toe.
NodeRankingToTreedepth(c)

end for
end procedure

knopen boven zich bekijken, waarbij h de hoogte van boom T is. Dit betekent dat de looptijd van dit
algoritme O (n · h), wat betekent dat dit algoritme in polynomiale tijd werkt. Dit algoritme zal verder
de knopen volgens Lemma 4.2 en Lemma 4.3 in de treedepth decompositie plaatsen. Dit betekent dat
het algoritme aan de hand van de rangen van de verschillende knopen, de knopen op de juiste plek in de
treedepth decompositie zal hangen.
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5 Overslaan knopen
Een andere manier om het algoritme te versnellen, is door niet voor elke knoop x ∈ V (G) te kijken of
deze knoop x de wortel van de treedepth decompositie kan worden. In de vergelijking (2.1) reduceert
dit het aantal knopen waarover een minimum genomen moet worden, wat dus tot een versnelling van
het algoritme moet leiden. We hebben hierbij gekeken of we aan de hand van de graafstructuur zo’n x
kunnen bepalen. Hierbij is met name gekeken de volgende situatie:
Zij G een samenhangende graaf met een cut vertex v, waarbij een van de samenhangende componenten
van G \ v een pad is. Merk op dat in dit geval geldt dat C(G \ v) = {G1, . . . , Gk}. Hierbij nemen we
zonder verlies van algemeenheid aan dat G1 een pad is. Deze situatie is ook geïllustreerd in Figuur 3.
We hebben vervolgens gekeken onder welke voorwaarden de knopen in G1 onder v komen te hangen

v 1 2 l

G1

Figuur 3: Een graaf G, waarbij knoop v een cut-vertex is die de graaf opdeelt in verschillende samen-
hangende componenten, waarvan ten minste één een pad is.

in de treedepth decompositie van G, en dus geen wortel van deze treedepth decompositie worden. Als
we die voorwaarden namelijk weten en als graaf G aan deze voorwaarden voldoet, dan kunnen we de
treedepth van G − G1 berekenen, waarna we de treedepth decompositie van G1 onder v hangen en dan
de uiteindelijke treedepth kunnen bepalen. Hierbij merken we op we in sectie 4.1 hebben bepaald dat de
treedepth decompositie van een pad relatief snel berekend kan worden.

5.1 Analyse treedepth decompositie
We hebben hierbij gekeken of we aan de hand van de treedepth decompositie kunnen laten zien of dat wel
of niet mogelijk is. Hiervoor kijken we naar de treedepth decompositie van een graaf G, die we T noemen.
We kijken dan naar het geval waarbij een knoop r ∈ G1 boven v in T terechtgekomen is. Als dit niet
het geval zou zijn, weten we dat we de knopen in G1 over hadden kunnen slaan, want dan is de volledige
treedepth decompositie van G1 een deelboom onder v in T . We hebben deze situatie geschetst in Figuur 4.
Hierbij zijn de rode knopen, knopen in G1 en de blauwe knoop geeft knoop v aan. Dit betekent dat de
witte knopen uit G2, . . . , Gk komen. Verder noemen we de knoop uit G1 die boven v terechtgekomen is
r en stellen we dat

∣∣V (G1)
∣∣ = l. Als laatste definiëren we Q als de verzameling knopen uit G1 die onder

r

v

· · ·

P

QS

Figuur 4: Situatie waarbij een knoop r ∈ G1 boven v in de treedepth decompositie terechtgekomen is.
Hierbij zijn de rode knopen, knopen in G1 en is de blauwe knoop de knoop v.

v terecht is gekomen, we definiëren S als de verzameling knopen uit G2, . . . , Gk die onder v terecht is
gekomen en we definiëren P als de verzameling knopen die onder r terecht is gekomen en niet onder v
zit. De treedepth van deze situatie is dan

1 + max
{
td
(
G[P ]

)
, 1 + max

{
td
(
G[Q]

)
, td

(
G[S]

)}}
. (5.1)
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Wanneer we nu r onder v proberen te brengen, krijgen we een treedepth van

1 + max
{
td (G1), td

(
G[S]

)}
. (5.2)

Stel nu dat |P | = p, met 1 ≤ p < k. Vanuit sectie 4.1 weten we dan dat

td
(
G[P ]

)
= blog pc+ 1 en

td
(
G[Q]

)
= blog(l − p− 1)c+ 1,

omdat zowel G[P ] als G[Q] paden zijn. Verder weten we dat td (G1) = blog lc + 1. Merk verder op dat
het r onder v te brengen altijd een verbetering van de treedepth oplevert als td

(
G[S]

)
≥ td (G1). Immers

dan is de treedepth in vergelijking (5.1) altijd groter dan de treedepth in vergelijking (5.2). We kijken nu
naar het slechtste geval waarbij td

(
G[S]

)
< td

(
G[Q]

)
. Wanneer r onder v gebracht wordt, moeten we

ervoor zorgen dat de treedepth niet slechter wordt. Dit betekent dat moet gelden

1 + max
{
td
(
G[P ]

)
, 1 + td

(
G[Q]

)}
≥ 1 + td (G1).

Omdat we nu de treedepth van G[P ], G[Q] en G1 weten, kunnen we dit herschrijven naar

1 + max
{
blog pc+ 1, blog(l − p− 1)c+ 2

}
≥ blog lc+ 2.

Hieruit kunnen we afleiden dat deze ongelijkheid niet altijd geldt. Neem bijvoorbeeld l = 4 en p = 2, dan
zien we dat zou moeten gelden dat 3 ≥ 4, wat duidelijk niet waar is. Dit betekent dat in dit geval het
niet beter is om de knoop r onder v te brengen, want dit verslechterd de treedepth.

Dit betekent echter niet dat het overslaan van de knopen in G1 niet kan. Zie het voorbeeld in Figuur 5,
waar l = 4 en p = 2 en de treedepth niet verslechterd, ondanks dat r nu onder v gebracht is. Dit heeft
te maken met dat we knopen uit de grafen G2, . . . , Gk hebben kunnen herordenen en dus knopen ook
andere knopen onder v hebben kunnen brengen, waardoor de treedepth niet verslechterd is. Het blijft
hierbij een open vraag welke graafklassen zo’n herordening toestaan, waarbij er dus voorwaarden aan
G2, . . . , Gk gesteld kunnen worden, zodat meer duidelijk wordt wanneer het overslaan van de knopen in
G1 daadwerkelijk kan.

1
2

3
4 5 6 7

(a) Graaf G.

1

5

2

3 4

7

6

(b) Mogelijke treedepth decomposi-
tie van G, waarbij een knoop r boven
v terechtgekomen is.

2

1

3

6

5

4

7

(c) Mogelijke treedepth decomposi-
tie van G, waarbij er geen knoop
p ∈ G1 meer boven v zit.

Figuur 5: Een graaf G, waarbij knoop 2 de eigenschappen van een knoop v heeft. Dit betekent dat
V (G1) = {4, 5, 6, 7}.

Als laatste is het goed om op te merken dat zelfs de situatie zoals in die Figuur 4 geïllustreerd is al
heel gunstig lijkt. Hierbij hebben we gekeken of ook situaties zoals in Figuur 6 mogelijk zijn. Dit lijken
namelijk situaties waarin het nog lastiger is om de treedepth decompositie van G1 volledig onder v te
brengen. Bij deze situaties hebben we een graaf gevonden, waarbij de treedepth decompositie heel erg
lijkt op de geschetste situatie in Figuur 6b. Zie hiervoor bijvoorbeeld Figuur 7. Hierbij is een groene
knoop tussen v en een rode knoop ingekomen in de treedepth decompositie. De graaf in deze figuur roept
nog meer vragen op. Namelijk zowel knoop 1 als knoop 2 kunnen hier als v beschouwd worden. Het blijft
hierbij een open vraag of ook beide knopen als knoop v beschouwd zouden kunnen worden. Dit zou dan
betekenen dat de knopen 5, . . . , 11 overgeslagen kunnen worden. In deze graaf kan dat nog, maar door
bijvoorbeeld het pad met de knopen 9, 10 en 11 uit te breiden lijkt dit al niet meer te kunnen. Er moet
dus bepaald worden welke van de twee knopen als v gebruikt kan worden en wat de voorwaarden zijn om
wel beide knopen als v te kunnen gebruiken.
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v

· · ·

(a) Situatie waarbij er meerdere knopen uit G1 op het
pad van v naar de wortel van de treedepth compositie
zitten.

v

· · ·

· · ·

(b) Situatie waarbij er knopen uit G2, . . . , Gn tussen de
knopen uit G1 boven v zitten.

Figuur 6: Verschillende situaties die in de treedepth decompositie kunnen voorkomen.

1

2

3

4 5 6 7 8

9 10 11

(a) Graaf G.

1

5

3

2 4

7

6 8

10

9 11

(b) Mogelijke treedepth decompositie van G, waarbij
een knoop van buiten G1 tussen v en een knoop in G1
terechtgekomen is.

Figuur 7: Een graaf G, waarbij knoop 2 de eigenschappen van een knoop v heeft. Dit betekent dat
V (G1) = {5, 6, 7, 8}.

5.2 Kleiner geval
Omdat we bij de eerdergenoemde probleemstelling geen voorwaarden hebben kunnen vinden voor deze
knoop v, hebben we daarna gekeken naar een kleiner geval. Hierbij nemen we een pad P van lengte n
en een knoop v die met twee kanten aan dit pad verbonden wordt. De vraag hierbij is nu of we kunnen
bepalen waar v in de treedepth decompositie terecht zal komen. Het kan zijn dat v de wortel van de
treedepth decompositie wordt en dat de treedepth decompositie van het pad er dan onder hangt. In dat
geval zal de treedepth gelijk zijn aan blognc + 2. Echter, als we v in de treedepth decompositie van het
pad kunnen hangen, dan kan de treedepth gelijk zijn aan blognc+ 1.

Hierbij kunnen we eerst bedenken dat v niet verbonden mag zijn met een knoop die op het onderste
niveau van de treedepth decompositie van P komt te hangen. Immers in dat geval zou v onder de
treedepth decompositie van P komen, wat een treedepth van blognc+2 tot gevolg heeft. Echter is dit niet
altijd waar. Zo zouden we in dat geval niet de middelste knoop van het pad als wortel van de treedepth
decompositie kunnen nemen, maar een knoop dicht bij het midden. Zie hiervoor bijvoorbeeld Figuur 8,
waarbij knoop 4 nu de wortel van de treedepth decompositie is geworden en niet knoop 5. Hierbij is het
goed om op te merken dat dit alleen kan als n 6= 2k − 1 voor een k ∈ N. Immers dan zal de treedepth
decompositie van P een perfecte binaire boom van hoogte k zijn, wat betekent dat hoogte van de treedepth
decompositie ten minste k + 1 wordt als niet de middelste knoop van P als wortel gekozen wordt.

Wat waarschijnlijk ook een voorwaarde is, is dat v niet verbonden mag zijn met beide helften van P .
Dat wil zeggen als p ∈ P de middelste knoop van P is en v verbonden is met een knoop die links van p
zit en een knoop die rechts van p zit, dan kunnen we v niet in de treedepth decompositie van P hangen.
Immers in dat geval zou v in de treedepth decompositie moeten hangen onder zowel een linkerkind als
een rechterkind van p, wat zou betekenen dat de treedepth decompositie geen boom meer voorstelt en dus
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1 2 3 4
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v

(a) Graaf G.

4

2

1

v

3

7
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(b) Mogelijke treedepth decompositie van G.

Figuur 8: Graaf G, bestaande uit een pad P , waarbij v verbonden is aan de knopen 1 en 4. En
een mogelijke treedepth decompositie erbij die laat zien dat v ook in de treedepth decompositie van P
weggewerkt kan worden als v verbonden is met een knoop in P die onder in de treedepth decompositie
van P zou komen.

leidt dit tot een tegenspraak. Hierbij lijkt het niet mogelijk om op een andere manier ervoor te zorgen
dat v alsnog in de treedepth decompositie van P gehangen wordt.

Dit alles geeft een aantal gevallen aan waarin we weten dat v niet in de treedepth decompositie van P
gehangen kan worden, maar geeft nog geen duidelijke voorwaarden over wanneer dit wel kan gebeuren.
Dit laatste zal zeker nog verder bekeken moeten worden. Meer duidelijkheid over deze voorwaarden zou
dan ook kunnen zorgen voor meer duidelijkheid over de voorwaarden voor het grotere probleem, dat in
sectie 5.1 behandeld is.

6 Reduceren branches
In het algoritme beschreven in sectie 2.2, worden voor elke keuze van v verschillende branches gemaakt.
Elk van deze branches zal dan de treedepth verder evalueren. We kunnen vervolgens het algoritme
versnellen door branches te voorkomen en vroegtijdig te stoppen, zodat er geen onnodige berekeningen
gemaakt hoeven te worden. Hiervoor hebben we eerst gekeken of we zowel een onder- als een bovengrens
kunnen vinden waarna we branch and bound kunnen gebruiken om branches te voorkomen en ook om
branches vroegtijdig te stoppen. Daarna is ook nog gekeken of we hierbij een Positive-Instance Driven
(PID) algoritme kunnen maken.

6.1 Branch and bound
Een triviale bovengrens van de treedepth is de grootte van de graaf zelf. Daarna kunnen we het best
gevonden resultaat als bovengrens gaan gebruiken. Immers het doel is om dit resultaat te minimaliseren,
dus als we weten dat een branch een hoger resultaat gaat geven dan het beste resultaat dat we tot nu toe
gevonden hebben, kunnen we deze branch beter stoppen.

Voor de ondergrens van de treedepth kan opgemerkt worden dat voor een pad P met lengte n, geldt dat
td (P ) = blognc + 1, zoals we ook gezien hebben in sectie 4.1. Verder hebben Nešetřil en Ossona de
Mendez in [12] laten zien dat voor een graph minor H van G geldt dat td (H) ≤ td (G). Een graph
minor van G is de graaf die krijgt door knopen of kanten te verwijderen of door twee knopen die door een
kant verbonden worden samen te voegen. Als G een pad van lengte n bevat, kunnen we dit pad krijgen
door de knopen en kanten die niet op dit pad liggen uit de graaf te halen. Dit betekent dat dit pad een
graph minor is van G. Hieruit kunnen we concluderen dat de treedepth van G ten minste blognc+1 moet
zijn als G een pad van lengte n bevat. Voor het vinden van een zo groot mogelijke ondergrens, kunnen
we dus proberen om het langste pad in de graaf te vinden. Echter is dit een NP-moeilijk probleem [10],
waardoor het niet bruikbaar is voor ons algoritme. Hierdoor hebben we gekozen om de hoogte van een
DFS boom van de graaf te gebruiken als de lengte van het pad. Omdat we DFS ook al gebruiken bij het
berekenen van de samenhangende componenten van de graaf, zorgt dit niet voor verslechteringen in de
looptijd van het algoritme.

Voor de implementatie van branch and bound geven we een extra parameter mee aan het recursieve
algoritme dat beschreven is in Algoritme 1. Deze parameter geeft dan het best gevonden resultaat aan
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en noemen we B. Op basis van B kan vervolgens de bovengrens van een gevonden treedepth gecheckt
worden. Wanneer het programma in recursie gaat, wordt deze parameter met 1 verlaagt. Immers wanneer
het programma in recursie gaat op een knoop v ∈ V (G), wordt v de wortel van de treedepth decompositie
van G. Voor de optimale keuze van v geldt dan dat td

(
G \ v

)
= td (G) − 1. Vervolgens wordt na de

recursieve aanroep gecheckt of de berekende treedepth de gestelde bovengrens overschrijdt. Voor deze
recursieve aanroep checken we of het tot nu toe best gevonden resultaat voldoet aan de ondergrens van
H ∈ C(G \ v). Als laatste moet deze branch and bound implementatie ook goed werken met de memoisatie
die in het algoritme is gebouwd. Als een branch geen resultaat vindt, moet bijgehouden worden welke
waarde B gebruikt is om dit resultaat te vinden. Immers het kan voorkomen dat deze branch uiteindelijk
toch nodig is voor de berekening van de treedepth, maar dat een hogere waarde van B nodig was om
een resultaat te vinden. De uitbreiding van Algoritme 1, waarbij branch and bound is toegevoegd, is
beschreven in Algoritme 3. Hierbij is MEM een hashtabel is met daarin de eerder gevonden waardes van
de treedepth geïndexeerd op de bijbehorende graaf en is B_TABLE een hashtabel waarin de gebruikte
waarde van B geïndexeerd op de bijbehorende graaf opgeslagen is. In de uiteindelijke implementatie is
het mogelijk om deze twee hash-tabellen samen te voegen tot één hashtabel.

Om er vervolgens voor te zorgen dat we alle knopen in een geordende manier te doorlopen, waarbij de
beste waarde van de treedepth zo vroeg mogelijk gevonden wordt, hebben we gekeken naar het sorteren
van de knopen van de graaf op basis van hun graad. Immers een knoop met een grotere graad zou wel
eens een hogere kans kunnen hebben om een cut-vertex te zijn. Hierbij hebben we gekeken of we de lijst
met overgebleven knopen in elke branch opnieuw kunnen sorteren, of dat het toch sneller is om alleen
aan het begin van het programma de lijst met knopen te sorteren. Hierbij blijkt dat het telkens opnieuw
sorteren van de overgebleven knopen voor een trager programma zorgt, omdat dit sorteren relatief veel
tijd kost. Verder lijkt het erop dat het sorteren van de knopen een grote impact heeft op de looptijd van
het algoritme. De resultaten hiervan worden verder behandeld in sectie 6.3.

6.2 PID Algoritme
Vervolgens hebben we ook gekeken hoe we het algoritme positive-instance driven (PID) kunnen maken.
Hierbij kijkt het algoritme of het mogelijk is om een treedepth decompositie van hoogte k of kleiner
te maken. Als dit vervolgens niet lukt, wordt k verhoogd en probeert het algoritme opnieuw om een
treedepth decompositie te maken. Omdat bij veel grafen de treedepth relatief laag is ten opzichte van het
aantal knopen in de graaf, kan dit voor een grote versnelling zorgen, omdat er zo nog veel meer branches
afvallen. Deze aanpak is ook geprobeerd door Tamaki [18] bij het berekenen van de treewidth van een
graaf. De aanpak hierbij was door te beginnen bij de minimaal mogelijke treewidth van een graaf en
vervolgens elke stap k met 1 te verhogen.

Voor de treedepth hebben we gekeken naar een aantal mogelijke startpunten, namelijk blognc + 1 en
n −

√
n2

c , waarbij n =
∣∣V (G)

∣∣ en c = 2|E(G)|
n−1 . De eerste ondergrens is afgeleid uit de eerder gevonden

ondergrens voor een graaf G, echter nemen we nu de log van de grootte van de graaf in plaats van het
langste pad in de graaf. In veel van de testinstanties voor PACE 2020 lijkt dit nog een onderschatting van
de daadwerkelijke treedepth te geven. We weten van elk van deze testinstanties namelijk de daadwerkelijke
treedepth en kunnen dit vergelijken met deze gevonden ondergrens. De tweede ondergrens is afgeleid
uit [15], waarbij Perarnau en Serra bewijzen dat voor de treedepth voor een willekeurige graaf G het

asymptotisch bijna zeker is dat td (G) = n−O
(√

n
p

)
, waarbij p de kans is dat er tussen twee knopen

een kant zit. Deze ondergrens gaf op veel testinstanties voor PACE 2020 een relatief grote overschatting
van de treedepth, waardoor dit niet altijd een goede versnelling leek te geven. We gebruiken nu dus een
ondergrens van blognc+ 1, maar verder onderzoek naar een goede ondergrens lijkt nog nodig te zijn.

Als laatste moeten we hierbij nog een goede stapgrootte bepalen. Hierbij moeten we er opletten dat
deze stapgrootte niet te groot is, waardoor de treedepth te veel overschat wordt. Een grote overschatting
kan namelijk veel rekentijd kosten. Maar het vaak aan moeten roepen van het treedepth algoritme,
lijkt ook veel rekentijd te kosten, waardoor een te kleine stapgrootte ook niet wenselijk is. Uiteindelijk
vermenigvuldigen we k nu elke stap met 3

2 . Dit lijkt voor nu goed te werken, maak ook hier is meer
onderzoek nodig om te kijken wat voor een stapgrootte de snelste rekentijd geeft. Hierbij is het goed
om op te merken dat de keuze voor de stapgrootte enorm samenhangt met de keuze voor het startpunt.
Immers, als je weet dat je altijd relatief dicht bij de daadwerkelijke treedepth start, zul je ook een kleinere
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Algoritme 3 Treedepth berekening met memoisatie en branch and bound
Input: Een samenhangende ongerichte graaf G en het best behaalde resultaat op deze graaf (B)
Output: De treedepth van G als deze lager is dan B

1: procedure Treedepth(G, B)
2: if MEM[G] 6= 0 ∧ (MEM[G] <∞∨ B_TABLE[G] ≥ B) then
3: . De treedepth van deze graaf is al eerder berekend
4: return MEM[G]
5: else if

∣∣V (G)
∣∣ = 1 then

6: return 1
7: else
8: bestResult ← B
9: . Kijk welke knoop in V (G) het beste resultaat oplevert

10: for all v ∈ V (G) do
11: max ← −∞
12: . Zoek de samenhangende component met de hoogste treedepth
13: for all H ∈ C(G \ v) do
14: . Check de ondergrens van de treedepth
15: h← DFSHeight(H)
16: if bestResult < blog hc+ 1 then
17: max ←∞
18: break
19: end if
20: td ← Treedepth(H, bestResult− 1)
21: if td > max then
22: max ← td
23: . Check de bovengrens van de treedepth
24: if td ≥ bestResult then
25: break
26: end if
27: end if
28: end for
29: if max < bestResult then
30: bestResult ← max
31: end if
32: end for
33: . Check of de gebruikte waarde van B opgeslagen moet worden
34: if bestResult =∞ then
35: B_TABLE[G] ← B
36: end if
37: MEM[G] ← bestResult
38: return bestResult
39: end if
40: end procedure

stapgrootte nodig hebben.

6.3 Resultaten
Om te kijken wat voor effect het toevoegen van het branch and bound mechanisme en het zorgen dat het
programma PID is te onderzoeken, kijken we eerst naar wat de looptijd voor graaf 25 van de publieke
testinstanties voor PACE 2020 bij elk van deze aanpassingen is. Dit is een graaf met 30 knopen en
51 kanten en de graaf heeft treedepth 8. We draaien het programma op een Intel Core i5-6400, met
16GB ram. De resultaten zijn te zien in Tabel 1. Hierin is te zien dat het toevoegen van branch and
bound een enorme impact heeft op de looptijd van het algoritme. Om verder meer duidelijkheid te
scheppen over de looptijd van de branch and bound implementatie en de verschillende toevoegingen,
hebben we deze implementaties op meer testinstanties voor PACE 2020 getest. Hierbij nemen we voor
de looptijd weer telkens het gemiddelde over 3 runs. Deze resultaten zijn te zien in Tabel 2. Hieruit
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Tabel 1: Looptijden van verschillende implementaties van het algoritme bij het oplossen van graaf 25
van de testinstanties voor PACE 2020.

Implementatie Gemiddelde over 3 runs [s]
Zonder branch and bound. 826.786
Met branch and bound, maar zonder het sorteren van
de knopen.

26.702

Met branch and bound en het sorteren van de knopen. 9.586
Met branch and bound en PID 8.982

Tabel 2: Looptijden van de verschillende implementaties van het algoritme op verschillende testinstaties
voor PACE 2020. Hierbij staat BB voor branch and bound. De implementaties die dus getest worden zijn
branch and bound zonder sorteren, branch and bound met sorteren en branch and bound met PID.

Testinstantie
∣∣V (G)

∣∣ ∣∣E(G)
∣∣ td (G) BB [s] BB en sorteren [s] BB, sorteren en PID [s]

exact_017 26 64 10 136.855 42.803 57.892
exact_027 30 70 11 1366.981 397.382 438.867
exact_029 40 54 7 16.283 7.049 6.965

kan opgemaakt worden dat het sorteren van de knopen de rekentijd enorm versneld. Verder lijkt het
erop dat de implementatie van PID het algoritme op deze instanties net iets trager maakt, maar om de
uiteindelijke impact hiervan te zien, zal op meer instanties getest moeten worden. Immers, de versnelling
die met een PID implementatie bereikt kan worden, ligt heel erg aan de configuratie van de startwaarde
en de stapgrootte. Hierbij merken we verder op dat deze configuratie op de ene graaf beter zal werken
dan op de andere. Kortom, het sorteren van de knopen op basis van hun graad brengt de looptijd enorm
omlaag, terwijl er nog verder gekeken moet worden naar de invloed van PID op met name grotere grafen
en of de parameters hiervoor beter afgesteld kunnen worden.

7 Conclusie
We hebben nu dus een algoritme gemaakt om de treedepth en bijbehorende treedepth decompositie te
berekenen. Hierbij zijn we begonnen met een recursief algoritme dat met memoisatie werkt. Dit hebben
we allereerst uitgebreid door paden en bomen af te vangen en via een ander sneller algoritme te berekenen.
Verder hebben we gekeken of het mogelijk is om bepaalde knopen in de graaf over te slaan. Hierbij hebben
we gekeken of een pad dat met maar één kant aan de rest van de graaf verbonden is, overgeslagen kan
worden. We hebben daar echter geen resultaten uit kunnen halen. Het lijkt er namelijk op dat we erg
afhankelijk zijn van hoe de rest van de graaf eruitziet. Er is dus meer onderzoek nodig, waarbij bepaald
moet worden aan welke voorwaarden een graaf moet voldoen. Als laatste hebben we gekeken naar het
toepassen van branch and bound. Hierbij hebben we de basis hiervoor geïmplementeerd en gekeken naar
uitbreidingen waarbij de knopen gesorteerd worden op hun graad en er is gekeken of we het algoritme
PID kunnen maken. Hierbij hebben we gevonden dat branch and bound voor een versnelling zorgt en
dat het sorteren van de knopen het algoritme nog sneller maakt. Zorgen dat het algoritme PID is, zorgt
echter niet altijd voor een versnelling. Hierbij zal verder gekeken moeten worden welke parameters het
best hiervoor gebruikt kunnen worden.

De C# implementatie die we bij dit algoritme geschreven hebben, is te vinden in [3]. Dit is ook de versie
van de software waarmee we officieel deelnemen aan PACE 2020 en deze versie lost 26 van de 100 publieke
instanties binnen 30 minuten op.

We hebben ook gekeken naar een algoritme beschreven door Fomin e.a. [5], waarin de treedepth sneller
dan O∗ (2n) berekend wordt. De resultaten hiervan zijn echter niet geïntegreerd in de uiteindelijke
implementatie. Dit algoritme is namelijk erg afhankelijke van een goede implementatie van het basis
algoritme dat beschreven is in sectie 2. We hebben hierbij de focus gelegd op het optimaliseren van dit
basis algoritme. Dit betekent dus dat er nog gekeken moeten worden hoe dit algoritme te integreren is
met onze aanpak en of dit dan uiteindelijk ook de looptijd verkort.
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