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1 INLEIDING 2

1 Inleiding

In 1928 formuleerde Hilbert het Entscheidungsproblem, oftewel het beslissingsprobleem. Dit
probleem stelt de vraag of er een algoritme bestaat om te bepalen of een zin uit de predikaatlogica
geldig is, dit wil zeggen waar is in alle structuren voor de taal die we bekijken.

In de tijd dat Hilbert met dit probleem kwam, waren er nog geen formele definities van een
algoritme, en wanneer iets berekenbaar is. Als reactie op dit probleem definieerden Alonzo
Church en Alan Turing onafhankelijk van elkaar het begrip berekenbaarheid. Church deed dit
aan de hand van λ-calculus en Turing deed dit aan de hand van een Turing Machine. Beiden
kwamen ze in 1936 tot de conclusie dat zo’n algoritme waar Hilbert naar op zoek was, niet
bestaat. Dit resultaat is bekend geworden als de stelling van Church.

In 1950 publiceerde Boris Trakhtenbrot zijn stelling met een bewijs. De stelling van Trakhtenbrot
is een versterking van de stelling van Church.

In deze scriptie zal ik eerst de benodigde theorie over berekenbaarheid behandelen, voornamelijk
gebaseerd op het dictaat van Jaap van Oosten [1]. Hierbij zullen we beginnen met een definitie
voor berekenbaarheid aan de hand van een register machine, waarna we de klassen van recursieve
functies zullen bekijken. Ook zullen we het hebben over het coderen van zinnen binnen de logica
in de natuurlijke getallen en zal ik de definities van recursief en effectief onscheidbaar behandelen.
Daarna zullen we de stelling geven en een bewijs daarvoor dat sterk gebaseerd is op het boek van
Craig Smoryńsky [3], en tot slot laten we nog een toepassing zien die de stelling van Trakhtenbrot
echt sterker maakt dan de stelling van Church.
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2 Berekenbaarheid

We definiëren berekenbaarheid aan de hand van een Register Machine. De definitie van be-
rekenbaarheid die we aan de hand hiervan zullen geven is equivalent met de definities van
berekenbaarheid die Church en Turing gaven om een antwoord op het Entscheidungsproblem te
geven.

2.1 Register Machine en berekeningen

De Register Machine, die we voortaan RM zullen noemen, heeft een oneindig aantal genummerde
geheugenplaatsen, die we de registers noemen en aanduiden met R1, R2, . . . . Het getal in register
i zullen we noteren met ri. Op deze registers kunnen we twee opdrachten toepassen. De eerste
noteren we met r+i ⇒ n, deze opdracht houdt in dat we de waarde in register i met één verhogen
en daarna verdergaan met opdracht n. De tweede opdracht noteren we met r−i ⇒ n,m en houdt
in dat we de waarde in register i met één verlagen als deze groter is dan 0 en dan verdergaan
met opdracht n, en als de waarde in register i niet groter is dan 0 gaan we verder met opdracht
m zonder iets te doen.

Met deze twee opdrachten kunnen we programma’s schrijven voor de RM. Een programma is een
eindige genummerde lijst van opdrachten van bovenstaande vorm. Het kan zijn dat een opdracht
verwijst naar een opdrachtnummer dat niet bestaat, in dat geval stopt het programma.

Met een programma en de RM kunnen we een berekening definiëren:

Definitie 2.1.1 (Berekening). Laat P een programma zijn voor de RM, en laat a1, . . . , ak
een lijst van natuurlijke getallen zijn. Een berekening van de RM met programma P en input
a1, . . . , ak is een eindige of oneindige lijst van l + 1-tupels (ni, r

i
1, . . . , r

i
l)i≥1 met de volgende

eigenschappen:

1. l ≥ k, en (n1, r
1
1, . . . , r

1
l ) = (1, a1, . . . , ak, 0, . . . , 0), het eerste element van de lijst is een 1

gevolgd door de input en aangevuld met nullen zodat het een (l + 1)-tupel is.

2. Als ni = m is precies één van onderstaande situaties het geval:

a) Het programma P heeft geen m-de opdracht en de i-de tupel is het laatste element
van de lijst. In dit geval is de berekening eindig.

b) De m-de opdracht van P is van de vorm r+j ⇒ u, verder geldt j ≤ u, ni+1 = u en

(ri+1
1 , . . . , ri+1

l ) = (ri1, . . . , r
i
j−1, r

i
j + 1, rij+1, . . . , r

i
l)

c) De m-de opdracht van P is van de vorm r−j ⇒ u, v met j ≤ l, nu zijn er twee opties:

of rij > 0 en

(ni+1, r
i+1
1 , . . . , ri+1

l ) = (u, ri+1
1 , . . . , rij − 1, . . . ril)

of rij = 0 en

(ni+1, r
i+1
1 , . . . , ri+1

l ) = (v, ri1, . . . , r
i
l)

Als we twee programma’s P en Q hebben, kunnen we deze samenstellen tot één programma
PQ. Hiervoor hoeven we alleen de nummers van de opdrachten aan te passen zodat ze op
elkaar aasluiten. Stel dat P k opdrachten heeft, dan passen we eerst P aan tot P ′ door elk
opdrachtnummer dat groter is dan k te vervangen door k+ 1. Vervolgens bewerken we Q tot Q′

door elk opdrachtnummer m in Q te vervangen door m+k. Nu is het samengestelde programma
PQ de opdrachtenlijst van P ′ gevolgd door de opdrachtenlijst van Q′.
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Een functie f : A→ N met A ⊆ Nk heet een partiële functie met k variabelen, of een k-plaatsige
partiële functie. Als het domein A gelijk is aan Nk, noemen we f totaal.

Definitie 2.1.2 (Berekenbare functie). Laat f een k-plaatsige partiële functie zijn. f heet
(RM-)berekenbaar als er een programma P bestaat zodat voor elke k-tupel ~a = (a1, . . . , ak) van
natuurlijke getallen geldt dat:

1. Als ~a ∈ dom(f) dan is er een eindige berekening (ni, r
i
1, . . . , r

i
l)
K
i=1 met P en input ~a, zodat

rK1 = f(a);

2. Als ~a /∈ dom(f) dan is er geen eindige berekening met P en input ~a.

We zeggen dat het programma P de functie f berekent.

Een samengesteld programma PQ berekent gf , als P de functie f en Q de functie g berekent.

2.2 Halting probleem

Een voorbeeld van een functie die niet berekenbaar is, wordt gegeven door het Halting-probleem:
is de berekening van het programma f , met input x eindig? Stel dat we zo een functie F (f, x)
hebben die voor alle f, x gedefinieerd is als

F (f, x) =

{
0 als f · x gedefinieerd is

1 anders

Hierbij is f ·x gedefinieerd als er een programma f bestaat zodat er een berekening is met input
x die termineert.
We laten zien dat F niet berekenbaar is met behulp van een ander probleem, het standaard
probleem. Dit standaard probleem stelt de vraag ’is x · x gedefinieerd?’ Het is duidelijk dat
er een oplossing is voor het standaard probleem als we een oplossing hebben voor het Halting-
probleem. Nu bekijken we het andersom: stel dat het standaard probleem oplosbaar is, dan
bestaat er een recursieve functie F ′ zodat voor alle x het volgende geldt:

F ′(x) =

{
0 als x · x gedefinieerd is

1 anders

Laat G nu een partieel recursieve functie zijn, zodat dom(G) = N−{0}. Laten we nu f invullen
voor x in G(F ′(x)). Er geldt nu dat f · f gedefinieerd is, dan en slechts dan als F ′(f) = 0,
maar dit is het geval dan en slechts dan als G(F ′(f)), wat gelijk is aan f · f , gedefinieerd is.
Hier vinden we een tegenspraak, dus het standaard probleem is niet oplosbaar en daarmee het
Halting-probleem ook niet. Dus F is een niet-berekenbare functie. �
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3 Recursieve functies

Bij het gebruik van uitdrukkingen in wiskundige teksten is het niet altijd duidelijk wat onze
variabelen zijn en wat parameters, of in welke volgorde onze variabelen ingevoerd moeten worden.

Om het verschil tussen deze expressies duidelijk te maken, kunnen we gebruik maken van zoge-
naamde λ-notatie, die ook bij functioneel programmeren veel gebruikt wordt. Als ~x een k-tupel
met variabelen is die voor kunnen komen in de functie f , dan noteren we met λ~x.f de functie
die aan een k-tupel n1, . . . , nk de waarde f(~n) toekent, waarbij iedere ni wordt ingevuld voor
ieder voorkomen van xi in f .

De expressie x+ y zou verschillende dingen kunnen betekenen, namelijk:

1. een reëel getal

2. een functie in (x, y), dus een functie R2 → R

3. een functie in (y, x), ook een functie R2 → R

4. een familie van functies met parameter x, dus een functie in y van R→ R

5. een functie in (x, y, z), dus een functie van R3 → R.

Door gebruik te maken van λ-notatie kunnen we deze verschillen duidelijk aangeven. Vijf bo-
venstaande voorbeelden worden respectievelijk weergegeven met x + y, λxy.x + y, λyx.x + y,
λy.x+ y en λxyz.x+ y.

3.1 Functies samenstellen

Als we een aantal functies hebben, kunnen we op verschillende manieren hier weer nieuwe functies
uit definiëren. Hieronder geven we definities voor het samenstellen van functies door composi-
tie, primitieve recursie en minimalisatie. Deze samenstellingen zullen later terugkomen bij het
definiëren van de klasse van (primitief) recursieve functies.

Definitie 3.1.1 (Compositie). Stel dat g1, . . . , gl partiële k-plaatsige functies zijn, en dat h een
partiële l-plaatsige functie is. De partiële k-plaatsige functie f met domein

~x ∈ Nk|~x ∈ ∩li=1dom(gi) en (g1(~x), . . . , gl(~x)) ∈ dom(h)

en gedefinieerd door f(~x) = h(g1(~x), . . . , gl(~x)) wordt gedefinieerd uit g1, . . . , gl, h door compo-
sitie.

Definitie 3.1.2 (Primitieve recursie). Stel dat g een partiële k-plaatsige functie is en dat h een
partiële k+2-plaatsige functie is. Laat f de kleinste k+1-plaatsige functie zijn met de volgende
eigenschappen:

1. als (x1, . . . , xk) ∈ dom(g) dan (0, x1, . . . , xk) ∈ dom(f) en f(0, x1, . . . , xk) = g(x1, . . . , xk)

2. als (y, x1, . . . , xk) ∈ dom(f) en (y, f(y, x1, . . . , xk), x1, . . . , xk) ∈ dom(h) dan (y+1, x1, . . . , xk) ∈
dom(f) en f(y + 1, x1, . . . , xk) = h(y, f(y, x1, . . . , xk), x1, . . . , xk)

dan wordt f gedefinieerd uit g en h door primitieve recursie. Met het bepalen van de kleinste
functie, bekijken we partiële functies als relaties. De kleinste functie is dan de doorsnede van
alle functies die voldoen.

Definitie 3.1.3 (Minimalisatie). Stel dat g een partiële k + 1-plaatsige functie is. Laat f een
k-plaatsige partiële functie zijn zodat (x1, . . . , xk) ∈ dom(f) precies als er een getal y is zodat
de k + 1-tupels (0, ~x), . . . , (y, ~x) allemaal in dom(g) zitten en g(y, ~x) = 0, en f(~x) is de kleinste
y die hieraan voldoet. In dat geval wordt f gedefinieerd uit g door minimalisatie.
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3.2 Primitief recursieve functies

Definitie 3.2.1 (Primitief recursieve functies). Een functie Nk → N (met k ∈ N) heet primitief
recursief als hij op een van de volgende manieren gegenereerd kan worden:

1. Het getal 0 is een 0-plaatsige primitief recursieve functie.

2. De nulfunctie Z = λx.0 is primitief recursief.

3. De opvolgerfunctie S = λx.x+ 1 is primitief recursief.

4. De projecties Πk
i = λx1 . . . xk.xi zijn primitief recursief.

5. De functies die ontstaan door compositie en primitieve recursie van primitief recursieve
functies, zijn zelf ook weer primitief recursief.

We kunnen het ook hebben over een k-plaatsige relatie, dan hebben we het over een deelverza-
meling van Nk. De karakteristieke functie χA : Nk → N van een k-plaatsige relatie A definiëren
we als

χA(~x) =

{
0 als ~x ∈ A
1 anders

Een relatie is primitief recursief als zijn karakteristieke functie dit is.

Veel simpele functies zijn primitief recursief. Bijvoorbeeld:

1. λxy.x+ y

2. λxy.xy

3. λxy.xy

Van λxy.x+ y zullen we laten zien dat deze functie primitief recursief is.
We weten dat 0 + y = y = Π1

1(y) en dat (x + 1) + y = S(x + y) = S(Π3
2(x, x + y, y)).

S(Π3
2(x, x + y, y)) wordt gevormd uit S en Π3

2 door compositie en is dus primitief recursief.
Vervolgens wordt λxy.x + y gevormd uit Π1

1 en S(Π3
2(x, x + y, y)) door primitieve recursie en

kunnen we concluderen dat λxy.x+ y primitief recursief is. �

3.3 (Partieel) recursieve functies

Naast primitief recursieve functies hebben we ook (partieel) recursieve functies. Deze klassen
overlappen voor een groot deel, er bestaan echter functies die wel partieel recursief zijn maar
niet primitief recursief.

Definitie 3.3.1 (Recursieve functie). De klasse van partieel recursieve functies wordt gevormd
door de volgende voorwaarden:

1. alle primitief recursieve functies zijn partieel recursief

2. de partieel recursieve functies zijn gesloten onder minimalisatie

3. als G een k-plaatsige partieel recursieve functie is en F is een unaire primitief recursieve
functie, dan is λ~x.F (G(~x)) een k-plaatsige partieel recursieve functie.

Analoog met de klasse van primitief recursieve functies geldt hier dan een relatie recursief is
precies als zijn karakteristieke functie dit is.
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We hebben het bij relaties niet over partieel recursieve functies omdat een karakteristieke functie
altijd totaal is. Bij een totale functie spreken we van een totaal recursieve of recursieve functie
in plaats van partieel recursieve functie.
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4 Coderingen

Een van de belangrijkste technieken binnen de theorie van berekenbaarheid is het coderen van
allerlei structuren als natuurlijke getallen. Door deze codes handig te kiezen, kunnen we ervoor
zorgen dat belangrijke operaties op onze structuren door primitief recursieve functies uitgevoerd
kunnen worden op hun codes.

4.1 Coderen van tupels

Iedere bijectie N×N→ N heet een paringsfunctie: als f : N×N→ N een bijectie is, zeggen we
dat f(x, y) het paar (x, y) codeert.

Een relatief simpele paringsfunctie wordt gegeven door ”diagonale opsomming”. Deze functie
zullen we j noemen. Bij diagonale opsomming doorlopen we alle tupels in de volgorde zoals te
zien is in Figuur 1.

Figuur 1: Op deze manier doorlopen we alle tupels. Afbeelding uit het dictaat van Jaap van
Oosten [1]

We hebben dus j(n,m) = #{(k, l) ∈ N×N | k+ l < n+m∨(k+ l = n+m∧k < n)}. Dit kunnen

we ook schrijven als j(n,m) = 1
2(n + m)(n + m + 1) + n = (n+m)2+3n+m

2 , om het eenvoudiger
te kunnen berekenen. We willen nu graag dat x ≤ j(x, y) en dat y ≤ j(x, y). Door j1 en j2 als
volgt te definiëren

j1(z) = µx < z + 1.[∃y ≤ z.j(x, y) = z]

j2(z) = µy < z + 1.[∃x ≤ z.j(x, y) = z]

geldt nu j(j1(z), j2(z)) = z.

Tupels met twee elementen kunnen we nu coderen met bijecties tussen N × N → N, maar
we willen ook tupels met meer elementen kunnen coderen. Hiervoor zoeken we naar bijecties:
Nm → N, met m > 2.

Definitie 4.1.1. De bijecties jm : Nm → N worden voor m ≥ 1 gedefinieerd door:

j1 is de identiteitsfunctie

jm+1(x1, . . . , xm, xm+1) = j(jm(x1, . . . , xm), xm+1).

We hebben ook de bijbehorende projectiefuncties jmi : N→ N voor 1 ≤ i ≤ m die voldoen aan

jm(jm1 (z), . . . , jmm(z)) = z
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voor alle z ∈ N en gegeven worden door:

j11(z) = z

jm+1
i (z) =

{
jmi (j1(z)) als 1 ≤ i ≤ m
j2(z) als i = m+ 1

De functies jm en jmi die we hierboven gedefinieerd hebben zijn primitief recursief en zullen we
straks gebruikten voor het coderen van tupels. Voordat we dit gaan doen hebben we nog het
volgende resultaat nodig:

Propositie 4.1.2. De functie F gedefinieerd door

F (x, y, z) =

{
0 als y = 0 of y > x

jxy (z) anders

is primitief recursief.

Nu definiëren we voor ieder element uit Nm voor m ≥ 1, dit is een geordende m-tupel of rijtje
(x1, . . . , xm) met xi ∈ N, de code van dit rijtje die we zullen noteren met 〈x1, . . . , xm〉. Hierbij
noteren we het lege rijtje, het enige element van N0 met (−) en de code hiervan met 〈 〉.

Definitie 4.1.3.

〈 〉 = 0

〈x0, . . . , xm−1〉 = j(m− 1, jm(x0, . . . , xm−1)) + 1 als m > 0.

Zo hebben we een manier gedefinieerd om geordende m-tupels te coderen in de natuurlijke
getallen.

4.2 Coderen van RM-programma’s

Naast tupels kunnen we ook programma’s en berekeningen coderen. Aan de hand van deze
coderingen definiëren we de relatie T en de functie U als volgt:

T (m, e, x, y) geldt dan en slechts dan als e de code is van een programma P en y de code is van

een eindigende berekening met P en input jm1 (x), . . . jmm(x).

Deze relatie T is primitief recursief.

U is een primitief recursieve functie zodat U(y) het resultaat is van de berekening gecodeerd
door y als T (m, e, x, y) geldt.

Voor het coderen van programma’s kijken we weer naar de opdrachten die we gedefinieerd hadden
voor de register machine en geven deze als volgt een code:

r+i ⇒ j krijgt code 〈i, j〉
r−i ⇒ j, k krijgt code 〈i, j, k〉

Vervolgens kunnen we een programma P zien als een lijst van opdrachten p1, . . . , pn en kunnen
we P coderen als 〈pp1q, . . . , ppnq〉, waarbij ppiq de code is van opdracht pi.

Zo hebben we ook programma’s voor de register machine gecodeerd.
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4.3 RM-berekenbaar = partieel recursief

Met de codering van RM-programma’s kunnen we de relatie T schrijven als een conjunctie van
verschillende uitspraken die allen primitief recursief zijn en daaruit kunnen we concluderen dat
de volgende stelling geldt:

Stelling 4.3.1. [Berekenbaar = Partieel Recursief]

Een partiële functie is berekenbaar dan en slechts dan als hij partieel recursief is.

Bovenstaand resultaat kunnen we gebruiken om van functies te zeggen dat ze berekenbaar zijn,
zonder dat we een programma nodig hebben om dit aan te tonen.

Definieer de functie Φ door

Φ(m, e, x) ' U(µy.T (m, e, x, y))

Dan bestaat er voor iedere k-plaatsige partieel recursieve functie F een getal e zodat voor alle
k-tupels x1, . . . , xk geldt dat:

F (x1, . . . , xk) ' Φ(k, e, jk(x1, . . . , xk))

Hier is ' de Kleene gelijkheid, waarbij F (x) ' G(x) betekent dat F (x) gedefinieerd is precies dan
als G(x) gedefinieerd is en dat voor die waarden waar ze gedefinieerd zijn, geldt F (x) = G(x).

Φ is hier een partieel recursieve functie, er bestaat geen totale recursieve functie met dezelfde
eigenschappen.

Definieer nu de functie F door F = λx1 . . . xm.Φ(m, e, jm(x1, . . . , xm)). Nu heet e een index

voor F en we schrijven φe (of φ
(m)
e als we de plaatsigheid van F expliciet willen maken) voor F .

4.4 Coderen van zinnen uit de predikaatlogica

Vergelijkbaar met de manier waarop we programma’s en tupels hebben gecodeerd, kunnen we
ook zinnen uit de predikaatlogica coderen in de natuurlijke getallen. We kunnen namelijk aan
elk symbool uit onze taal een natuurlijk getal toewijzen. Een zin kunne we vervolgens zien als
rijtje natuurlijke getallen waarna we de coderingen uit sectie 4.1 weer kunnen gebruiken.
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5 Recursief opsombare verzamelingen

Voor iedere deelverzameling van Nk bestaat er een ’probleem’: het bepalen of een bepaalde k-
tupel van natuurlijke getallen tot de verzameling behoort. Zo’n probleem noemen we oplosbaar
(of beslisbaar) als de verzameling recursief is.

5.1 Recursief opsombare verzamelingen

Van recursieve verzamelingen weten we dat ze oplosbaar zijn. Nu kunnen we ook een stap verder
kijken, naar recursief opsombare verzamelingen.

Definitie 5.1.1 (Recursief opsombaar). Een deelverzameling R van Nk heet recursief opsombaar
als er een k-plaatsige partieel recursieve functie ψ bestaat zodat R = dom(ψ).

Om te bewijzen dat een bepaalde deelverzameling van N recursief opsombaar is kunnen we
gebruik maken van de volgende propositie:

Propositie 5.1.2. De volgende vier uitspraken zijn equivalent voor een R ⊂ N:

1. R is recursief opsombaar,

2. Er bestaat een recursieve relatie S ⊂ N2 zodat R = {x|∃y((x, y) ∈ S)},

3. Er bestaat een partieel recursieve functie F zodat R = rge(F ),

4. R = ∅ of er bestaat een primitief recursieve functie F zodat R = rge(F ).

Voor recursief opsombare verzamelingen zullen we de volgende notatie gebruiken:

W k
e = dom(φ(k)e ).

Voor k = 1 laten we het superscript meestal weg. Verder noemen we e een recursief opsombare
index voor R, als R = W k

e .

5.2 Recursief onscheidbare verzamelingen

Definitie 5.2.1 (Recursief onscheidbaar). Twee recursief opsombare verzamelingen X,Y heten
recursief onscheidbaar als er geen recursieve verzameling R bestaat met X ⊆ R en R ∩ Y = ∅.

Een equivalente definitie wordt gegeven door te zeggen dat twee verzamelingen recursief on-
scheidbaar zijn als er geen totale recursieve functie F bestaat zodat F (x) = 0 voor alle x ∈ X
en F (x) > 0 voor alle x ∈ Y .

Merk op dat recursief onscheidbare verzamelingen in het bijzonder zelf niet berekenbaar zijn.

5.3 Effectief onscheidbare verzamelingen

Naast recursief onscheidbare verzamelingen, hebben we ook effectief onscheidbare verzamelingen,
we geven hiervoor een definitie uit het boek van Hartley Rogers [4]:

Definitie 5.3.1 (Effectief onscheidbaar). Twee deelverzamelingen A,B ⊆ N heten effectief
onscheidbaar als er een recursieve functie φ bestaat zodat A ⊆ We, B ⊆ Wf en We ∩Wf = ∅
dan geldt φ(e, f) /∈We ∪Wf .

Merk op dat effectief onscheidbare verzamelingen ook recursief onscheidbaar zijn; effectief on-
scheidbaar zijn, is sterker dan recursief onscheidbaar zijn.
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6 Stelling van Trakhtenbrot

Nu we genoeg definities hebben behandeld zullen we in dit hoofdstuk de stelling met een bewijs
geven.

6.1 Stelling

Laat L een taal zijn en T een L-theorie. Laat P = { pφq | T |= φ } de verzameling zijn van
codes van zinnen die waar zijn in een theorie T, en laat R = { pφq | M |= ¬φ }, de verzameling
zijn van codes van zinnen die niet waar zijn in een model M , met M een eindige L-structuur.

Stelling 6.1.1 (Trakhtenbrot). De verzamelingen P en R zijn effectief onscheidbaar.

6.2 Bewijs

Voor het bewijs van deze stelling definiëren we de taal L met als primitieven:

1. het gelijkheidssymbool =,

2. de constante 0,

3. de binaire relatie symbolen ≤ en S,

4. de tertiaire relatie symbolen A en M .

In deze taal L definiëren we de theorie T met de volgende axioma’s:

1. ∀v0(0 ≤ v0)
0 is kleiner dan alle andere getallen.

2. ∀v0v1(v0 ≤ v1 ∨ v1 ≤ v0)
Voor elk tweetal getallen v0 en v1 geldt dat v0 ≤ v1 of v1 ≤ v0 (of allebei).

3. ∀v0v1v2(v0 ≤ v1 ∧ v1 ≤ v2 → v0 ≤ v2)
Voor ieder drietal getallen v0, v1 en v2, met v0 ≤ v1 en v1 ≤ v2 dan geldt ook v0 ≤ v2.

4. ∀v0v1(v0 ≤ v1 ∧ v1 ≤ v0 → v0 = v1)
Voor ieder tweetal getallen v0 en v1 waarbij zowel v0 ≤ v1 als v1 ≤ v0 geldt, geldt ook
v0 = v1.

5. ∀v0¬S(v0, 0)
0 is van geen enkel getal de opvolger.

6. ∀v0(v0 6= 0→ ∃v1 ≤ v0S(v1, v0))
Als v0 6= 0 bestaat er een getal waarvan v0 de opvolger is.

7. ∀v0v1v2(S(v1, v0) ∧ S(v2, v0)→ v1 = v2)
Als twee getallen v1 en v2 dezelfde opvolger hebben, zijn ze aan elkaar gelijk.

8. ∀v0v1v2(S(v0, v1) ∧ S(v0, v2)→ v1 = v2)
Als v1 en v2 allebei de opvolger van v0 zijn, dan zijn v1 en v2 aan elkaar gelijk.

9. ∀v0v1v2v3(v0 ≤ v1 ∧ S(v0, v2) ∧ S(v1, v3)→ v2 ≤ v3)
Als v0 ≤ v1, dan is de opvolger van v0 ook kleiner dan of gelijk aan de opvolger van v1.

10. ∀v0v1v2[S(v0, v1)→ (v2 ≤ v1 ⇐⇒ v2 ≤ v0 ∨ v2 = v1)]
Als v1 de opvolger is van v0, dan geldt v2 ≤ v1 dan en slechts dan als v2 ≤ v0 of v2 = v1.
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11. ∀v0v1(v0 ≤ v1 ∧ v0 6= v1 → ∃v2 ≤ v1S(v0, v2)
Als voor twee getallen v0 en v1 geldt v0 ≤ v1 en v0 6= v1 dan is er een v2 ≤ v1 zodat v2 de
opvolger is van v0.

12. ∀v0A(v0, 0, v0)
Voor ieder getal v0 geldt v0 + 0 = v0.

13. ∀v0v1v2v′1v′2(A(v0, v1, v2) ∧ S(v1, v
′
1) ∧ S(v2, v

′
2)→ A(v0, v

′
1, v
′
2))

Als v0+v1 = v2, v
′
1 is de opvolger van v1 en v′2 is de opvolger van v2, dan geldt v0+v′1 = v′2.

14. ∀v0v1v′1v′2[A(v0, v
′
1, v
′
2) ∧ S(v1, v

′
1)→ ∃v2 ≤ v′2(S(v2, v

′
2) ∧A(v0, v1, v2))]

Als v0 +v′1 = v′2 en v′1 is de opvolger van v1, dan bestaat er een v2 ≤ v′2 zodat v0 +v1 = v2.

15. ∀v0v1v2v3[A(v0, v1, v2) ∧A(v0, v1, v3)→ v2 = v3]
Als zowel v0 + v1 = v2 als v0 + v1 = v3, dan geldt v2 = v3.

16. ∀v0M(v0, 0, 0)
Voor ieder getal v0 geldt dat v0 · 0 = 0.

17. ∀v0v1v2v3v′1[M(v0, v1, v2) ∧ S(v1, v
′
1) ∧A(v2, v0, v3)→M(v0, v

′
1, v3)]

Als geldt v0 · v1 = v2, v
′
1 is de opvolger van v1 en v2 + v0 = v3, dan geldt ook v0 · v′1 = v3.

18. ∀v0v1v3v′1[M(v0, v
′
1, v3) ∧ S(v1, v

′
1)→ ∃v2 ≤ v3(A(v2, v0, v3) ∧M(v0, v1, v2))]

Als v0 ·v′1 = v3 en v′1 = v1 + 1, dan bestaat er een v2 ≤ v3 zodat v2 +v0 = v3 en v0 ·v1 = v2

19. ∀v0v1v2v3[M(v0, v1, v2) ∧M(v0, v1, v3)→ v2 = v3]
Als v0 · v1 = v2 en v0 · v1 = v3, dan geldt v2 = v3

Al deze axioma’s zijn van toepassing op de natuurlijke getallen, de natuurlijke getallen vormen
dan ook een model voor de theorie T . Onze theorie T eist echter niet dat ieder getal een opvolger
heeft, waardoor er ook eindige modellen bestaan. Deze eindige modellen zijn wel isomorf met
een deel van N, zoals we verderop in het bewijs nog zullen tegenkomen.

Nu we een theorie gedefinieerd hebben, kunnen we deze gebruiken om de stelling te bewijzen.
Daarvoor zullen we eerst vijf onderstaande uitspraken bewijzen:

1. De eindige modellen van T zijn precies de beginsegmenten van N

2. Elk ander (dus niet eindig) model van T heeft N als beginsegment.

3. Alle Π1-zinnen die waar zijn in N zijn waar in alle eindige modellen.

4. Alle Σ1-zinnen die waar zijn in N zijn waar in een eindig model.

5. Als φv en ψv T -bewijsbare, disjuncte, strikte Σ1-definities van respectievelijk verzamelin-
gen X en Y zijn, dan voor x ∈ N:

x ∈ Y → N |= ψx

→ T ` ¬φx
x ∈ X → φx heeft een eindig model

→ ¬φx is onwaar in een eindig model

Voor we beginnen aan het bewijs geven we eerst nog definities voor een beginsegment en voor
Σ1 en Π1-zinnen. We beginnen met de definitie voor een beginsegment:

Definitie 6.2.1 (Beginsegment). Laat L een taal met het binaire relatiesymbool ≤ zijn en laat
A = (A;≤, . . . ),B = (B;≤, . . . ) L-structuren zijn, zodat A een substructuur is van B. We
noemen B een eind uitbreiding van A als

∀a ∈ A ∀b ∈ B(b ≤ a→ b ∈ A).
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We zeggen ook, in het bijzonder als ≤ een lineaire ordening op B definieert, dat A een begin-
segment van B is.

Vervolgens geven we nog een definitie voor Σ1 en Π1-zinnen in een taal L met binair relatiesym-
bool ≤. Hiervoor introduceren we eerst de volgende afkortingen voor begrensde kwantoren:

∀vi ≤ vjφ : ∀vi(vi ≤ vj → φ)

∃vi ≤ vjφ : ∃vi(vi ≤ vj ∧ φ)

Vervolgens kunnen we de klasse van Σ1- en Π1-zinnen als volgt inductief definiëren:

1. Atomaire formules en negaties van atomaire formules zijn zowel Σ1− als Π1-formule.

2. Als φ en ψ Σ1- (Π1-) formules zijn, dan zijn φ ∨ ψ en φ ∧ ψ ook Σ1- (Π1-) formules.

3. Als φ een Σ1- (Π1-) formule is, en vi 6= vj , dan zijn ∃vi ≤ vjφ en ∀vi ≤ vjφ ook Σ1- (Π1-)
formules.

4. Als φ een Σ1- (Π1-) formule is, dan is ∃viφ (∀viφ) een Σ1- (Π1-) formule.

De eigenschappen van Σ1 en Π1-zinnen kunnen we gebruiken om het volgende lemma te bewijzen:

Lemma 6.2.2. Laat L een taal zijn die het symbool ≤ bevat. Laat vervolgens A een begin-
segment zijn van B voor willekeurige substructuren A ,B van L. Dan geldt:

1. voor iedere Π1-zin φ van L(A ), B |= φ→ A |= φ

2. voor iedere Σ1-zin φ van L(A ), A |= φ→ B |= φ.

Merk op dat voor zinnen die zowel Σ1 als Π1 zijn de implicatie volgens lemma 6.2.2 beide kanten
op geldt. We bewijzen lemma 6.2.2 met inductie naar de constructie van φ. We beginnen met
het basisgeval, φ is een atomaire formule. In dit geval is φ zowel een Σ1 als een Π1 formule en
zullen we zowel 1 als 2 bewijzen.

Omdat φ een atomaire formule is, heeft φ een van de volgende drie vormen:

1. t = s voor L-termen t en s,

2. R(t1, . . . , tn) voor een n-plaatsig relatiesymbool R en t1, . . . , tn in L

3. ⊥

De eerste twee gevallen, φ is van de vorm t = s of R(t1, . . . , tn) volgen uitspraak 1 en 2 van
Lemma 6.2.2 rechtstreeks uit het feit dat A een substructuur is van B. In het derde geval, φ is
van de vorm ⊥, geldt nooit B |= φ en geldt nooit A |= φ, dus zijn uitspraak 1 en respectievelijk
2 van Lemma 6.2.2 altijd waar.

Lemma 6.2.2 geldt dus als φ een atomaire formule is.

Stel nu dat φ een negatie bevat, dus φ is van de vorm ¬ψ, waarbij Lemma 6.2.2 voor ψ geldt.
Dan is φ zowel een Π1-zin als een Σ1-zin en volgt uit het basisgeval dat A |= φ ⇐⇒ B |= φ.
Stel nu dat B |= φ, dan volgt B |= ¬ψ dus B 6|= ψ, dan geldt dus ook A 6|= ψ en daaruit volgt
A |= ¬ψ dus A |= φ. Hieruit kunnen we dus concluderen dat uitspraak 1 van Lemma 6.2.2
waar is, het bewijs van uitspraak 2 gaat analoog.

Stel nu dat φ van de vorm ψ ∨ χ is, waarbij we weten dan Lemma 6.2.2 voor ψ, χ geldt. Ook
hier geldt weer dat φ zowel een Π1 al een Σ1-zin is, dus dat A |= φ ⇐⇒ B |= φ. Laat B |= φ,
dan geldt B |= (ψ ∨ χ) dus B |= ψ ∨B |= χ, maar we weten dat Lemma 6.2.2 geldt voor ψ, χ,
waaruit volgt dat A |= ψ ∨ A |= χ, dus A |= (ψ ∨ χ) en dit betekent dat A |= φ. Uitspraak
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1 van Lemma 6.2.2 geldt dus ook voor φ van de vorm ψ ∨ χ. Analoog kunnen we bewijzen dat
ook uitspraak 2 geldt voor zo’n φ, en dat zowel uitspraak 1 als 2 ook gelden voor φ van de vorm
ψ ∧ χ als Lemma 6.2.2 geldt voor ψ, χ.

Stel nu dat φ wordt gevormd door het toepassen van een begrensde kwantor, dus φ is van
de vorm ∃v ≤ vi(ψvv0 . . . vn−1), waarbij we weten dat ψ voldoet aan Lemma 6.2.2. Laat nu
a0, . . . , an−1 ∈ A en stel dat B |= ∃v ≤ aiψv, a0, . . . , an−1, dan volgt hieruit dat

∃b ∈ B(b ≤ ai ∧B |= ψ(b, a0, . . . , an−1))

→ ∃b ∈ A(b ≤ ai ∧B |= ψ(b, a0, . . . , an−1)) (1)

→ ∃b ∈ A(b ≤ ai ∧A |= ψ(b, a0, . . . , an−1)) (2)

→ A |= ∃v ≤ aiψ(v, a0, . . . , an−1)).

Hierbij volgt (1) uit het feit dat A een beginsegment is van B, en (2) volgt vanwege de inductie
hypothese.

Nu we de eerste uitspraak bewezen hebben, volgt de tweede hieruit door te observeren dat Σ1-
zinnen logisch equivalent zijn aan negaties van Π1-zinnen. Door gebruik te maken van de eerste
uitspraak vinden we dat voor een Σ1-zin φ en een Π1-zin ψ zodat φ ⇐⇒ ¬ψ geldt dat

B |= ¬φ→ B |= ψ

→ A |= ψ

→ A |= ¬φ

en hieruit kunnen we concluderen dat A |= φ → B 6|= ¬φ en dus B |= φ. Dus de tweede
uitspraak geldt ook voor begrensde kwantoren.

Tot slot hebben we nog het geval dat wordt gevormd met een onbegrensde kwantor. Stel φ is
van de vorm ∃vψ, waarbij we weten dat Lemma 6.2.2 voor ψ geldt, en dat ψ een Σ1-zin is. Dan
geldt dat v ∈ A omdat φ een zin in L(A ) is en kunnen we bovenstaand bewijs van begrensde
kwantoren gebruiken.

Vervolgens kunnen we weer Σ1-zinnen zien als negaties van Π1-zinnen en hieruit concluderen
dat de tweede uitspraak ook geldt. �

Laat B = (B;≤, S,A,M, 0) een model voor T zijn en laat a ∈ B. Definieer nu Ba = (Ba;≤a
, Sa, Aa,Ma, 0a) waarbij

1. Ba = {b ∈ B|b ≤ a}

2. ≤a, Sa, Aa en Ma zijn de restricties van respectievelijk ≤, S,A,M tot Ba

3. 0a is 0.

Nu is Ba een beginsegment van B. Verder zijn alle axioma’s van T Π1-zinnen, dus mogen we
Lemma 6.2.2 toepassen. Hieruit kunnen we concluderen dat ook Ba een model is voor T .

Neem nu N als model van T , voor iedere n ∈ ω is Nn een beginsegment voor N en dus is Nn
voor iedere n ∈ ω een model voor T .

Vervolgens willen we de eerste van vijf uitspraken bewijzen, dit doen we door een bewijs te geven
voor het volgende lemma:

Lemma 6.2.3. Laat B een eindig model voor T zijn, dan is B isomorf met Nn voor een n ∈ ω.

Stel dat de verzameling constanten B van B kardinaliteit n+1 heeft. Uit axioma’s 1 tot en met
11 van T volgt nu dat B bestaat uit 0 en n opvolgende opvolgers. We kunnen B dus schrijven
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als
B = {0, 1, . . . , n}

waarbij
0 < 1 < · · · < n en S(0, 1), S(1, 2), . . . , S(n− 1, n).

We moeten nu voor x, y, z ∈ B laten zien dat

B |= A(x, y, z) dan en slechts dan als x+ y = z

B |= M(x, y, z) dan en slechts dan als x · y = z.

Dit kunnen we doen door x vast te nemen en met inductie naar y te laten zien dat

∀z[B |= A(x, y, z) dan en slechts dan als x+ y = z]

∀z[B |= M(x, y, z) dan en slechts dan als x · y = z].

We laten het inductiebewijs zien voor optelling, het bewijs voor vermenigvuldiging gaat analoog,
maar dan met de axioma’s voor vermenigvuldiging.

Stel dat y = 0, dan volgt uit axioma 12 dat B |= A(x, 0, x). Samen met axioma 15 volgt nu dat
B |= A(x, 0, z)→ x = z.

Laat nu x + (y + 1) = (z + 1), volgens onze inductiehypothese geldt nu B |= A(x, y, z), maar
er geldt ook B |= S(y, y + 1) en B |= S(z, z + 1). Uit axioma 13 volgt nu dat ook B |=
A(x, y + 1, z + 1).

Voor het omgekeerde, stel dat B |= A(x, y + 1, z), voor een z. Dan volgt uit axioma 14 dat
B |= A(x, y, z′) ∧ S(z′, z) voor een z′. Vanwege de inductiehypothese weten we dat x + y = z′,
waaruit volgt dat x+ y + 1 = z′ + 1 = z. �

Nu we de eerste uitspraak bewezen hebben, kunnen we de tweede uitspraak gaan bewijzen. De
tweede uitspraak volgt bijna direct uit de eerste, dit laten we zien in het bewijs van Gevolg 6.2.4.

Gevolg 6.2.4. Laat B een oneindig model van T zijn, dan is N isomorf met een beginsegment
van B.

We laten zien dat we N op B af kunnen beelden op zo’n manier dat optelling en vermenigvuldi-
ging behouden blijven. Laat om te beginnen de afbeelding van N naar B de 0 ∈ N afbeelden op
de 0 ∈ B, en noem deze even b0. Stel vervolgens dat 0, . . . , x ∈ N afgebeeld zijn op respectievelijk
b0, . . . , bx, zodat B |= S(b0, b1), . . . ,B |= S(bx−1, bx).

Nu vormen b0 < · · · < bx dus een beginsegment op de ordening van B. B is echter oneindig,
dus bx is niet het laatste element. Er bestaat dus een bk, met k > x zodat bx ≤ bk en bx 6= bk,
met axioma 11 volgt nu dat er een b ≤ bk bestaat zodat B |= S(bx, b). Dit element b is uniek
volgens axioma 8, en noemen we vanaf nu bx+1. Vervolgens kunnen we x+ 1 ∈ N afbeelden op
bx+1. Op deze manier kunnen we alle elementen uit N afbeelden op een beginsegment van B.

Nu moeten we nog laten zien dat het een isomorfisme is, dit doen we door te laten zien dat op-
telling en vermenigvuldiging behouden blijven. Hiervoor kunnen we gebruik maken van Lemma
6.2.3. Neem x, y, z ∈ N willekeurig zodat x + y = z, respectievelijk x · y = z. Beeldt x, y, z op
respectievelijk bs, by en bz af en kies vervolgens n = max{x, y, z}. Bekijk nu de restricties van N
en B tot respectievelijk Nn en Bbn . Dan geldt dat Bbn een eindig model is, dat volgens Lemma
6.2.3 isomorf is met Nn. Hier blijft optelling, respectievelijk vermenigvuldiging, behouden. Er
geldt dus ook bx+by = bz, respectievelijk bx ·by = bz. Ook in het oneindige geval blijven optelling
en vermenigvuldiging dus behouden.
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Hieruit kunnen we concluderen dat N een beginsegment vormt van een oneindig model B voor
T . �

Hiermee hebben we ook de tweede uitspraak bewezen, ook de derde uitspraak zal vrijwel direct
uit Lemma 6.2.3 volgen. Hiervoor bewijzen we onderstaand gevolg.

Gevolg 6.2.5. Iedere Π1-zin die waar is in N, is waar in alle eindige modellen van T .

Laat φ een Π1-zin zijn. Dan zien we dat:

N |= φ→ ∀n ∈ N(Nn |= φ), vanwege Lemma 6.2.2

→ ∀ eindige B |= T (B |= φ), vanwege Lemma 6.2.3

Dit is ons gewenste resultaat. �

Voor de vierde uitspraak bewijzen we opnieuw een lemma:

Lemma 6.2.6. Iedere Σ1-zin die waar is in N, is waar in een eindig model.

We zullen hiervoor de uitspraak: voor iedere Σ1-formule φv0 . . . vm−1 bestaat er een functie
nφ(x1, . . . , xm−1) zodat, voor alle x1, . . . , xm−1 ∈ N, als de zin φx1 . . . xm−1 van de uitgebreide
taal L(N) waar is in N, dan geldt voor alle n ≥ nφ(x1, . . . , xm−1),Nn |= φ x1 . . . xm−1, die iets
sterker is bewijzen. Dit doen we met inductie naar de constructie van φ.

We onderscheiden twee gevallen, φ is een binaire atomaire formule. In dit geval is φ

vi = vj , vi ≤ vj of S(vi, vj)

en kiezen we nφ(x, y) = max{x, y}. In het tweede geval is φ een tertiaire atomaire formule, dus
van de vorm

A(vi, vj , vk) of M(vi, vj , vk),

en in dit geval kiezen we nφ(x, y, z) = max{x, y, z}. In beide gevallen is nφ het maximale getal
dat voorkomt in φ. Als φ waar is in N, dan houden de relaties ook in Nn met n ≥ nφ.

Laat φ = ψ∨χ, en laat N |= ψ. In dit geval nemen we nφ = max{nψ,max{x|x komt voor in φ}}.
In dit geval kunnen we concluderen dat Nn |= φ, voor n ≥ nφ.

Laat nu φ = ψ ∧ χ, in dit geval kiezen we nφ = max{nψ, nχ}.

Als φ van de vorm ∀vi ≤ vjψvi of van de vorm ∃vi ≤ vjψvi is kiezen we nφ(x) max{x,max{nψ(y)|y ≤
vj}}

Tot slot bekijken we het geval dat φ van de vorm ∃vψv is. Kies x zodat ψx waar is en laat
nφ = nψ(x). �

Voor de vijfde en laatste stap introduceren we eerst de volgende notatie. We hebben twee
formules φv en ψv nodig om twee effectief onscheidbare recursief opsombare verzamelingen X,Y
te definiëren. Vervolgens willen we bekijken wanneer ¬φx bewijsbaar is, en wanneer het een
eindig model heeft dat het tegenspreekt. Echter, als x 6= 0, hoeft er geen constante genaamd
x te bestaan. Daarom definiëren we nu voor iedere formule χv, en iedere 0 6= x ∈ N, χx als
afkortingen voor een van de formules:

∃v0 . . . vx−1[S(0, v0) ∧
x−1
∧∧
i=0

S(vi, vi+1) ∧ χvx−1],

∀v0 . . . vx−1[S(0, v0) ∧
x−1
∧∧
i=0

S(vi, vi+1)→ χvx−1].
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Op deze manier zouden we zelfs in modellen Nn met n < x de vraag kunnen stellen of χx waar of
onwaar is. We willen voor het vervolg graag dat ¬φx een Π1-zin is en zullen daarom aannemen
dat χx de afkorting van de tweede formule is.

Vervolgens willen we recursief opsombare verzamelingen definiëren aan de hand van strikte Σ1-
formules. Hierbij is een strikte Σ1-formule een formule die wel Σ1 is, maar niet Π1.

Stel nu dat φv en ψv twee verzamelingen X,Y in N definiëren. Dan zijn nu

φ1v :φ � ψ
ψ1v :ψ ≺ φ

ook strikte Σ1-formules die X,Y in N definiëren en geldt dat

T ` ∀v¬(φ1v ∧ ψ1v)

Hierbij definiëren we ≺ en � zoals in het boek van Craig Smoryńsky [3]:

Definitie 6.2.7. Voor en formule φ = ∃vχv en ψ = ∃vθv definiëren we hun getuigen vergelij-
kingsformules als volgt:

φ � ψ : ∃v[χv ∧ ∀v0 < v¬θv0]
φ ≺ ψ : ∃v[χv ∧ ∀v0 ≤ v¬θv0].

Hierbij kunnen we een x zien als een getuige van φ als χx waar is. φ � ψ vertelt ons nu dat een
getuige van φ eerder dan of tegelijk voorkomt dan alle getuigen van ψ.

Nu we al deze stappen gezet hebben kunnen we een bewijs voor de stelling van Trakhtenbrot
geven.

Laat X,Y twee effectief onscheidbare verzamelingen zijn en laat φv en ψv strikte Σ1-formules
zijn zodat ze X,Y definiëren in N en

T ` ∀v(ψv → ¬φv). (3)

Bekijk nu x ∈ N. Voor x ∈ X geldt

N |= φx (4)

→∃n(Nn |= φx) (5)

→¬φx is onwaar in een eindig model van T . (6)

Vervolgens bekijken we x ∈ Y , hiervoor geldt:

N |= ψx (7)

→ B |= ψx (8)

voor alle oneindige modellen B |= T vanwege Lemma 6.2.2 en Gevolg 6.2.4.

Uit (3) en (8) kunnen we nu concluderen dat

x ∈ Y → B |= ¬φx

voor alle oneindige modellen B |= T .
Ook kunnen we uit (3) en (7) concluderen dat

x ∈ Y → N |= ¬φx( want ¬φx is Π1)

→ ∀n(Nn |= ¬φx)

→ B |= ¬φx
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voor alle eindige modellen B |= T .

Hieruit volgt dat

x ∈ Y → T |= ¬φx
→ T ` ¬φx.

Laat nu χ de conjunctie zijn van alle axioma’s van T . Dan hebben we gezien dat voor x ∈ N:

x ∈ X → χ→ ¬φx is onwaar in een eindige LT -structuur

x ∈ Y →` χ→ ¬φx.

Hieruit kunnen we concluderen dat de verzamelingen P en Q effectief onscheidbare verzamelin-
gen vormen, wat ons gewenste resultaat was. �
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7 Conclusie

Eerst een terugblik op het bewijs. Om te beginnen hebben we laten zien dat ieder eindig model
van T isomorf is met een beginsegment van N. Hiermee konden we laten zien dat iedere Π1-zin
die waar is in N, waar is in alle eindige modellen en dat iedere Σ1-zin die waar is in N, waar is
in een eindig model. Vervolgens lieten we ook zien dat N een beginsegment is van alle oneindige
modellen voor T .

Voor het uiteindelijke bewijs definieerden we effectief onscheidbare verzamelingen X,Y en met
de resultaten konden we laten zien dat dit precies de verzamelingen P en R uit de stelling van
Trakhtenbrot zijn, waardoor we konden concluderen dat P en R effectief onscheidbaar zijn.

Tot slot nog een toepassing van de stelling van Trakhtenbrot. We zijn begonnen met kijken naar
het Entscheidungsproblem en wat berekenbaarheid eigenlijk is. Om een antwoord te geven op
het Entscheidungsproblem hebben we de stelling van Trakhtenbrot niet nodig, dit werd al gedaan
door Church en Turing. We kunnen echter ook een eindige variant van het Entscheidungsproblem
definiëren.

Probleem (Eindig Entscheidungsprobleem).

Vind een algoritme om te bepalen of er een zin φ waar is in alle eindige structuren voor de
relevante taal L.

Omdat volgens de stelling van Trakhtenbrot de verzamelingen P en R effectief onscheidbaar
zijn, kunnen we concluderen dat ook voor eindige structuren de verzameling {φ | ∃M M ` φ}
niet berekenbaar is. Dus ook in het geval dat we alleen naar eindige structuren kijken, bestaat
er geen algoritme dat beslist of een zin φ uit de predikaatlogica bewijsbaar is.
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