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1 INLEIDING 1

1 Inleiding

Zij n een positief geheel getal, x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn en t ∈ R. In deze scriptie bestuderen we het Cauchy-
probleem voor de golfoperatorvergelijking

(∂2
t −

n∑
i=1

∂2
xi)u(x, t) = f(x, t), lim

t↓0
u(x, t) = a(x), lim

t↓0
∂tu(x, t) = b(x), t > 0

voor geschikte functies a, b en f . Aan welke eisen deze functies voldoen, zien we wanneer we echt aan het
werk gaan. Het doel is om unicteit en existentie van de oplossingen aan te tonen.

Een goed begrip van dit probleem is essentieel, aangezien het voor n = 1, 2, 3 wordt gebruikt als model voor
een grote verscheidenheid aan fysische problemen. Een belangrijk voorbeeld in het geval n = 1 komt uit de
studie van elasticiteit van materialen. In dit geval geeft u de mate van vervorming van het materiaal op plaats
x en tijd t aan. De functie f de functie die krachten van buiten het systeem aangeeft. Een gelijkwaardig
voorbeeld is de situatie waarbij een koord in een dimensie wordt aangedreven door de functie f . Hierbij is
u(x, t) de uitwijking van het koord op plaats x en tijd t. De golfvergelijking is bovendien van groot belang in
theorieën van vloeistofdynamica en elektromagnetisme. Als wiskundigen zijn we echter gëınteresseerd in zo
algemeen mogelijke resultaten, dus we zullen het probleem bestuderen voor een willekeurig aantal dimensies n.

Een natuurlijke manier om deze problemen te benaderen is via de theorie van distributies, een klasse van
objecten die onder meer lokaal integreerbare functies omvat. Deze theorie zorgt er onder andere voor dat we
lokaal integreerbare functies kunnen differentiëren, waardoor het makkelijker zal worden om een oplossing
van een differentiaalvergelijking te vinden. Dit omdat er simpelweg meer kandidaten zijn. Onder bepaalde
voorwaarden op de desbetreffende differentiaaloperator kunnen we aantonen dat een distributionele oplossing
ook een oplossing in de zin die we gewend zijn, ofwel klassieke oplossingen, zijn.

We nemen aan dat de lezer bekend is met de stof in de Hoofdstukken 1 tot en met 12, 14 en 17 van het boek
Distributions van Duistermaat en Kolk, [1]. Tevens nemen we aan dat de lezer bekend is met de inhoud van
de vakken Functies & Reeksen, Analyse in meer variabelen, Differentiaalvergelijkingen, Complexe Functies
en Maat- & Integratietheorie.

De opbouw van de scriptie is als volgt. In Hoofdstuk 2 zullen we de fundamentele oplossingen van de diffe-
rentiaaloperator (I −∆)k met 2k ≥ n+ 1 bestuderen, waarbij n en k positieve gehele getallen zijn. Voor een
speciaal geval van (n, k(n)) zijn deze fundamentele oplossingen een handig hulpmiddel om expliciete formules
voor oplossingen van de golfvergelijking te vinden. In Hoofdstuk 3 bestuderen we het Cauchy-probleem voor
de golfvergelijking. We tonen eerst existentie aan, waarna we met behulp van Hoofdstuk 2 expliciete formules
zoeken. Deze hoofstukken zijn gebaseerd op Hoofdstuk 17.1 en 18 uit [1]. Tot slot bewijzen we uniciteit,
hetgeen gebaseerd is op Hoofdstuk 13 van [1]. Er is tevens een appendix A aanwezig over de gammafunctie en
een appendix B over de aangepaste vergelijking van Bessel. Deze appendices zullen belangrijke hulpmiddelen
zijn in Hoofdstuk 2.

In de hele scriptie gebruiken we de notaties

N := {n ∈ Z | n ≥ 1},

N0 := N ∪ {0}.
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2 De fundamentele oplossing van (I −∆)k

In dit hoofdstuk onderzoeken we de fundamentele oplossing Ek van de partiële lineaire differentiaaloperator

P (D) :=
(
I +

∑n
i=0D

2
i

)k
= (I − ∆)k in het geval dat 2k ≥ n + 1. Deze Ek zullen we later gebruiken om

de golfvergelijking op te lossen. We volgen hierbij de opbouw van hoofdstuk 17.1 van [1]. Deze aanpak
gebruikt de Fouriertransformatie in combinatie met een aantal substituties om een scalaire gewone differenti-
aalvergelijking van tweede orde te vinden waaraan een variant van de fundamentele oplossing voldoet. Deze
differentiaalvergelijking blijkt oplossingen te hebben, waarvan we het gedrag goed begrijpen en we kunnen
Ek hierin uitdrukken. Het zal blijken dat we in het geval dat κ := k− 1

2 (n− 1) ∈ N de fundmentele oplossing
kunnen schrijven als het product van een polynoom van één variabele en de exponentiële functie, samenge-
steld met de euclidische norm op Rn. We zullen het geval dat 2k ≤ n hier niet bestudern omdat het niet van
belang is voor toepassing op de golfvergelijking.

We beschouwen nu de vergelijking
(I −∆)kEk = δ, (1)

waarbij we aannemen dat Ek ∈ S ′. Volgens Stellingen 14.24 van [1] bestaan F((I−∆)kEk) en F(Ek), liggen
deze in S ′ en volgt door herhaaldelijk toepassen voor u ∈ S ′ van

F((I −∆)u) = F(u)−F(∆u) = (1 + ‖ξ‖2)F(u),

dat F((I −∆)kEk) = (1 + ‖ξ‖2)kF(Ek). Samen met het feit dat F(δ) = 1 volgt nu uit (1) de gelijkheid

F(Ek) =
1

(1 + ‖ · ‖2)k
. (2)

Omdat het rechterlid van (2) als gevolg van het gegeven dat 2k > n een integreerbare functie is en het feit
dat L1(Rn) ⊆ S ′ (pagina 190, [1]), bestaat de Fourierinverse van de rechter zijde van (2). Er volgt dat

Ek = F−1((1 + ‖ · ‖2)−k) =
1

(2π)n
F((1 + ‖ · ‖2)−k). (3)

Met de stelling van Riemann-Lebesgue (Stelling 14.2, [1]) volgt dat Ek en continue functie op Rn is die nadert
naar 0 als ‖x‖ → ∞.

Opmerking 2.0.1. Merk op dat P een elliptische differentiaaloperator is. Het hoofdsymbool P2k bestaat
namelijk uit de som van de positieve termen

ξ 7→
k∏
j=1

ξ2
ij ,

waarbij ij ∈ {1, . . . , n}. Omdat alle termen positief zijn, heeft P2k de oorsprong als enige nulpunt. Met
Stelling 17.6 uit [1] volgt dat P hypo-elliptisch is, ofwel

sing suppEk = sing supp δ = {0}.

Dit betekent dat Ek een C∞-functie is op Rn \ {0}, terwijl de stelling van Riemann-Lebesgue ons slechts
vertelde dat Ek continu is op Rn. �

2.1 Een eenvoudigere formule voor Ek

We zullen nu aantonen dat Ek invariant is ten aanzien van rotaties om de oorsprong. Met andere woorden,
dat Ek(Ax) = Ek(x) voor alle A ∈ SOn = {A ∈ Mn×n | AAT = I, detA = 1}. Vervolgens combineren
we dit met een oefening uit [2] om te laten zien dat we Ek min of meer kunnen schrijven als een constante
keer een eendimensionale Fouriergetransformeerde. Dit is handig om een gewone differentiaalvergelijking af
te leiden waaraan een variant van Ek voldoet.

We maken de laatste bewering precies in de vorm van een stelling:
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Stelling 2.1.1. De fundamentele oplossing Ek van (I −∆)k is te schrijven als

Ek(x) =
Γ(κ)

2nπ
n+1
2 Γ(k)

Fκ(‖x‖),

waarbij

κ := k − n− 1

2
, a : R 3 ξ 7→ (1 + ξ2)−κ ∈ R, en Fκ = F(a).

Om deze stelling te bewijzen hebben we een aantal lemma’s nodig. Ter voorbereiding van het eerste lemma
merken we op dat uit de algemeen geldende gelijkheid 〈By, z〉 = 〈y,BT z〉 voor B ∈Mn×n en y, z ∈ Rn volgt
dat

‖Ax‖ =
√
〈Ax,Ax〉 =

√
〈x,ATAx〉 =

√
〈x, x〉 = ‖x‖, (4)

voor A ∈ SOn en x ∈ Rn. We bewijzen nu het volgende lemma.

Lemma 2.1.2. De fundamentele oplossing Ek is invariant onder rotaties om de oorsprong. Dat wil zeggen
dat Ek(Ax) = Ek(x) voor alle A ∈ SOn en x ∈ Rn.

Bewijs. Zij A ∈ SOn. Deze matrix heeft inverse gelijk aan AT , dus A gezien als lineaire afbeelding Rn −→ Rn
is een diffeomorfisme. Er volgt met (3) dat

Ek(Ax) =
1

(2π)n

∫
Rn
e−i〈Ax,ξ〉(1 + ‖ξ‖2)−kdξ.

Omdat |e−i〈Ax,ξ〉(1 + ‖ξ‖2)−k| = (1 + ‖ξ‖2)−k en 2k ≥ n+ 1 is de integrand absoluut integreerbaar over Rn.
We mogen daarom substitutie van variabelen ξ = Ay in de integraal toepassen. Er volgt met (4) dat

1

(2π)n

∫
Rn
e−i〈Ax,ξ〉(1 + ‖ξ‖2)−kdξ =

1

(2π)n

∫
A−1(Rn)

e−i〈Ax,Ay〉(1 + ‖Ay‖2)−k|det(A)(y)|dy

=
1

(2π)n

∫
Rn
e−i〈x,y〉(1 + ‖y‖2)−kdy

= Ek(x).

Zij Sn−1 := {x ∈ Rn | ‖x‖ = 1} en Vol(Sn−1) :=
∫
Sn−1 dy het volume van Sn−1. We hebben tevens het

volgende lemma nodig dat in [2] wordt gegeven als Oefening 7.21 (i, ii).

Lemma 2.1.3. Zij n ∈ N. Dan geldt dat

Vol(Sn−1) =
2π

n
2

Γ(n2 )
,

waarbij Γ de Gamma-functie is, zoals gedefinieerd in Appendix A.

Bewijs. Definieer f : Rn −→ R door f(x) = e−‖x‖
2

. We beweren nu dat f absoluut integreerbaar is.
Namelijk, uit Voorbeeld 6.10.8, [2] volgt dat ∫

R
e−x

2
i dxi = π

1
2 ,

voor alle 1 ≤ i ≤ n. Definieer nu fi(x) := e−x
2
i . Merk op dat fi > 0 en f =

∏n
i=1 fi, dus we mogen de stelling

van Fubini gebruiken en er volgt dat∫
Rn
f(x)dx =

n∏
i=1

∫
R
fi(xi)dxi = π

n
2 .

Anderzijds hebben we
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Bewering 1. Er geldt dat ∫
Rn
f(x)dx =

1

2
Vol(Sn−1)Γ(

n

2
).

Bewijs van Bewering 1. We introduceren een substitutie van variabelen Ψ : R>0 × U → Rn door Ψ(r, y) =
rφ(y), waarbij U een open deelverzameling van Rn−1 is en φ : U → Sn−1 een C1-parameterisatie waar-
voor φ(U) dicht ligt in Sn−1. Voor parameterisatie φ en bijbehorende positieve dichtheid ω met deze
eigenschappen, zie Opgave 7.21(vii-viii) in [2]. Dit is de parameterisatie met behulp van bolcoördinaten,
zodat Ψ het diffeomorfisme van poolcoördinaten wordt. De determinant van DΨ(r, y) wordt gegeven door
det(DΦ(r, y)) = rn−1ω(y) > 0. Aangezien φ(U) dicht ligt in Sn−1, heeft Sn−1 \ φ(U) volume gelijk aan 0,
dus Vol(φ(U)) = Vol(Sn−1).
Omdat we hebben gezien dat f absoluut integreerbaar is, mogen we substitutie van variabelen in de integraal
toepassen en ∫

Rn
e−‖x‖

2

dx =

∫
R>0×U

e−r
2

rn−1ω(y)d(r, y).

Omdat Sn−1 begrensd is, geldt dat
∫
U
ω(y)dy <∞. Dan krijgen we met e−r

2

rn−1 > 0 en
∫
R>0

e−r
2

rn−1dr =
1
2Γ(n2 ) (Appendix A, Lemma A.0.3) dat∫

R>0

∫
U

e−r
2

rn−1ω(y)dydr =
1

2
Vol(φ(U))Γ(

n

2
) <∞.

Met Fubini volgt nu dat
∫
Rn f(x)dx = 1

2 Vol(φ(U))Γ(n2 ) = 1
2 Vol(Sn−1)Γ(n2 ).

Wanneer we Bewering 1 met de waarde van
∫
Rn f(x)dx combineren, krijgen we

Vol(Sn−1) =
2π

n
2

Γ(n2 )
.

Opmerking 2.1.4. Vanaf nu verwijzen we naar het diffeomorfisme Ψ : R>0×U → Rn door Ψ(r, y) = rφ(y),
waarbij U een open deelverzameling van Rn−1 is. Hierbij is φ : U → Sn−1 de C1-parameterisatie waarvoor
φ(U) dicht ligt in Sn−1 en ω de positieve dichtheid zoals in Opgave 7.21(vii-viii) in [2]. Dit diffeomorfisme Ψ
noemen we vanaf nu poolcoördinaten. �

Tevens hebben we het volgende lemma nodig, dat afkomstig is van Oefening 7.23 uit [2].

Lemma 2.1.5. Zij p, n ∈ N zodat 2p ≥ n+ 1. Dan geldt dat∫
Rn

1

(1 + ‖x‖2)p
dx =

π
n
2 Γ(p− n

2 )

Γ(p)
.

Bewijs. Definieer g : Rn −→ R via g(x) = (1 + ‖x‖2)−p. Omdat p > n
2 , is g absoluut integreerbaar. Zij

Ψ het diffeomorfisme voor poolcoördinaten zoals in de vorige opmerking. Dan volgt met de substitutie van
variabelen x = Ψ(r, y) en Fubini dat∫

Rn
g(x)dx = Vol(Sn−1)

∫
R>0

rn−1

(1 + r2)p
dr.

Zij B de bétafunctie zoals gedefinieerd in Definitie A.0.4. Lemma A.0.5 zegt dat

B(p1, p2) = 2

∫
R>0

r2p1−1

(1 + r2)p1+p2dr
,

dus met p1 + p2 = p en 2p1 − 1 = n− 1 volgt nu dat∫
R>0

rn−1

(1 + r2)p
dr =

B(n2 , p−
n
2 )

2
=

Γ(n2 )Γ(p− n
2 )

2Γ(p)
.



2 DE FUNDAMENTELE OPLOSSING VAN (I −∆)k 5

Samen met het feit dat Vol(Sn−1) = 2π
n
2 /Γ(n2 ) (Lemma 2.1.3) volgt∫

Rn
g(x)dx =

2π
n
2

Γ(n2 )

Γ(n2 )Γ(p− n
2 )

2Γ(p)
=
π
n
2 Γ(p− n

2 )

Γ(p)
.

We zijn nu in staat om het bewijs van Stelling 2.1.1 te geven.

Bewijs van Stelling 2.1.1. Zij x ∈ Rn en we kiezen Ax ∈ SOn zó dat Axx = ‖x‖e1. Zo’n Ax bestaat omdat
we {x} kunnen aanvullen met n− 1 vectoren tot een basis van Rn. Deze basis kunnen we vervolgens met de
procedure van Gram-Schmidt omzetten in een orthonormaal stelsel zodat x nog steeds een vector in de basis
is. Omdat Ek invariant is onder rotaties om de oorsprong (Lemma 2.1.2) volgt dat

Ek(x) = Ek(Axx) = Ek(‖x‖e1) =
1

(2π)n

∫
Rn

e−i‖x‖ξ1

(1 + ‖ξ‖2)k
dξ.

De integrand is absoluut convergent, omdat |e−i‖x‖ξ1(1 + ‖ξ‖2)−k| = (1 + ‖ξ‖2)−k en 2k ≥ n + 1. Schrijf
ξ = (ξ1, η) ∈ R × Rn−1 en definieer nu Φ : R × Rn−1 → R × Rn−1 door Φ(ξ1, η) = (ξ1,

√
1 + ξ2

1η). De
componenten van Φ zijn partieel differentieerbaar en de totale afgeleide in het punt (ξ1, η) ziet er als volgt
uit. De eerste kolom wordt gegeven door(

1,
ξ1η1√
1 + ξ2

1

,
ξ1η2√
1 + ξ2

1

, . . . ,
ξ1ηn−1√

1 + ξ2
1

)T
,

en de diagonaal door (
1,
√

1 + ξ2
1 ,
√

1 + ξ2
1 , . . . ,

√
1 + ξ2

1

)
.

De andere componenten zijn gelijk aan 0. We concluderen dat de afbeelding (ξ1, η) 7→ DΦ(ξ1, η) continu is
omdat alle componenten continu zijn. Verder volgt dat |det(DΦ(ξ1, η))| gelijk is aan de absolute waarde van
het product van de diagonaal, omdat alle coëfficienten boven de diagonaal gelijk aan 0 zijn. We krijgen dus
dat

|det(DΦ(ξ1, η))| = (1 + ξ2
1)

n−1
2 > 0

dus DΦ(ξ1, η) is inverteerbaar voor alle (ξ1, η) ∈ Rn en Φ is bijectief, dus een C1-diffeomorfisme.

Met substitutie van variabelen volgt∫
Rn

e−i‖x‖ξ1

(1 + ‖ξ‖2)k
dξ =

∫
Rn

e−i‖x‖ξ1

(1 + ξ2
1 + ‖η‖2)k

dξ

=

∫
Rn

e−i‖x‖ξ1

(1 + ξ2
1 + (1 + ξ2

1)‖η‖2)k
|det(DΦ(ξ1, η))|d(ξ1, η)

=

∫
Rn

e−i‖x‖ξ1

(1 + ξ2
1)k−

n−1
2 (1 + ‖η‖2)k

d(ξ1, η).

Omdat |e−i‖x‖ξ1(1+ξ2
1)−(k−n−1

2 )(1+‖η‖2)−k| = (1+ξ2
1)−(k−n−1

2 )(1+‖η‖2)−k en 2(k− n−1
2 ) = 2k−n+1 ≥ 2

en 2k ≥ n+ 1 bestaat de meervoudige integraal∫
R

∫
Rn−1

1

(1 + ξ2
1)k−

n−1
2 (1 + ‖η‖2)k

dξ1dη.

We mogen nu Fubini gebruiken en er volgt∫
Rn

e−i‖x‖ξ1

(1 + ξ2
1)k−

n−1
2 (1 + ‖η‖2)k

d(ξ1, η) =

∫
R

e−i‖x‖ξ1

(1 + ξ2
1)k−

n−1
2

dξ1

∫
Rn−1

1

(1 + ‖η‖2)k
dη.
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Omdat 2k ≥ n+ 1 > n− 1 zegt Lemma 2.1.5∫
Rn−1

1

(1 + ‖η‖2)k
dη =

π
n−1
2 Γ(k − n−1

2 )

Γ(k)
.

Uit al het bovenstaande volgt door substitutie

Ek(x) =
π
n−1
2 Γ(k − n−1

2 )

(2π)nΓ(k)

∫
R

e−i‖x‖ξ1

(1 + ξ2
1)k−

n−1
2

dξ1 =
Γ(k − n−1

2 )

2nπ
n+1
2 Γ(k)

∫
R

e−i‖x‖ξ1

(1 + ξ2
1)k−

n−1
2

dξ1 =
Γ(κ)

2nπ
n+1
2 Γ(k)

Fκ(‖x‖).

We hebben het dus gepresteerd om Ek te schrijven als een constante keer Fκ ◦ ‖ · ‖, waarbij Fκ een functie
op R is. Het bestuderen van Fκ zal erg krachtig blijken om eigenschappen van Ek te bepalen. Vanaf nu
veronderstellen we x ∈ R.

2.2 Een gewone differentiaalvergelijking voor Fκ

Hoewel we in de vorige subsectie de oorspronkelijke formule voor Ek al hebben vereenvoudigd, willen we een
nog concretere formule. Om dit te bereiken, zullen we laten zien dat xλFκ, voor een bepaalde constante λ,
voldoet aan een lineaire tweede orde gewone differentiaalvergelijking. Deze differentiaalvergelijking wordt
ook wel de aangepaste vergelijking van Bessel genoemd. De eigenschappen hiervan zullen we bespreken in
Appendix B. Vervolgens kunnen we Fκ, en via Stelling 2.1.1 ook Ek, uitdrukken in een oplossing van deze
differentiaalvergelijking.

We zoeken eerst p, q, r ∈ C zodat Fκ = Fa voldoet aan

(x2 d
2

dx2
+ px

d

dx
+ q + rx2)Fa = 0. (5)

Als gevolg van Stelling 14.24 uit [1] formuleren we het volgende lemma.

Lemma 2.2.1. Zij p, q, r ∈ C en u ∈ S ′(R). Dan geldt dat (x2 d2

dx2 + px d
dx + q + rx2)Fu = 0 dan en slechts

dan als ( d
2

dξ2 ◦ (ξ2 − r) + p ddξ ◦ ξ + q)u = 0.

Bewijs. Met de eigenschappen van de Fouriertransformatie (Stelling 14.24, [1]) volgt direct dat

F ◦ ξ2 = D2 ◦ F = − d
2

dx
◦ F , (6)

−F ◦ d
2

dx
= F ◦D2 = x2 ◦ F , (7)

−F ◦ d

dx
◦ ξ = −iF ◦D ◦ ξ = −ix ◦ F ◦ ξ = ix ◦D ◦ F = x ◦ d

dx
◦ F . (8)

Met de vergelijkingen (6) en (7) volgt dat

F ◦ d2

dx2
◦ ξ2 = −x2 ◦ F ◦ ξ2 = x2 ◦ d2

dx2
◦ F .

Met de bovenstaande vergelijkingen volgt nu via de lineariteit van de Fouriertransformatie dat

(x2 d
2

dx2
+ px

d

dx
+ q + rx2)Fu = 0, (9)

dan en slechts dan als F(( d
2

dξ2 ◦ (ξ2 − r) + p ddξ ◦ ξ + q)u) = 0. Omdat F : S ′(R)→ S ′(R) bijectief en lineair

is (Stelling 14.24, [1]), volgt dat vergelijking (9) geldt, dan en slechts dan als

(
d2

dξ2
◦ (ξ2 − r) + p

d

dξ
◦ ξ + q)u = 0.

Hiermee is het lemma bewezen.
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Gevolg 2.2.2. De functie Fκ voldoet aan (x d2

dx2 + 2(1− κ) d
dx − x)Fκ = 0.

Bewijs. We merken op dat 1 + ξ2 > 0 voor alle ξ ∈ R, dus de functie a : ξ 7→ (1 + ξ2)−κ is willekeurig vaak
continu differentieerbaar. We krijgen dat

d2

dξ2
((ξ2 − r)a)(ξ) =

2((2κ2 − 3κ+ 1)ξ4 + (2− 5κ− κr − 2κ2r)ξ2 + 1 + κr

(1 + ξ2)κ+2
,

d

dξ
(ξa)(ξ) =

(1− 2κ)ξ4 + 2(1− κ)ξ2 + 1

(1 + ξ2)κ+2
.

Hiermee volgt dat

(
d2

dξ2
((ξ2 − r)a+ p

d

dξ
(ξa) + qa =

c4ξ
4 + c2ξ

2 + c0
(1 + ξ2)κ+2

,

waarbij

c4 := 4κ2 − 6κ+ 2− p(1− 2κ) + q,

c2 := 4− 10κ− (2κ+ 4κ2)r − 2p(1− κ) + 2q,

c0 := 2 + 2κr − p+ q.

Er volgt dat a voldoet aan

(
d2

dξ2
◦ (ξ2 − r) + p

d

dξ
◦ ξ + q)a = 0, (10)

dan en slechts dan als c4 = c2 = c0 = 0. Het laatste is gelijkwaardig aan het stelsel lineaire vergelijkingen
A(p, q, r)T = b met b = (−4κ2 + 6κ− 2,−4 + 10κ,−2)T en

A =

2κ− 1 1 0
2κ− 2 2 −2κ− 4κ2

−1 1 2κ

 .

Er geldt dat det(A) = 8κ3 + 8κ2 > 0, omdat κ > 0, dus het stelsel heeft een unieke oplossing. Merk op dat
(p, q, r) = (2(1 − κ), 0,−1) de oplossing is, dus a voldoet aan vergelijking (10) met deze waarden voor p, q
en r. Via Lemma 2.2.1 volgt nu dat Fa = Fκ voldoet aan

(x2 d
2

dx2
+ 2(1− κ)x

d

dx
− x2)Fκ = 0,

dus, wanneer we delen door x ook aan

(x
d2

dx2
+ 2(1− κ)

d

dx
− x)Fκ = 0.

Namelijk, dit geldt in ieder geval voor de klassieke oplossing Fκ(x) voor x > 0 en voor x < 0. Hiermee krijgen
we voor φ ∈ C∞0 (R) en a, b ∈ R zodanig dat suppφ ⊂ [a, b] dat

(x
d2

dx2
+ 2(1− κ)

d

dx
− x)Fκ(φ) =

∫ b

a

Fκ(x)(Pφ)(x)

=

∫ 0

a

Fκ(x)(Pφ)(x)dx+

∫ b

0

Fκ(x)(Pφ)(x)dx

(!)
=

(∫ 0

a

+

∫ b

0

)
(x

d2

dx2
+ 2(1− κ)

d

dx
− x)Fκ(x)φ(x)dx

= 0.

Hierbij is P de lineaire differentiaaloperator zodanig dat

(x
d2

dx2
+ 2(1− κ)

d

dx
− x)Fκ(φ) = Fκ(Pφ).

Voor de gelijkheid gebruiken we partiële integratie. Dit kan omdat Fκ van klasse C∞ is op x > 0 en x < 0
en de randtermen van de twee aparte integralen tegen elkaar wegvallen.
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We bewijzen nu de stelling die ons in staat stelt om Ek te schrijven in de vorm van goed begrepen functies.

Stelling 2.2.3. Definieer λ := n
2 − k. De functie xλFκ is een oplossing van de aangepaste vergelijking van

Bessel,
x2v′′ + xv′ − (x2 + λ2)v = 0, v ∈ D ′(R).

Op R>0 is Fκ te schrijven als

Fκ(x) =
π

1
2x−λ

2−λ−1Γ(−λ+ 1
2 )
K−λ(x),

waarbij K−λ is gedefinieerd als in Appendix B.

Bewijs. We bewijzen de stelling via de volgende bewering:

Bewering 1. Zij u ∈ D ′(I) met I ⊆ R open en λ ∈ C. Dan geldt dat

x−λ(x2∂2(xλu) + x∂(xλu)− λ2(xλu)) = x2∂2u+ (2λ+ 1)x∂u.

Bewijs van Bewering 1. Door toepassing van de Leibniz regel volgt dat de gelijkheid geldt voor u ∈ C2(I).
Omdat C∞0 (I) ⊂ C2(I) dicht ligt in D ′(I) volgt met de continüıteit van ∂ dat de gelijkheid ook geldt voor
u ∈ D ′(I). Hiermee is de bewering bewezen.

We hebben in de formulering van de stelling λ zo gedefinieerd dat λ = n
2 − k, ofwel 2λ+ 1 = 2(1− κ). Dan

volgt via Bewering 1 met u = Fκ dat

x−λ(x2∂2(xλFκ) + x∂(xλFκ)− λ2(xλFκ)) = x2∂2Fκ + 2(1− κ)x∂Fκ. (11)

Omdat Gevolg 2.2.2 zegt dat
(x2∂2 + 2(1− κ)x∂2)Fκ = x2Fκ,

geeft substitutie in vergelijking (11) de gelijkheid

x−λ(x2∂2(xλFκ) + x∂(xλFκ)− λ2(xλFκ)) = x2Fκ,

ofwel
x−λ(x2∂2(xλFκ) + x∂(xλFκ)− (x2 + λ2)(xλFκ)) = 0.

Hieruit volgt dat v(x) := xλFκ(x) = x
n
2−kFκ(x) de aangepaste vergelijking van Bessel oplost door te ge-

bruiken dat v een klassieke oplossing is op x > 0 en x < 0, en dan partiële integratie toe te passen. Dit
argument hebben we voor een andere vergelijking al een keer uitgevoerd in het laatste deel van het bewijs
van Gevolg 2.2.2.

Voor de tweede uitspraak in de stelling beschouwen we xλFκ als een distributie op R>0. Dat wil zeggen, we
beschouwen ρR>0Rv ∈ D ′(R>0), waarbij (ρR>0Rv)(φ) = v(ιRR>0

φ), φ ∈ C∞0 (R>0). We definiëren ρ := ρR>0R
en ι := ιRR>0

. Er volgt nu voor φ ∈ C∞0 (R>0) dat

(x2∂2(ρv))(φ) = v(ι(∂2(x2φ))) = v(∂2(x2(ιφ))),

(x∂(ρv))(φ) = −v(ι(∂(xφ))) = −v(∂(x(ιφ))),

((x2 + λ2)(ρv))(φ) = v(ι((x2 + λ2)φ)) = v((x2 + λ2)(ιφ)).

Hiermee volgt direct dat

(x2(ρv)′′ + x(ρv)′ − (x2 + λ2)(ρv))(φ) = v(∂2(x2(ιφ)))− v(∂(x(ιφ)))− v((x2 + λ2)(ιφ))

= (x2v′′ + xv′ − (x2 + λ2)v)(ιφ)

= 0,

omdat ιφ ∈ C∞0 (R). We concluderen dat ρv een oplossing is van de vergelijking

x2u′′ + xu′ − (x2 + λ2)u = 0, u ∈ D ′(R>0). (12)
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Stelling 9.4 uit [1] zegt dat ρv ∈ C∞(R>0), omdat het hoofdsymbool x2 groter dan 0 is op R>0. Omdat
ρ de uitbreiding tot distributies is van de afbeelding die functies beperkt tot een kleiner domein, geldt dat
v|R>0

= ρv een klassieke oplossing is.

In Appendix B beschrijven we de oplossingsruimte van vergelijking (12) als de ruimte voortgebracht door
de functies {I−λ,K−λ}, waarbij de functies Iµ gedefinieerd worden in Lemma B.0.1. Tevens zullen we zien
dat I−λ onbegrensd is en K−λ exponentieel afneemt naar 0 als x → ∞, zie Stelling B.0.5. Aangezien
de stelling van Riemann-Lebesgue zegt dat Fκ(x) → 0 als x → ∞ en λ < 0, dus xλ → 0 als x → ∞,
volgt dat v(x) = xλFκ(x) → 0 als x → ∞. Hieruit volgt dat er een c ∈ C bestaat zodat v = cK−λ,

ofwel 2λFκ(x) = c
(
x
2

)−λ
K−λ(x) voor x > 0. Door aan beide kanten de limiet x ↓ 0 te nemen zeggen

Propositie B.0.6 en de continüıteit van Fκ dat

c =
2λ+1Fκ(0)

Γ(−λ)
=

2λ+1π
1
2 Γ(k − n

2 )

Γ(k − n
2 )Γ(k − n−1

2 )
=

2λ+1π
1
2

Γ(k − n−1
2 )

,

omdat Fκ(0) =
∫
R

1
(1+ξ2)κ dξ = π

1
2 Γ(κ− 1

2 )(Γ(κ))−1 = π
1
2 Γ(k− n

2 )(Γ(k− n−1
2 ))−1 volgens Lemma 2.1.5, want

2κ ≥ 2. Omdat −λ− 1 = k − n
2 − 1 krijgen we

Fκ(x) = cx−λK−λ(x) =
π

1
2xk−

n
2

2k−
n
2−1Γ(k − n−1

2 )
Kk−n2 (x), x > 0.

Een direct gevolg hiervan is de volgende uitspraak over Ek. We veronderstellen nu weer dat x ∈ Rn.

Gevolg 2.2.4. De fundamentele oplossing van (I −∆)k, Ek, is te schrijven als

Ek(x) =
‖x‖k−n2

2k+n
2−1π

n
2 Γ(k)

Kk−n2 (‖x‖), x ∈ Rn \ {0},

en

Ek(0) = lim
x→0

‖x‖k−n2
2k+n

2−1π
n
2 Γ(k)

Kk−n2 (‖x‖).

Bewijs. Zij x ∈ Rn \ {0}. Dan is ‖x‖ > 0, dus via Stellingen 2.1.1 en 2.2.3 volgt dat

Ek(x) =
Γ(k − n−1

2 )

2nπ
n+1
2 Γ(k)

Fκ(‖x‖) =
Γ(k − n−1

2 )

2nπ
n+1
2 Γ(k)

π
1
2 ‖x‖k−n2

2k−
n
2−1Γ(k − n−1

2 )
Kk−n2 (‖x‖)

=
‖x‖k−n2

2k+n
2−1π

n
2 Γ(k)

Kk−n2 (‖x‖).

Aangezien x 7→ ‖x‖ een continue afbeelding is en we R 3 ξ 7→ ξk−
n
2Kk−n2 (ξ) kunnen uitbreiden tot een

functie in C(R≥0) (zie Propositie B.0.6), kunnen we Rn 3 x 7→ ‖x‖k−n2Kk−n2 (‖x‖) ook uitbreiden met

0 7→ limy↓0(yk−
n
2Kk−n2 (y)) = 2k−

n
2−1Γ(k − n

2 ). Met deze uitbreiding volgt dat

lim
x→0

‖x‖k−n2
2k+n

2−1π
n
2 Γ(k)

Kk−n2 (‖x‖) =
2k−

n
2−1Γ(k − n

2 )

2k+n
2−1π

n
2 Γ(k)

=
Γ(k − n

2 )

2nπ
n
2 Γ(k)

.

Anderzijds volgt met de formule Stelling 2.1.1 dat

Ek(0) =
Γ(k − n−1

2 )

2nπ
n+1
2 Γ(k)

Fκ(0) =
Γ(k − n−1

2 )

2nπ
n+1
2 Γ(k)

π
1
2 Γ(k − n

2 )

Γ(k − n−1
2 )

=
Γ(k − n

2 )

2nπ
n
2 Γ(k)

.

We concluderen dat representatie van Ek als de uitbreiding van x 7→ ‖x‖k−n2Kk−n2 (‖x‖) in de formulering
van het gevolg goed gedefinieerd is en dat de formule geldt voor alle x ∈ Rn.
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2.3 Een aantal speciale gevallen

We zullen nu twee lineair onafhankelijke oplossingen van de vergelijking

x∂2u+ 2(1− κ)∂u− xu = 0, u ∈ D ′(R), (13)

gebruiken om een aantal mooie representaties van Ek te vinden onder bepaalde voorwaarden op κ.

Lemma 2.3.1. De functie G1
κ : R −→ C gedefinieerd door

G1
κ(x) :=

∫ ∞
x

e−ξ(ξ2 − x2)κ−1dξ,

is lokaal integreerbaar, begrensd en is een oplossing van vergelijking (13).

Bewijs. Zij x > 0. Via de transformatie t = ξ
x volgt dat∫ ∞

x

e−ξ(ξ2 − x2)κ−1dξ =

∫ ∞
1

e−txx2κ−1(t2 − 1)κ−1dt,

omdat de laatste integraal absoluut convergeert voor iedere x > 0, dus we kunnen substitutie van variabelen
toepassen. Voor de absolute convergentie van de rechtse integraal, merk op dat t2 − 1 ≤ 1 als 1 ≤ t ≤

√
2 en

0 ≤ t2 − 1 ≥ 1 als t ≥
√

2, dus

(t2 − 1)κ−1 ≤

{
(t2 − 1)bκ−1c als 1 ≤ t ≤

√
2,

(t2 − 1)dκ−1e als t ≥
√

2
,

waarbij bκ− 1c, respectievelijk dκ− 1e, het grootste gehele getal ≤ κ− 1, respectievelijk het kleinste gehele
getal ≥ κ− 1 is. Hiermee volgt∫ ∞

1

e−txx2κ−1(t2 − 1)κ−1dt =

∫ √2

1

e−txx2κ−1(t2 − 1)bκ−1cdt+

∫ ∞
√

2

e−txx2κ−1(t2 − 1)dκ−1edt.

De integraal van 1 tot
√

2 convergeert omdat de integrand continu is op [1,
√

2]. Om aan te tonen dat de
rechtse integraal convergeert, kunnen we het binomium van Newton en partiële integratie gebruiken. We
krijgen dan convergentie omdat geldt dat limt→∞ e−tx = 0, aangezien x > 0. Omdat de integrand van de
linkse integraal positief is, volgt dat deze integraal absoluut convergeert.

Indien x < 0, dan volgt met de substitutie t = ξ
x op dezelfde manier als hierboven dat∫ ∞

x

e−ξ(ξ2 − x2)κ−1dξ = −
∫ 1

−∞
e−txx2κ−1(t2 − 1)κ−1dt,

convergeert voor alle x < 0. Merk wel op dat de integrand voor bepaalde waardes van κ ∈ { 1
2 , 1,

3
2 , . . .}

een complexwaardige functie is voor t ∈ (−1, 1), dus dat we ook echt de absolute waardes van de integrand
moeten gebruiken in dit bewijs.

Verder, als x = 0, dan volgt dat

G1
κ(0) =

∫ ∞
0

e−ξξ2κ−2 = Γ(2κ− 1),

want 2κ − 1 = 2k − n + 1 − 1 = 2k − n ≥ 1. We concluderen uit het bovenstaande dat G1
κ inderdaad een

functie op R definieert.

We laten nu zien dat G1
κ lokaal integreerbaar is. Zij x > 0, dan bestaat er b > 0 zodanig dat x ∈ [0, b].

Er volgt voor j ≥ 1 met partiële integratie dat
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∫ b

0

e−txxj(t2 − 1)κ−1dx =
bj−1e−bt

−t
+
j

t

∫ b

0

e−txxj−1(t2 − 1)κ−1dx,

en door dit herhaaldelijk te doen, krijgen we

∫ ∞
1

∫ b

0

e−txx2κ−1(t2 − 1)κ−1dxdt =

∫ ∞
1

(Fb(t)e
−bt − F0(t)e−0·t)(t2 − 1)κ−1dt,

waarbij Fx(t) = −
∑2κ−1
k=0

(2κ−1)!
tk+1(2κ−1−k)!

x2κ−1−k. Omdat t ≥ 1 en alle termen in de som van Fx met x = 0, b

positief zijn, krijgen we

|Fx(t)| =
2κ−1∑
k=0

(2κ− 1)!

tk+1(2κ− 1− k)!
x2κ−1−k ≤

2κ−1∑
k=0

(2κ− 1)!

(2κ− 1− k)!
x2κ−1−k =: Cx.

Hiermee volgt dat ∫ ∞
1

|Fb(t)e−bt(t2 − 1)κ−1|dt ≤ CbG
1
κ(b)

b2κ−1
<∞.

Verder krijgen we met de transformatie t = sin s, dt = cos sds dat∫ ∞
1

|F0(t)|(t2 − 1)κ−1dt =

(∫ √3/2

1

+

∫ ∞
√

3/2

)
(2κ− 1)!

t2 − 1

(t2 − 1)κ

t2κ
dt

=

∫ π/3

π/4

(2κ− 1)!

cos2 s
(tan s)2κ cos sds+

∫ ∞
√

3/2

(2κ− 1)!

t2 − 1

(t2 − 1)κ

t2κ
dt

≤
∫ π/3

π/4

(2κ− 1)!

cos2 s
(tan s)2κds+

∫ ∞
√

3/2

(2κ− 1)!

t2 − 1
dt

=

[
(2κ− 1)!

2κ+ 1
(tan s)2κ+1

]π/3
π/4

+

[
(2κ− 1)!

2
log

(
t− 1

t+ 1

)]∞
√

3/2

<∞,

dus we hebben aangetoond dat ∫ ∞
1

∫ b

0

e−txx2κ−1(t2 − 1)κ−1dxdt <∞.

Omdat de integrand positief is, volgt met de stelling van Fubini dat∫ b

0

G1
κ(x)dx =

∫ b

0

∫ ∞
1

e−txx2κ−1(t2 − 1)κ−1dtdx =

∫ ∞
1

∫ b

0

e−txx2κ−1(t2 − 1)κ−1dxdt <∞.

Op dezelfde manier volgt dat G1
κ integreerbaar is over het interval [a, 0] met a < 0 willekeurig, dus G1

κ is ook
lokaal integreerbaar rond x < 0. Door deze gevallen te combineren volgt voor a < 0 en b > 0 dat∫ b

a

G1
κ(x)dx =

∫ 0

a

G1
κ(x)dx+

∫ b

0

G1
κ(x)dx = 0,

ofwel, G1
κ is lokaal integreerbaar rond x = 0. Er volgt dus dat G1

κ een distributie op R definieert.

We laten nu zien dat G1
κ een oplossing van vergelijking (13) is. Zij φ ∈ C∞0 (R) en a, b ∈ R zodanig, dat

suppφ ⊆ [a, b]. Merk op dat voor u ∈ D ′(R) geldt dat

(x∂2u+ 2(1− κ)∂u− xu)(φ) = u(∂2(xφ))− u(∂(2(1− κ)φ))− u(xφ)

= u(2φ′ + xφ′′ − 2φ′ + 2κφ′ − xφ)

= u(xφ′′ + 2κφ′ − xφ).
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Zij b > 0. Omdat G1
κ lokaal integreerbaar is, volgt met Fubini dat∫ b

0

∫ ∞
1

e−txx2κ−1(t2 − 1)κ−1dt(xφ′′(x) + 2κφ′(x)− xφ(x))dx =∫ ∞
1

∫ b

0

e−txx2κ−1(t2 − 1)κ−1(xφ′′(x) + 2κφ′(x)− xφ(x))dxdt.

Omdat 2κ− 1 ≥ 1 volgt er met partiële integratie dat∫ b

0

e−txx2κ−1xφ′′(x)dx =
[
φ′(x)e−txx2κ

]b
x=0
−
∫ b

0

e−txφ′(x)(−tx2κ + 2κx2κ−1)dx

=
[
e−txφ(x)(−2κx2κ−1 + tx2κ)

]b
x=0

+

∫ b

0

e−txφ(x)(t2x2κ − 4κtx2κ−1 + 2κ(2κ− 1)x2κ−2)dx

=

∫ b

0

e−txφ(x)(t2x2κ − 4κtx2κ−1 + 2κ(2κ− 1)x2κ−2)dx.

Verder zien we dat∫ b

0

e−txx2κ−12κφ′(x)dx =
[
2κφ(x)e−txx2κ−1

]b
x=0

+

∫ b

0

φ(x)e−tx(2κtx2κ−1 − 2κ(2κ− 1)x2κ−2)dx

=

∫ b

0

φ(x)e−tx(2κtx2κ−1 − 2κ(2κ− 1)x2κ−2)dx,

en door dit samen te voegen krijgen we met Fubini dat∫ ∞
1

∫ b

0

e−txx2κ−1(t2 − 1)κ−1(xφ′′(x) + 2κφ′(x)− xφ(x))dxdt

=

∫ ∞
1

∫ b

0

φ(x)e−tx(t2 − 1)κ−1((t2 − 1)x2κ − 2κtx2κ−1)dxdt

=

∫ b

0

∫ ∞
1

φ(x)e−tx(t2 − 1)κ−1((t2 − 1)x2κ − 2κtx2κ−1)dtdx.

Aangezien∫ ∞
1

φ(x)e−tx(t2 − 1)κx2κdt =
[
−φ(x)e−txx2κ−1(t2 − 1)κ

]∞
t=1

+

∫ ∞
1

φ(x)e−tx2κtx2κ−1(t2 − 1)κ−1dt

=

∫ ∞
1

φ(x)e−tx2κtx2κ−1(t2 − 1)κ−1dt,

volgt er dat ∫ ∞
1

∫ b

0

e−txx2κ−1(t2 − 1)κ−1(xφ′′(x) + 2κφ′(x)− xφ(x))dxdt = 0.

Als a ≥ 0, dan volgt dat∫ b

a

G1
κ(x)(xφ′′(x) + 2κφ′(x)− xφ(x))dx =

(∫ b

0

−
∫ a

0

)
G1
κ(x)(xφ′′(x) + 2κφ′(x)− xφ(x))dx = 0.

De uitspraak dat∫ b

a

G1
κ(x)(xφ′′(x)+2κφ′(x)−xφ(x))dx = −

∫ b

a

∫ 1

−∞
e−txx2κ−1(t2 − 1)κ−1dt(xφ′′(x) + 2κφ′(x)− xφ(x))dx = 0,
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voor a < b ≤ 0 volgt door in de voorgaande discussie te herhalen met deze integraal. Tenslotte volgt hiermee
voor a < 0 < b dat∫ b

a

G1
κ(x)(xφ′′(x) + 2κφ′(x)− xφ(x))dx =

(∫ 0

a

+

∫ b

0

)
G1
κ(x)(xφ′′(x) + 2κφ′(x)− xφ(x))dx = 0,

dus G1
κ is een distributie die vergelijking (13) oplost.

Aangezien de leidende coëfficient van de differentiaaloperator, x 7→ x, geen nulpunten heeft in de intervallen
(−∞, 0) en (0,∞), volgt met Stelling 9.4, [1] dat G1

κ willeukeurig vaak differentieerbaar is op deze intervallen.
Met gedomineerde convergentie volgt dat

lim
x→∞

G1
κ(x) =

∫ ∞
1

lim
x→∞

e−txx2κ−1(t2 − 1)κ−1dt = 0,

en tevens dat

lim
x↓0

∫ ∞
1

e−txx2κ−1(t2 − 1)κ−1dt = 0,

dus G1
κ is begrensd op [0,∞).

Op een vergelijkbare manier volgt dat G1
κ begrensd is op (−∞, 0], dus G1

κ is begrensd op R.

Lemma 2.3.2. De functie G2
κ : R −→ R, gedefinieerd door

G2
κ(x) :=

∫ x

−x
e−ξ(x2 − ξ2)κ−1dξ,

is continu, onbegrensd en is een oplossing van vergelijking (13).

Bewijs. Omdat R× [−1, 1] 3 (x, t) 7→ e−txx2κ−1(1− t2)κ−1 continu is, definieert

de functie x 7→
∫ 1

−1
e−txx2κ−1(1−t2)κ−1dt een continue functie. Omdat G2

κ(0) = 0, volgt nu met de substitutie

t = ξ
x dat

G2
κ(x) =

{∫ 1

−1
e−txx2κ−1(1− t2)κ−1dt als x ≥ 0,

−
∫ 1

−1
e−txx2κ−1(1− t2)κ−1dt als x < 0,

dus G2
κ definieert een continue functie. Deze functie is dus een distributie op R en via de methode van het

bewijs van het zojuist bewezen Lemma 2.3.1 volgt dat G2
κ een oplossing van vergelijking (13) is.

We laten nu zien dat G2
κ onbegrensd is. Als x ≥ 1 en t ≤ 0, dan geldt −tx ≥ −t, dus ook e−tx ≥ e−t.

Hiermee volgt voor x ≥ 1 dat∫ 1

−1

e−txx2κ−1(1− t2)κ−1dt =

∫ 0

−1

e−txx2κ−1(1− t2)κ−1dt+

∫ 1

0

e−txx2κ−1(1− t2)κ−1dt

≥ x2κ−1

∫ 0

−1

e−t(1− t2)κ−1dt+ 0,

en aangezien
∫ 0

−1
e−t(1 − t2)κ−1dt een vast positief getal is en x 7→ x2κ−1 onbegrensd is omdat 2κ − 1 ≥ 1,

volgt dat G2
κ onbegrensd is.

Gevolg 2.3.3. Het stelsel {G1
κ, G

2
κ} brengt de oplossingsruimte van vergelijking (13) voor u ∈ D ′(R>0) voort

en op R≥0 geldt dat

Fκ =
π

4κ−1Γ(κ)2
G1
κ.
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Bewijs. Op vergelijkbare manier als in het bewijs van Stelling 2.2.3 volgt dat Giκ als distributies beperkt tot
D(R>0) oplossingen van vergelijking (13) zijn. Via Stelling 9.4, [1] volgt dat de Giκ willekeurig vaak diffe-
rentieerbaar zijn op R>0, dus het zijn klassieke oplossingen van de vergelijking. Omdat G1

κ begrensd is en
G2
κ onbegrensd is, zijn deze functies lineair onafhankelijk en er volgt dat {G1

κ, G
2
κ} de oplossingsverzameling

voortbrengt.

Uit de stelling van Riemann-Lebesgue volgt dat Fκ begrensd is en in Gevolg 2.2.2 is aangetoond dat Fκ ook
voldoet aan vergelijking (13). Daarom bestaat er een c ∈ C zodat Fκ = cG1

κ op R>0. Om c te berekenen,
merk op dat met gedomineerde convergentie volgt dat limx↓0G

1
κ(x) =

∫∞
0
e−ξξ2κ−2dξ = Γ(2κ− 1) = G1

κ(0).

Omdat κ− 1
2 > 0 volgt met de verdubbelingsformule van Legendre (Lemma A.0.6) dat

Γ(2κ− 1) = 22κ−2π−1/2Γ(κ− 1

2
)Γ(κ).

Verder volgt met de continüıteit van Fκ dat

Fκ(0) =
π1/2Γ(κ− 1

2 )

Γ(κ)
.

We concluderen dat

c =
Fκ(0)

G1
κ(0)

=
π1/2Γ(κ− 1

2 )

22κ−2π−1/2Γ(κ− 1
2 )Γ(κ)2

=
π

4κ−1Γ(κ)2
.

Stelling 2.3.4. De fundamentele oplossing Ek van (I −∆)k is te schrijven als

Ek(x) =
1

22k−1π
n−1
2 Γ(k − n−1

2 )Γ(k)

∫ ∞
‖x‖

e−ξ(ξ2 − ‖x‖2)κ−1dξ.

Bewijs. Herinner dat dat κ was gedefinieerd als κ = k − 1
2 (n− 1). Met de formules in de formuleringen van

Stelling 2.1.1, Gevolg 2.3.3 en Lemma 2.3.1 volgt dat

Ek(x) =
Γ(k − n−1

2 )

2nπ
n+1
2 Γ(k)

Fκ(‖x‖)

=
Γ(k − n−1

2 )

2nπ
n+1
2 Γ(k)

π

4κ−1Γ(k − n−1
2 )2

G1
κ(‖x‖)

=
1

22k−1π
n−1
2 Γ(k − n−1

2 )Γ(k)

∫ ∞
‖x‖

e−ξ(ξ2 − ‖x‖2)κ−1dξ.

Onder bepaalde voorwaarden op κ volgen uit de bovenstaande stelling een aantal mooie representaties van Ek.

Gevolg 2.3.5. Indien k = n+1
2 , dan geldt

Ek(x) =
e−‖x‖

2nπ
n−1
2 Γ(n+1

2 )
.

Bewijs. Er volgt direct dat κ− 1 = 1
2 (n+ 1)− 1

2 (n− 1)− 1 = 0 en met Stelling 2.3.4 krijgen we

Ek(x) =
1

2nπ
n−1
2 Γ(1)Γ(n+1

2 )

∫ ∞
‖x‖

e−ξdξ =
e−‖x‖

2nπ
n−1
2 Γ(n+1

2 )
.
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Gevolg 2.3.6. Indien κ = k − 1
2 (n− 1) ∈ N, dan geldt

Ek(x) =
e−‖x‖

22k−1π
n−1
2 Γ(k)

k−n+1
2∑

j=0

(2k − (n+ 1)− j)!
j!(k − n+1

2 )!
(2‖x‖)j .

Bewijs. We passen de substitutie t = ξ − x toe op de integraal van G1
κ:∫ ∞

x

e−ξ(ξ2 − x2)κ−1dξ =

∫ ∞
0

e−t(2x+ t)κ−1tκ−1dt.

Omdat κ− 1 ≥ 0 kunnen we het binomium van Newton gebruiken en er volgt dat

(2x+ t)κ−1 = (κ− 1)!

κ−1∑
j=0

1

j!(κ− 1− j)!
(2x)jtκ−1−j .

Hiermee volgt dat ∫ ∞
0

e−t(2x+ t)κ−1tκ−1dt = (κ− 1)!

κ−1∑
j=0

∫ ∞
0

e−t(2x)jt2κ−2−j

j!(κ− 1− j)!
dt

= (κ− 1)!

κ−1∑
j=0

(2x)jΓ(2κ− 1− j)
j!(κ− 1− j)!

.

Omdat Lemma A.0.2 zegt dat Γ(2κ− 1− j) = (2κ− 2− j)!, volgt dat

G1
κ(x) = e−xΓ(κ)

κ−1∑
j=0

(2x)j(2κ− 2− j)!
j!(κ− 1− j)!

.

Via de formule van Stelling 2.3.4 volgt nu dat

Ek(x) =
1

22k−1π
n−1
2 Γ(k − n−1

2 )Γ(k)
e−‖x‖Γ(κ)

κ−1∑
j=0

(2‖x‖)j(2κ− 2− j)!
j!(κ− 1− j)!

=
e−‖x‖

22k−1π
n−1
2 Γ(k)

k−n+1
2∑

j=0

(2k − (n+ 1)− j)!
j!(k − n+1

2 )!
(2‖x‖)j .
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3 De golfvergelijking

In dit hoofdstuk zullen we existentie en uniciteit van de oplossingen van het Cauchy-probleem voor de
golfoperator � := ∂2

t −
∑n
i=1 ∂

2
xi = ∂2

t −∆,

�u = f(x, t), lim
t↓0

u(x, t) = a(x), lim
t↓0

∂tu(x, t) = b(x). (14)

Hierbij geldt t ∈ R>0, x ∈ Rn en a en b zijn functies Rn −→ R die we kunnen opvatten als distributies
op Rn. Dit is het geval als a en b lokaal integreerbaar zijn. Bovendien is f een functie Rn×R>0 −→ R die we
kunnen opvatten als distributie op Rn+1 en die nog aan een extra eigenschap voldoet. Om deze eigenschap
te formuleren hebben we eerst een definitie nodig. We zullen dit Cauchy-probleem benaderen op de manier
die wordt voorgesteld in Opmerking 13.4 van [1]. Herinner dat D(Rn) = C∞0 (Rn).

Definitie 3.0.1. Zij k ∈ N0 en I ⊂ R een interval, en zij A ∈ {D ,E ,S }. We noemen een afbeelding
(ut)t∈I := I 3 t 7→ ut ∈ A ′(Rn) een Ck-familie in A ′(Rn) indien voor iedere φ ∈ A (Rn) de afbeelding

t 7→ ut(φ) ∈ C,

k keer continu differentieerbaar is.
�

Deze notatie kan ook worden toegepast op functies. Namelijk, zij g een functie op Rn+1, dan schrijven we gt
voor de functie op Rn met gt(x) := g(x, t). We kunnen nu de extra eigenschap waaraan f voldoet, formuleren.
Namelijk, we nemen aan dat er een continue familie (ft)t>0 van distributies op Rn bestaat zodanig, dat voor
f zoals in vergelijking (14) geldt dat

f(φ) =

∫
R>0

ft(φt)dt, φ ∈ C∞0 (Rn+1).

Voor een vast homogeen deel f van (14) noteren we de continue familie met bovenstaande eigenschap vanaf
nu als (ft)t>0. Dat het rechterlid van de bovenstaande vergelijking echt een distributie definieert bewijzen
we in het volgende lemma.

Lemma 3.0.2. Zij I ⊂ R een interval en (ut)t∈I een continu familie in D ′(Rn) en zij φ ∈ C∞0 (Rn+1). Dan
definieert u met

u(φ) :=

∫
I

ut(φt)dt,

een distributie op Rn+1.

Bewijs. Zij K ⊂ Rn+1 compact en φ ∈ C∞0 (Rn+1). We maken gebruik van de stelling van Banach-Steinhaus
met de formulering zoals in Stelling 5.4 in [1]. Deze stelt het volgende:

Zij ψ ∈ C∞0 (Rn) en (ut(ψ))t∈I een begrensde verzameling in C, in de zin dat er een M > 0 bestaat zodanig
dat |ut(ψ)| ≤M voor alle t ∈ I. Dan bestaan er c > 0 en k ∈ N0, zodat voor alle t ∈ I geldt dat

|ut(ψ)| ≤ c‖ψ‖Ck(Rn).

Omdat φ compacte drager heeft, heeft t 7→ ut(φt) ook compacte drager, en met de continüıteit van (ut)t∈I
volgt dat

∫
R>0

ut(φt)dt bestaat.

Zij K ′ de projectie van K op de t-as. Dan is K ′ compact zodanig dat supp(t 7→ ut(φt)) ⊂ K ′. Met het
bovenstaande volgt dat

|u(φ)| ≤
∫
I

|ut(φt)|dt =

∫
I∩K′

|ut(φt)|dt ≤
∫
K′
c‖φt‖Ck(Rn)dt ≤ c′‖φ‖Ck(Rn+1),

waarbij c′ :=
∫
K′
cdt <∞, dus u is een distributie op Rn+1
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Later zullen we zien dat het type distributies zoals in dit lemma ook een belangrijke rol speelt bij het aan-
tonen van uniciteit.

Opmerking 3.0.3. Aan de voorwaarde op het inhomogene deel f van het Cauchy-probleem (14) is au-
tomatisch voldaan indien de uitbreiding van f tot Rn+1 via f(x, t) = 0 voor alle (x, t) ∈ Rn × R≤0 lokaal
integreerbaar is. Dan is f namelijk een distributie op Rn+1. Zij φ ∈ C∞0 (Rn+1) en ai, bi, t0, t1 ∈ R, i = 1, . . . , n
zodanig, dat suppφ ⊂

∏n
i=1[ai, bi]× [t0, t1]. Definieer R :=

∏n
i=1[ai, bi]. Dan volgt met Fubini dat

f(φ) =

∫
R×[t0,t1]

f(x, t)φ(x, t)d(x, t) =

∫ t1

t0

∫
R

ft(x)φt(x)dxdt =

∫
[t0,t1]∩R>0

ft(φt)dt =

∫
R>0

ft(φt)dt.

�

Onze aanpak berust op het volgende. We vatten � op als de differentiaaloperator d2

dt2 − ∆ die werkt op

C2-families in D ′(Rn) en definiëren de oplossingen als volgt. Dat d2

dt2ut weer een distributie is, is een gevolg
van de stelling van Banach-Steinhaus, zie Stelling 5.5(i) in [1]. We definiëren oplossingen van (14) in de
volgende zin.

Definitie 3.0.4. Een distributionele oplossing van het Cauchy-probleem (14) is een C2-familie (ut)t∈R>0
in

D ′(Rn) waarvoor

1. d2

dt2ut −∆ut = ft, voor alle t > 0,

2. ut → a en d
dtut → b als t ↓ 0 in D ′(Rn).

�

Zij (ut)t>0 zo’n oplossing in de zin van Definitie 3.0.4. Om te zien dat deze aanpak nuttig is, tonen we aan
dat de distributie u op Rn+1 gedefinieerd door

u(φ) :=

∫
R>0

ut(φt)dt,

een oplossing van vergelijking (14) is. Hiervoor hebben we eerst het volgende lemma nodig.

Lemma 3.0.5 (Productregel). Zij (ut)t∈R een C1-familie van distributies op Rn en zij φ ∈ C∞0 (Rn+1). Dan
geldt dat

d

dt
(ut(φt)) =

d

dt
ut(φt) + ut(

d

dt
φt).

Bewijs. We schrijven het differentiaalquotiënt als

ut+h(φt+h)− ut(φt)
h

=
ut+h(φt+h)− ut+h(φt) + ut+h(φt)− ut(φt)

h

= ut+h

(
φt+h − φt

h

)
+

(
ut+h − ut

h

)
(φt).

Aangezien, ut+h → ut in D ′(Rn) als h→ 0 en

φt+h − φt
h

→ d

dt
φt,

in C∞0 (Rn) als h→ 0, volgt voor de simultane limiet

lim
h→0

ut+h

(
φt+h − φt

h

)
= ut(

d

dt
φt).

Omdat (ut) van klasse C1 is, volgt ook

lim
h→0

(
ut+h − ut

h

)
(φt) =

d

dt
ut(φt).
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We krijgen dus
d

dt
(ut(φt)) = lim

h→0

ut+h(φt+h)− ut(φt)
h

= ut(
d

dt
φt) +

d

dt
ut(φt).

Gevolg 3.0.6. Zij f ∈ D ′(Rn+1) zodanig dat er een continue familie (ft)t>0 bestaat waarvoor geldt dat
f(φ) =

∫
R>0

ft(φt)dt voor φ ∈ C∞0 (Rn+1). Zij (vt) een distributionele oplossing van het Cauchy-probleem

(14) met beginwaarden 0. Dan is de distributie v op Rn+1, gedefinieerd door v(φ) =
∫
R>0

vt(φt)dt, een

oplossing van de vergelijking �v = f.

Bewijs. Dat v een distributie definieert, volgt met Lemma 3.0.2. Er volgt dat

�v(φ) = v(�φ)

=

∫
R>0

vt((�φ)t)dt

=

∫
R>0

vt(∂
2
t φt −∆φt)dt

=

∫
R>0

vt(
d2

dt2
φt)dt−

∫
R>0

∆vt(φt)dt

Omdat we een productregel hebben (Lemma 3.0.5), kunnen we partieel integreren. Omdat φ compacte drager
heeft en d

dtv0 = v0 = 0 volgt er dat,∫ ∞
0

vt(
d2

dt2
φt)dt =

[
vt(

d

dt
φt)

]∞
0

−
∫ ∞

0

d

dt
vt(

d

dt
φt)dt = −v0(

d

dt
φ0)−

∫ ∞
0

d

dt
vt(

d

dt
φt)dt.

Nogmaals partieel integreren geeft

−
∫ ∞

0

d

dt
vt(

d

dt
φt)dt = −

[
d

dt
vt(φt)

]∞
0

+

∫ ∞
0

d2

dt2
vt(φt)dt =

∫ ∞
0

d2

dt2
vt(φt).

Door de integralen terug samen te nemen, krijgen we

�v(φ) =

∫
R>0

vt(
d2

dt2
φt)−∆vt(φt)dt =

∫
R>0

(
d2

dt2
−∆)vt(φt)dt =

∫ ∞
0

ft(φt)dt = f(φ).

Na het aantonen van existentie van de oplossingen van het homogene Cauchy-probleem voor de golfvergelij-
king zullen we het bovenstaande lemma kunnen uitbreiden naar de situatie met willekeurige beginwaarden.

We zullen in dit hoofdstuk eerst existentie aantonen. Hierna leiden we explicitie formules af voor oplossingen
van de homogene golfvergelijkingen en ten slotte bewijzen we uniciteit. De reden voor deze volgorde is dat we
een observatie, die aan de orde komt bij de bespreking van existentie, kunnen gebruiken om uniciteit aan te
tonen. Voordat we overgaan tot het bewijs van existentie, bespreken we eerst een drietal essentiële stellingen,
afkomstig uit Hoofdstuk 18 van [1].

3.1 Stellingen

In het bewijs van de existentie van oplossingen zullen we uitvoerig gebruikmaken van de Fouriertransforma-
tie. Dit zal leiden tot complex-analytische functies waarvan de Fourierinversen oplossingen van de homogene
golfvergelijking zijn. We weten al uit de theorie van distributies dat de Fouriergetransformeerde van een
distributie met compacte drager kan worden uitgebreid tot een complex-analytische functie, zie Lemma 14.4
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in [1]. Nu zullen we zien dat de omgekeerde bewering onder bepaalde voorwaarden ook waar is. Ter voorberei-
ding bewijzen we eerst twee andere stellingen, waarvan zowel de formuleringen als de bewijzen zijn gebaseerd
op Hoofdstuk 18 van [1].

We voeren eerst wat notatie in. Zij U ⊂ Rn en δ > 0 we definiëren de δ-omgeving van U als

Uδ :=
⋃
u∈U

B(u; δ).

Merk op dat Uδ open is en dat d(x, U) < δ voor alle x ∈ Uδ. Definieer verder U−δ als

Rn \ (Rn \ U)δ.

Dit is dus de verzameling van punten x in U waarvoor B(x; δ) ⊂ U . Merk op dat U−δ gesloten is.

Definieer 〈·, ·〉 : Cn × Cn −→ C door

〈x, y〉 :=

n∑
j=1

xjyj .

Merk op dat 〈·, ·〉 lineair is in beide argumenten en dat de beperking tot Rn × Rn het standaard inproduct
op Rn is. Echter, omdat we geen complex geconjungeerden van de yj ’s nemen, is 〈·, ·〉 niet het standaard
inproduct op Cn. De Euclidische norm op Cn, afkomstig van het standaard inproduct op Cn, noteren we
met ‖ · ‖.

Zij K ⊂ Rn een compacte verzameling. Definieer voor zo een K de functie sK : Rn −→ R via

sK(x) = sup
y∈K
〈x, y〉. (15)

Dat sK goed gedefinieerd is, volgt uit het volgende. Merk op dat voor vaste x ∈ Rn de functie K 3 y 7→ 〈x, y〉
continu is, want het is een polynoom. Aangezien K compact is, neemt deze functie een maximum aan op K,
dus supy∈K〈x, y〉 <∞ voor iedere x ∈ Rn.

Voor de meetkundige interpretatie van sK , merk op dat de hoek θ tussen twee vectoren x en y in Rn wordt
gedefinieerd via 〈x, y〉 = ‖x‖‖y‖ cos θ. Voor x ∈ Rn en y ∈ K zien we dat het standaard inproduct kan
worden opgevat als de lengte van de loodrechte projectie van y op x keer de lengte van ‖x‖. Met de definitie
van sK volgt dan dat sK(x) de bovengrens over alle y ∈ K van de lengtes van deze projecties is.

Stelling 3.1.1. Zij K ⊂ Rn compact en u ∈ E ′(Rn) van orde k ∈ N0 met suppu ⊂ K. Dan bestaat er een
constante c ∈ R>0 zó, dat voor alle ζ ∈ Cn geldt dat

|Fu(ζ)| ≤ c(1 + ‖ζ‖)kesK(Im ζ). (16)

Als u bovendien een Cl-functie met l ∈ N0 is, dan bestaat er een constante cl ∈ R>0 zó, dat voor alle ζ ∈ Cn
geldt dat

|Fu(ζ)| ≤ cl(1 + ‖ζ‖)−lesK(Im ζ). (17)

Bewijs. Het bewijs berust voor het grootste gedeelte op het feit dat er voor een testfunctie χ met suppu ⊂
suppχ een c > 0 bestaat zó dat

|u(φ)| ≤ c‖χφ‖Ck , (18)

voor alle C∞-functies φ. Zie stelling 8.8 in [1]. We werken daarna deze Ck-norm uit voor een speciaal
gekozen χ.

Zij ε > 0. Aangezien K compact is, is Kε/3 ook compact. Er is dus een eindige vereniging U van open ballen
bevat in K2ε/3 die K overdekt. Er bestaat nu een χε ∈ C∞0 (Rn) met

suppχε ⊂ Uε/3 ⊂ Kε.
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Tenvens geldt dat χε = 1 op Kδ ⊂ U−ε/3 voor een δ > 0. Dus χε = 1 op een open omgeving van K. Dit alles
volgt met Lemma 2.19 in [1] met δ = ε/3.

Bovendien zegt Lemma 2.19 in [1] dat χε = 1U ∗ φε/6, waarbij φε/6(x) = (ε/6)−nφ(6x/ε) en 0 ≤ φ ≤ 1, φ = 0
als ‖x‖ ≥ 1 en

∫
R φ(x)dx = 1. Zij β een multi-index, dan volgt dat

∂βχε = 1U ∗ (∂βφε/6) = (ε/6)−|β|(1U ∗ (∂βφ)ε/6).

Omdat de laatste uitdrukking continu is en compacte drager heeft, bestaat het maximum, dus er bestaat een
cβ > 0 zodat

sup
x∈Rn

|∂βχε(x)| ≤ cβε−|β|.

Schrijf vervolgens ζ = ξ+iη ∈ Cn met ξ, η ∈ Rn en defnieer voor iedere ζ de functie e−iζ : Rn 3 x 7→ e−i〈x,ζ〉.
Dan geldt voor een multi-index γ dat

|∂γxe−i〈x,ζ〉| = |(−i)|γ|ζγe〈x,η〉e−i〈x,ξ〉| = |ζγ |e〈x,η〉.

Zij nu x ∈ Kε en η ∈ Rn. Dan bestaat er een y ∈ K zodanig dat ‖x − y‖ < ε. Met de ongelijkheid van
Cauchy-Schwarz volgt dat

〈x, η〉 = 〈x− y, η〉+ 〈y, η〉
≤ ‖x− y‖‖η‖+ sup

y∈K
〈y, η〉

≤ ε‖η‖+ sK(η),

dus met wat we al hebben aangetoond, volgt dat

|∂γxe−i〈x,ζ〉| ≤ |ζγ |eε‖η‖+sK(η).

Omdat u compacte drager heeft, geldt dat ζ 7→ Fu(ζ) = u(e−iζ) een analytische functie is, zie Stelling 14.4
in [1]. Gebruikmakend van de afschatting (18) met χ = χε zien we dat

|Fu(ζ)| = |u(e−iζ)| ≤ c‖χεe−iζ‖Ck
= c sup

x∈Rn
sup
|α|≤k

|∂α(χε(x)e−iζ(x))|

= c sup
x∈Kε

sup
|α|≤k

∣∣∣∣∣∣
∑

|β|+|γ|=|α|

(
α

β

)
∂βχε(x)∂γe−iζ(x)

∣∣∣∣∣∣
≤ c′ sup

|β|+|γ|≤k
ε−|β||ζγ |eε‖η‖+sK(η),

In de laatste stap hebben we de driehoeksongelijkheid gebruikt. Tevens hebben we in de laatste stap de
multinomiaalcoëfficienten met de cβ , afkomstig van ∂βχε, opgenomen in c′.
Kies nu ε = ‖η‖−1. Dan volgt dat

ε−|β||ζγ | = ‖η‖|β||ζγ | ≤ (1 + ‖ζ‖)|β|+|γ|.

Tevens volgt
eε‖η‖+sK(η) = e1+sK(η),

dus we hebben de ongelijkheid (16) gevonden, waarbij e wordt opgenomen in de constante.

Zij u vanaf nu een Cl-functie met l ∈ N0. Omdat u compacte drager heeft, zijn de functies Dαu met |α| ≤ l
integreerbaar en er volgt dat

|ζα||Fu(ζ)| =
∣∣∣∣∫

Rn
e−i〈x,ζ〉Dαu(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
suppu

e〈x,η〉|Dαu(x)|dx ≤ esK(η)‖Dαu‖L1 .
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Zij {e1, . . . , en} de standaardbasis van Cn. Aangezien met de driehoeksongelijkheid volgt dat

1 + ‖ζ‖ = 1 +

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ζje
j

∥∥∥∥∥∥ ≤ 1 +

n∑
j=1

|ζj |,

krijgen we

(1 + ‖ζ‖)l ≤

1 +

n∑
j=1

|ζj |

l

=
∑
|α|≤l

cα|ζα|,

met cα multinomiaalcoëfficienten. Hiermee volgt dat

(1 + ‖ζ‖)l|Fu(ζ)| ≤

∑
|α|≤l

cα|ζα|

 |Fu(ζ)| ≤ esK(η)
∑
|α|≤l

cα‖Dαu‖L1 ,

en met de definitie
cl :=

∑
|α|≤l

cα‖Dαu‖L1 ,

volgt de ongelijkheid (17).

Zij s een functie Rn \ {0} ⊃ Y −→ R ∪ {∞}. Hiervoor definiëren we de verzameling Ks ⊂ Rn door

Ks =
⋂
y∈Y
{x ∈ Rn | 〈y, x〉 ≤ s(y)}. (19)

Opmerking 3.1.2. We willen dat de functie sK zoals in (15) ook gedefinieerd is indien K ⊂ Rn niet compact
is. Dit doen we door in dit geval te definiëren dat supy∈K〈y, x〉 = ∞ indien K 3 y 7→ 〈y, x〉 onbegrensd is.
Hiermee wordt sK een functie Rn −→ R ∪ {∞}. �

We karakteriseren de verzamelingen Ks middels de volgende stelling.

Stelling 3.1.3. Zij Y ⊂ Rn \{0} en s : Y −→ R∪{∞}. Dan is de verzameling Ks zoals gedefinieerd in (19)
gesloten en convex. Anderzijds, als K ⊂ Rn een gesloten en convexe verzameling is, dan geldt K = KsK met
sK zoals gedefinieerd in (15) en Opmerking 3.1.2.

Bewijs. Om aan te tonen dat Ks gesloten en convex is, schrijf

Ks =
⋂
y∈Y

H(y, s(y)), H(y, c) := {x ∈ Rn | 〈y, x〉 ≤ c}.

Iedere verzameling H(y, c) is gesloten, omdat H(y, c) = 〈y, ·〉−1(]−∞, c]) en x 7→ 〈y, x〉 een continue functie
is. Omdat bovendien willeukeurige doorsnedes van gesloten verzamelingen gesloten zijn, is Ks gesloten.

Ook is H(y, c) convex, want voor x, x′ ∈ H(y, c) en p ∈ [0, 1] volgt dat

〈y, px+ (1− p)x′〉 = p〈y, x〉+ (1− p)〈y, x′〉 ≤ pc+ (1− p)c = c.

Omdat doorsnedes van convexe verzamelingen weer convex zijn, is Ks convex.

Voor het tweede deel van de stelling tonen we eerst aan dat K ⊂ Ks als s = sK . Zij y ∈ Rn. Dan volgt dat
voor alle x ∈ K geldt dat

〈y, x〉 ≤ sup
t∈K
〈y, t〉 = sK(y).

Met andere woorden, voor iedere y geldt dat K ⊂ H(y, sK(y)), dus K ⊂ Ks met s = sK .
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Om de omgekeerde ongelijkheid aan te tonen, laten we zien dat x /∈ K impliceert dat x /∈ Ks met s = sK ,
ofwel dat er een η ∈ Rn bestaat zodat 〈η, x〉 > sK(η).

Ten eerste volgt met de geslotenheid van K dat er een a ∈ K bestaat zodat

‖x− a‖ = d(x,K) := inf
t∈K
‖x− t‖.

Namelijk, het infimum bestaat omdat K niet leeg is en er volgt via de definitie van het infimium dat er
een rij (ti) in K bestaat zodat ‖x − ti‖ → d(x,K) als i → ∞. De rij (ti) is begrensd, omdat (‖x − ti‖)
convergeert en ‖ti‖ ≤ ‖x‖ + ‖ti − x‖. De stelling van Bolzano-Weierstrass zegt dus dat er een deelrij van
(tij )j bestaat die convergeert naar een a in Rn. Echter, omdat K gesloten is, geldt dat a ∈ K. Er volgt ook
dat ‖x− tij‖ → ‖x− a‖ als j →∞ en omdat (‖x− ti‖) convergeert, geldt dat

d(x,K) = lim
i→∞

‖x− ti‖ = ‖x− a‖.

Met de convexiteit van K volgt dat voor y ∈ K en p ∈ [0, 1] geldt dat (1− p)a+ py ∈ K en

‖x− a‖2 ≤ ‖x− ((1− p)a+ py)‖2 = ‖(x− a)− p(y − a)‖2 = ‖x− a‖2 − 2p〈x− a, y − a〉+ p2‖y − a‖2.

Aangezien ‖y − a‖2 > 0 is p 7→ −2p〈x − a, y − a〉 + p2‖y − a‖2 een dalparabool die niet-negatief is voor
p ∈ [0, 1] en p = 0 als nulpunt heeft. We concluderen dat de parabool stijgend is op [0, 1] en door de afgeleide
in p = 0 te berekenen en de bovenstaande ongelijkheid volgt

0 ≤ −2〈x− a, y − a〉,

ofwel 〈x− a, y〉 ≤ 〈x− a, a〉.

Hiermee volgt dat sK(x − a) = 〈x − a, a〉 omdat a ∈ K. Verder geldt dat 〈x − a, a〉 < 〈x − a, x〉, omdat
‖x− a‖2 > 0 aangezien x /∈ K. Door dit te combineren, hebben we voor η := x− a dat

sK(η) < 〈η, x〉,

dus x /∈ Ks met s = sK .

De twee voorgaande stellingen worden nu gebruikt om de volgende belangrijke stelling te bewijzen, die zegt
dat de Fourierinverse van een analytische functie onder bepaalde voorwaarden bestaat.

Stelling 3.1.4. Zij Y ⊂ Rn \ {0} en s : Y −→ R zodanig dat Ks begrensd is. Zij N ∈ R en zij U een
complex-analytische functie op Cn. Veronderstel dat voor iedere η ∈ Y een constante cη ∈ R>0 zodanig
bestaat, dat voor alle τ ∈ R≥0 en ξ ∈ Rn geldt dat

|U(ξ + iτη)| ≤ cη(1 + ‖ξ‖)Neτs(η). (20)

Dan bestaat er een u ∈ E ′(Rn) met suppu ⊂ Ks zodat U = Fu. Als bovendien N < −n − k, dan geldt dat
u ∈ Ck(Rn).

Bewijs. We zullen eerst het geval waarbij N < −n − k bewijzen en we zullen dit daarna gebruiken om het
algemene geval N ∈ R te bewijzen.

Schrijf v voor de beperking van U tot Rn en zij N < −n − k. Zij α een multi-index met |α| ≤ k. Dan is
N + |α| < −n, dus ξ 7→ ξα(1 + ‖ξ‖)N is integreerbaar en met de afschatting (20) volgt dat ξαv integreerbaar
is. Met de eigenschappen van de Fouriertransformatie en de Stelling van Riemann-Lebesgue volgt dat alle
partiële afgeleiden van u := F−1v van orde ≤ k continue en begrensde functies zijn, dus u is een Ck-functie.

We laten nu zien dat suppu ⊂ Ks in het geval dat N < −n− k. Zij η ∈ Y . Omdat η 6= 0, kunnen we n− 1
vectoren v1, . . . , vn−1 in Rn vinden zodat {η, v1, . . . vn−1}. Dit betekent dat de lineaire afbeelding

B : R× Rn−1 3 (σ, µ) 7−→ ησ +Aµ ∈ Rn, A := (v1, . . . , vn−1) ∈Mn×(n−1),
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een bijectie is. Deze afbeelding heeft een complex-lineaire uitbreiding door simpelweg (σ, µ) ∈ Cn te nemen.
Met substitutie van variabelen en de stelling van Fubini krijgen we voor F (ξ) = (2π)−nei〈x,ξ〉U(ξ) dat

u(x) =

∫
Rn
F (ξ)dξ =

∫
Rn−1

∫
R
F ◦B(σ, µ)|detB|dσdµ.

Zij τ ≥ 0. We tonen nu aan dat ∫
R
F ◦B(σ, µ)dσ =

∫
R
F ◦B(σ + iτ, µ)dσ.

Zij a, b ∈ R met a < b. We definiëren het gesloten pad γ := {γ1, γ2, γ3, γ4}, dat tegen de klok in geörienteerd
is via γ1(σ) = σ met a ≤ σ ≤ b, γ2(t) = b + itτ met 0 ≤ t ≤ 1. Verder γ3 = γ−1 + iτ en γ4 = a − b + γ−2 ,
waarbij γ−1 en γ−2 de omgekeerde paden van γ1, respectievelijk γ2 zijn. Dan zegt de integraalstelling van
Cauchy dat ∫

γ

F ◦B(η, µ)dη = 0,

ofwel ∫
γ−3

F ◦B(η, µ)dη +

∫
γ−4

F ◦B(η, µ)dη =

∫
γ1

F ◦B(η, µ)dη +

∫
γ2

F ◦B(η, µ)dη.

Vervolgens zien we met ξ = aη +Aµ dat∣∣∣∣∫
γ2

F ◦B(η, µ)dη

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ 1

0

F ◦B(a+ itτ, µ)iτdt

∣∣∣∣
≤ cητ

(2π)n

∫ 1

0

e−tτ〈η,µ〉|U(ξ + itτη)|dt

≤ cητ

(2π)n

∫ 1

0

etτ(s(η)−〈η,µ〉)(1 + ‖ξ‖)Ndt

=
cη

(2π)n(s(η)− 〈η, µ〉)
(eτ(s(η)−〈η,µ〉) − 1)(1 + ‖ξ‖)N

→ 0,

als a→ −∞, omdat N < 0 en (1 + ‖ξ‖)N → 0. Dit betekent dat

lim
a→−∞

∫
γ2

F ◦B(η, µ)dη = lim
a→−∞

∫ 1

0

F ◦B(a+ itτ, µ)iτdt = 0,

en op een vergelijkbare manier volgt dat

lim
b→∞

∫
γ−4

F ◦B(η, µ)dη = lim
b→∞

∫ 1

0

F ◦B(b+ itτ, µ)iτdt = 0.

Dit impliceert dat ∫
R
F ◦B(σ + iτ, µ)|detB|dσ = lim

a→−∞
b→∞

∫
γ−3

F ◦B(η, µ)|detB|dη

= lim
a→−∞
b→∞

∫
γ1

F ◦B(η, µ)|detB|dη

=

∫
R
F ◦B(σ, µ)|detB|dσ.
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Omdat

|detB|F ◦B(σ + iτ, µ) =
1

(2π)n
ei〈x,B(σ,µ)+iτη〉U(B(σ, µ) + iτη)|detB|,

geeft terugtransformeren naar de oude coördinaten

u(x) =
1

(2π)n

∫
Rn
ei〈x,ξ+iτη〉U(ξ + iτη)dξ.

Merk op dat |ei〈x,ξ+iτη〉| = |ei〈x,ξ〉||e−〈x,τη〉| = e−〈x,τη〉. Dan volgt via de veronderstelde afschatting (20) dat

|u(x)| ≤ 1

(2π)n

∫
Rn
cη(1 + ‖ξ‖)Ne−〈x,τη〉eτs(η)dξ = c′(η)e−〈x,τη〉eτs(η),

met

c′(η) :=
1

(2π)n

∫
Rn
cη(1 + ‖ξ‖)Ndξ <∞,

omdat N < −n − k. Zij nu x ∈ suppu en stel dat 〈x, η〉 > s(η). Omdat c′(η) onafhankelijk van τ ≥ 0 is,
volgt dat

|u(x)| ≤ lim
τ→∞

eτ(s(η)−〈x,η〉) = 0,

ofwel dat u(x) = 0. Aangezien U 6= 0, bereiken we een tegenspraak, en er volgt 〈x, η〉 ≤ s(η), wat impliceert
dat x ∈ Ks. We hebben de uitspraken dat u ∈ Ck(Rn) en dat suppu ⊂ Ks in het geval dat N < −n − k
aangetoond.

Zij nu N ∈ R. Herinner dat we v hebben gedefinieerd als de beperking tot Rn van de complex-analytische
functie U . We tonen eerst aan dat er een u ∈ E ′(Rn) bestaat zodat Fu = v. Er geldt dat v ∈ S ′. Kies
namelijk l ≥ 0 zodat N−2l < −n en zij φ ∈ S . Dan is ξ 7→ (1+‖ξ‖)N (1+‖ξ‖2)−l integreerbaar en met (20)
volgt voor φ ∈ S (Rn) dat

|v(φ)| ≤
∫
Rn
|U(ξ)||φ(ξ)|dξ ≤

∫
Rn
c0(1 + ‖ξ‖)(1 + ‖ξ‖2)−ldξ sup

ξ∈Rn
|(1 + ‖ξ‖2)lφ(ξ)| <∞.

Er bestaat dus een u ∈ S ′ zodat v = Fu.

We tonen nu via een benadering van u in S ′ aan dat de drager van u compact is, ofwel dat u ∈ E ′(Rn). Zij
φ ∈ C∞0 (Rn) zodat φ ≥ 0, φ = 0 voor ‖x‖ > 1 en 1(φ) = 1. Definieer φε = ε−nφ(ε−1x). We beweren dat
uε := u ∗ φε → u in S ′ als ε ↓ 0.

Namelijk, zij ψ ∈ S . Dan is u ∗ φε(ψ) = u(Sφε ∗ ψ) met Sφε ∗ ψ ∈ S , zie Stellingen 11.17 en 14.16 in [1].
We tonen aan dat Sφε ∗ ψ → ψ in S . Stelling 14.16 zegt bovendien dat F(Sφε ∗ ψ) = FSφεFψ ∈ S . Er
volgt met gedomineerde convergentie dat FSφε → 1 in S ′.
Dus er volgt dat

F(lim
ε↓0

Sφε ∗ ψ) = lim
ε↓0
F(Sφε ∗ ψ) = Fψ lim

ε↓0
FSφε = Fψ ∈ S ,

en met het feit dat F een bijectie van S naar S is, volgt dat

lim
ε↓0

Sφε ∗ ψ = ψ.

Dit bewijst dat u ∗ φε → u in S ′.

Definieer vε := F(u ∗ φε) = Fuε. Dan volgt met F(w ∗w′) = FwFw′ voor w ∈ S ′ en w′ ∈ E ′ (stelling 14.33
van [1]) dat

vε = FuFφε = vFφε.

Met de substitutie x = εt in de integraal van Fφε volgt dat Fφε(ξ) = Fφ(εξ).
Omdat φε compacte drager heeft, heeft vε een analytische voortzetting Uε : ζ 7→ U(ζ)Fφ(εζ).
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We tonen nu aan dat de drager van u = F−1v bevat is in de compacte verzameling Ks, ofwel dat u ∈ E ′(Rn).
Hiervoor passen we het gedeelte van de stelling dat we al bewezen hebben toe op Uε(ζ) met ζ = ξ+ iτη. We
zoeken voor Uε eerst een afschatting van het type (20) met N < −n − k voor zekere k. Om Fφ(εζ) af te
schatten, definieer Kε := {x ∈ Rn | ‖x‖ ≤ ε}. Deze verzameling is gesloten en convex, dus met Stelling 3.1.3
volgt dat Kε = Kε

s met s = sKε . Met de ongelijkheid van Cauchy-Schwarz volgt voor x ∈ Kε en η ∈ Rn dat

〈x, η〉 ≤ ‖x‖‖η‖ ≤ ε‖η‖,

dus sKε(η) = ε‖η‖.
Omdat suppφε ⊂ Kε zegt Stelling 3.1.1 dat er voor iedere k ∈ N0 een ck > 0 bestaat, zodat

|Fφ(εζ)| ≤ c′k(1 + ε‖ζ‖)−keε‖η‖,

voor alle ζ ∈ Cn. Door dit te combineren met (20), de afschatting voor U vinden we voor ζ = ξ + iτη dat

|Uε(ζ)| = |U(ζ)||Fφ(εζ)| ≤ c′kcη(1 + ε‖ζ‖)−keτε‖η‖(1 + ‖ξ‖)Neτs(η).

Indien we ε ≤ 1 kiezen, dan geldt dat (1 + ε‖ζ‖)−k = ε−k(1/ε+ ‖ζ‖)−k ≤ ε−k(1 + ‖ζ‖)−k ≤ ε−k(1 + ‖ξ‖)−k.
Definieer c(k, η, ε) := c′kcηε

−k, dan volgt dat

|Uε(ζ)| ≤ c(k, η, ε)(1 + ‖ξ‖)N−keτ(sKε (η)+s(η)),

een afschatting van het type (20) voor Uε. Aangezien φ een C∞-functie is kunnen we k naar wens kiezen
en we kiezen k zodat N < −n − k. Dan mogen we de versie van de stelling die we al bewezen hebben,
gebruiken en er volgt dat suppuε = suppF−1vε ⊂ Kp met p : Y −→ R via p(y) := sKε + s(y). Dat Kp be-
grensd is, volgt uit de definitie van Kp en het feit dat de verzamelingen Kt voor t = sKε en t = s begrensd zijn.

De drager van uε is dus ook bevat in de verzameling Hε(η) := {x ∈ Rn | 〈x, η〉 ≤ ε‖η‖+s(η)}. Voor 0 < δ ≤ ε
volgt uit de definities dat

suppuδ ⊂ Hδ(η) ⊂ Hε(η).

Omdat limδ↓0 uδ = u volgt dat suppu ⊂ Hε(η). Namelijk, x /∈ Hε(η) impliceert dat voor een open omge-
ving V van x en φ ∈ C∞0 (V ) geldt dat uδ(φ) = 0 voor alle 0 < δ ≤ ε, dus u(φ) = limδ↓0 uδ(φ) = 0. De
conclusie is dat x /∈ suppu.

Omdat voor x ∈ suppu geldt dat 〈x, η〉 ≤ ε‖η‖ + s(η) voor iedere ε > 0, geldt ook dat 〈x, η〉 ≤ s(η), dus
x ∈ H0(η) = H(η, s(η)). Omdat dit voor iedere η geldt, volgt dat suppu ⊂

⋂
η∈Y H(η, s(η)) = Ks.

3.2 Existentie

We gaan nu over tot het bewijs van existentie van oplossingen van het Cauchy-probleem voor de golfoperator.
Hierbij volgen we de aanpak die is uitgezet in Voorbeeld 18.7 van [1]. Eerst behandelen we de homogene
golfvergelijking, ofwel het Cauchy-probleem waarbij ft = 0 voor alle t. Daarna zullen we gebruikmaken van
de methode van variatie van constanten uit de theorie van gewone differentiaalvergelijkingen om het inho-
mogene geval te bespreken. Ten slotte zal dit tot een fundamentele oplossing van de golfoperator leiden.

Zoals de stellingen die we in de vorige sectie hebben aangetoond al doen vermoeden, zal de Fouriertransfor-
matie een belangrijke rol spelen in deze sectie. Omdat we tevens met families van distributies willen werken,
zoeken we naar oplossingen die C2-families (ut)t∈R in S ′(Rn) zijn. Hierop kunnen we de Fouriertransforma-
tie F : S ′(Rn) −→ S ′(Rn) toepassen, waarbij t een parameter is. We beweren dat dit leidt tot C2-families
(Fut)t∈R in S ′(Rn). Namelijk, omdat F liniear en continu is, zie Stelling 14.24 in [1], volgt dat

lim
h→0

Fut+h −Fut
h

= lim
h→0
F
(
ut+h − ut

h

)
= F

(
lim
h→0

ut+h − ut
h

)
= F

(
d

dt
ut

)
,
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dus d
dtFut bestaat en is gelijk aan F

(
d
dtut

)
. Op dezelfde manier volgt dat d2

dt2Fut = F
(
d2

dt2ut

)
en met

de continüıteit van F volgt dat t 7→ d2

dt2Fut een continue familie in S ′(Rn) is. Hoewel we het Cauchy-
probleem (14) hebben gëıntroduceerd met t > 0 zullen we voor existentie C2-families van distributies met
t ∈ R nemen en beginwaarden op een willeukrig tijdstip t0. Door translatie en beperking tot t > 0 krijgen we
dan de oplossingen van (14) in de zin van Definitie 3.0.4. Hoewel we voor existentie blijkbaar een algemener
resultaat dan t > 0 zullen verkrijgen, zal het voor het aantonen van uniciteit belangrijk zijn dat we ons in de
situatie t > 0 bevinden.

Voor de eerste stelling nemen we om redenen van gemak toch t0 = 0. Echter, door translatie krijgen we
gemakkelijk het resultaat voor beginwaarden op willeukeurig tijdstip t0.

Stelling 3.2.1. Het homogene Cauchy-probleem,

d2

dt2
ut = ∆ut, (21)

met u0 = a, d
dtut|t=0 = b en a, b ∈ D ′(Rn) heeft een oplossing (ut)t∈R met ut := a∗at+ b∗ bt, waarbij (at)t∈R

en (bt)t∈R C2-families in E ′(Rn) zijn.

Bewijs. Veronderstel dat (ut)t∈R een C2-familie in S ′(Rn) is. Dan kunnen we F toepassen op beide zijden
van (21) en er volgt dat

d2

dt2
Fut = F

(
d2

dt2
ut

)
= F(∆ut) = −‖ξ‖2Fut, (22)

waarbij (Fut), zoals boven de stelling is aangetoond, een C2-familie in S ′(Rn) is. Dit is echter voor iedere
ξ ∈ Rn een gewone differentiaalvergelijking van tweede orde. Aangezien de karakteristieke vergelijking
λ2 + ‖ξ‖2 = 0 de oplossingen λ = ±i‖ξ‖ heeft, wordt de algemene oplossing gegeven door de C∞-functie

Fut(ξ) = p(ξ) cos(t‖ξ‖) + q(ξ)
sin(t‖ξ‖)
‖ξ‖

, (23)

waarbij p en q worden gegeven door Fu0 = p en d
dtFut|t=0 = q. Indien ξ = 0, dan definiëren we sin(t‖ξ‖)

‖ξ‖ = t,

wat gelijk is aan de limiet als ‖ξ‖ → 0.

Omdat we informatie over ut willen hebben, doen we nu het voorbereidende werk dat nodig is om Stelling 3.1.4

toe te passen. Definieer At(ξ) := cos(t‖ξ‖) en Bt(ξ) := sin(t‖ξ‖)
‖ξ‖ .

Bewering 1. De functies At en Bt hebben complex-analytische uitbreidingen tot Cn voor iedere t.

Bewijs van Bewering 1. Definieer C : C −→ C via C(z) :=
∑∞
k=0

(−1)kzk

(2k)! . Met de ratio-test voor macht-

reeksen volgt dat C absoluut convergeert voor iedere z ∈ C, dus C is complex-analytisch op C. Definieer

vervolgens S : C −→ C via S(z) :=
∑∞
k=0

(−1)kzk

(2k+1)! . Op dezelfde manier als voor C volgt dat S complex-

analytisch op C is.
Bovendien heeft de functie ξ 7→ ‖ξ‖2 een uitreiding tot een analytische functie op Cn. Beschouw namelijk de
functie

ζ = ξ + iη 7→ Σ(ζ)2 :=

n∑
j=1

ζ2
j = ‖ξ‖2 − ‖η‖2 + 2i〈ξ, η〉,

die een polynoom en dus een analytische functie is.

Met de welbekende machtreeks voor cos volgt dat C(t2‖ξ‖2) = cos(t‖ξ‖) = At(ξ), dus C(t2Σ(ζ)2) =: At(ζ)
is een analytische uitbreiding van At voor iedere t. Op dezelfde manier volgt dat tS(t2Σ(ζ)2) =: Bt(ζ) een
analytische uitbreiding van Bt is voor iedere t.
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Vervolgens zoeken we afschattingen voor At en Bt van het type (20). Merk op dat voor z = x+ iy ∈ C met
x, y ∈ R geldt dat | cos z| ≤ e|y|. Namelijk, met de formule van Euler volgt dat cos z = 1

2 (e−yeix + eye−ix) en
hiermee volgt dat

| cos z| ≤ 1

2
(|e−y||eix|+ |ey||e−ix|) =

1

2
(|e−y|+ |ey|) ≤ e|y|.

Om deze ongelijkheid te kunnen gebruiken, zoeken we z zodanig dat

x2 − y2 + 2ixy = z2 = t2Σ(ζ)2 = t2(‖ξ‖2 − ‖η‖2 + 2i〈ξ, η〉),

en we lossen op voor y2. Dit doen we door het reële en het imaginaire deel van de vergelijking uit elkaar te
halen: {

x2 − y2 = t2(‖ξ‖2 − ‖η‖2),

xy = t2〈ξ, η〉,

en door de tweede vergelijking in de eerste te substitueren krijgen we dat y2 voldoet aan de vergelijking

y4 + y2t2(‖ξ‖2 − ‖η‖2)− t4〈ξ, η〉2 = 0.

Oplossen geeft

y2 =
t2

2
(‖η‖2 − ‖ξ‖2 ±

√
(‖ξ‖2 − ‖η‖2)2 + 4〈ξ, η〉2).

Dan volgt met de ongelijkheid van Cauchy-Schwarz dat

(‖ξ‖2 − ‖η‖2)2 + 4〈ξ, η〉2 ≤ (‖ξ‖2 − ‖η‖2)2 + 4‖ξ‖2‖η‖2 = (‖ξ‖2 + ‖η‖2)2.

Hiermee volgt dat

t2

2
(‖η‖2 − ‖ξ‖2 ±

√
(‖ξ‖2 − ‖η‖2)2 + 4〈ξ, η〉2) ≤ t2

2
(‖η‖2 − ‖ξ‖2 +

√
(‖ξ‖2 − ‖η‖2)2 + 4〈ξ, η〉2)

=
t2

2
(‖η‖2 − ‖ξ‖2 +

√
(‖ξ‖2 + ‖η‖2)2)

= t2‖η‖2,

ofwel |y| ≤ |t|‖η‖. Er volgt hiermee voor ζ = ξ + iη met ξ, η ∈ Rn dat

|At(ξ + iη)| = | cos(tΣ(ζ))| ≤ e|t|‖η‖, (24)

dus ook, voor τ ∈ R>0, dat
At(ξ + iτη) ≤ eτ |t|‖η‖.

Definieer voor t ∈ R de functie st : Rn \ {0} −→ R door s(η) = |t|‖η‖ en merk op dat Ks = B(0; |t|). Dit
geldt omdat 〈x, η〉 ≤ |t|‖η‖ voor alle x ∈ Rn, dan en slechts dan als ‖x‖ ≤ |t|. We zien dat Ks compact is en
dat voor alle ξ, η ∈ Rn en τ ≥ 0 geldt dat

At(ξ + iτη) ≤ eτst(Im ζ),

dus er is voor iedere t aan de voorwaarden van Stelling 3.1.4 voldaan met cη = 1 voor alle η en N = 0. Er
volgt nu dat er voor iedere t ∈ R een at ∈ E ′(Rn) bestaat met supp at ⊂ B(0; |t|), zó dat Fat = At. Tevens
is (at) een C2-familie in E ′(Rn). Dit volgt uit het feit dat t 7→ At van klasse C2 is en dat F continu is.

Voor het gelijkwaardige resultaat voor Bt, merk op dat d
dt sin(tz) = z cos(tz), dus dat

| sin z| =
∣∣∣∣∫ 1

0

d

dt
sin(tz)dt

∣∣∣∣ = |z|
∣∣∣∣∫ 1

0

cos(tz)dt

∣∣∣∣ ≤ |z|∫ 1

0

| cos(tz)|dt ≤ |z|
∫ 1

0

e|ty|dt ≤ |z|e|y|.

Op dezelfde manier als voor ongelijkheid (24) volgt dat

sin(tΣ(ζ)) ≤ |t|Σ(ζ)e|t|‖η‖ = |t|Σ(ζ)est(Im ζ),
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dus ook dat
Bt(ξ + iτη) ≤ |t|eτst(Im ζ).

We zien dus dat voor iedere t de functie Bt voldoet aan Stelling 3.1.4 met cη = |t| voor alle η en N = 0.
Er bestaat voor iedere t dus een C2-familie (bt) in E ′(Rn) zó, dat Fbt = Bt en supp bt ⊂ B(0; |t|) voor alle
t ∈ R.

Merk op dat door substitutie van at en bt in van vergelijking (22) en door deze vergelijking vervolgens sa-
men te stellen met F−1 blijkt dat (at) en (bt) echt oplossingen van het homogene Cauchyprobleem zijn. De
beginwaarden van at zijn a0 = F−1(A0) = F−11 = δ en d

dtat|t=0 = F−1( ddtAt|t=0) = F−1(0) = 0. Voor bt
volgt op vergelijkbare manier dat b0 = 0 en d

dtbt|t=0 = δ.

Zij a, b ∈ D ′(Rn) de beginwaarden van het homogene Cauchy-probleem zoals in de formulering van de
stelling. Omdat at en bt compacte drager hebben, is convolutie met willekeurige distributies gedefinieerd.
Definieer ut := a ∗ at + b ∗ bt, dan is (ut)t∈R een C2-familie in D ′(Rn). Dit volgt uit de definitie van con-
volutie en het feit dat (at) en (bt) C

2-families in D ′(Rn) zijn. Namelijk, voor φ ∈ C∞0 (Rn), hebben we
a ∗ at(φ) = at(x 7→ a(y 7→ φ(x + y))), waarbij (x 7→ a(y 7→ φ(x + y)) ∈ C∞0 (Rn). Uit de definities volgt

onmiddellijk dat dj

dtj (a ∗ at) = a ∗ ( d
j

dtj at) voor j = 1, 2 en hetzelfde voor b.

Er volgt dat

d2

dt2
ut = a ∗ (

d2

dt2
at) + b ∗ (

d2

dt2
bt) = a ∗ (∆at) + b ∗ (∆bt)

(!)
= ∆(a ∗ at + b ∗ bt) = ∆ut.

De gelijkheid (!) volgt uit de eigenschappen van convolutie, zoals in Stelling 11.17 van [1] aangetoond is.
Verder volgt dat u0 = a∗a0+b∗b0 = a∗δ+b∗0 = a en d

dtut|t=0 = a∗( ddtat|t=0)+b∗( ddtbt|t=0) = a∗0+b∗δ = b.
We concluderen dat de C2-familie (ut) in D ′(Rn) gedefinieerd door ut = a ∗ at + b ∗ bt de oplossing van
vergelijking (21) is met willekeurige distributionele beginwaarden u0 = a en d

dtut|t=0 = b.

De functies At en Bt en de distributies met compacte drager at en bt uit het bewijs van de vorige stelling
zijn zo belangrijk dat we de definitie ervan een nummer geven:

Definitie 3.2.2. We definiëren voor iedere t ∈ R de functies At : Rn −→ R en Bt : Rn −→ R als

At(ξ) := cos(t‖ξ‖), Bt(ξ) :=
sin(t‖ξ‖)
‖ξ‖

,

en de distributies op Rn met compacte drager at en bt als

at := F−1At, bt := F−1Bt.

�
We kunnen nu zoals eerder aangekondigd het Gevolg 3.0.6, dat zegt dat we een oplossing van (14) hebben in
gewone zin, kunnen uitbreiden naar de situatie met willekeurige beginwaarden. Namelijk, definieer voor de
oplossing (ut)t∈R van het homogene Cauchy-probleem (21) de distributie u door

u(φ) =

∫
R
ut(φt)dt, φ ∈ C∞0 (Rn+1).

Dat u voldoet aan �u = 0 volgt met partiële integratie zoals in het bewijs van Gevolg 3.0.6. Vervolgens
tellen we u op bij v zoals in het Gevolg en we hebben ons doel bereikt.

Voor het inhomogene Cauchy-probleem, zij de inhomogene term f ∈ D ′(Rn+1) zó, dat er een continue familie
(ft)t∈R in D ′(Rn) bestaat met f(φ) =

∫
R ft(φt)dt voor alle φ ∈ C∞0 (Rn+1). Dat het rechterlid echt een distri-

butie definieert, hebben we gezien in Lemma 3.0.2. Voordat we dit algemene inhomogene Cauchy-probleem
behandelen, beschouwen we eerst een vereenvoudigde versie met beginwaarden nul en (ft) een C2-familie in
S ′(Rn) zodanig dat (ξ, t) 7→ Fut(ξ) een continue functie is. De reden waarom we eerst dit vereenvoudigde
geval behandelen is dat we dan ook echt zien waar de formule in het algemene geval vandaan komt, in plaats
van dat deze formule uit de lucht komt vallen.
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Stelling 3.2.3. Het Cauchy-probleem

d2

dt2
vt = ∆vt + ft, vt0 = 0,

d

dt
vt|t=t0 = 0, (25)

met t0 ∈ R en (ft)t∈R een continue familie in S ′(Rn) zodat (ξ, t) 7→ Fut(ξ) een continue functie is, heeft

een oplossing (vt)t∈R met vt =
∫ t
t0
bt−s ∗ fsds.

Bewijs. Zij (vt)t∈R een C2-familie in S ′(Rn). Omdat F continu en lineair is, zijn (Fvt) en (Fft) ook
C2-families in S ′(Rn). Door F toe te passen op (25) volgt dat

d2

dt2
Fvt = −‖ξ‖2Fvt + Fft, Fvt0 = 0,

d

dt
Fvt|t=t0 = 0.

Omdat voor iedere ξ ∈ Rn de functie t 7→ Fft(ξ) continu is, is de bovenstaande vergelijking een gewone
differentiaalvergelijking van tweede orde, die klassieke oplossingen heeft. Zie bijvoorbeeld Stelling 9.4 in [1].
Om de oplossing te vinden, gebruiken we nu de methode van variatie van constanten zoals behandeld in het
vak Differentiaalvergelijkingen.
We schrijven de vergelijking eerst als een stelsel van eerste orde vergelijkingen. Definieer Vt := (Fvt, ddtFvt),
Ft := (0,Fft) en

L(ξ) :=

(
0 1

−‖ξ‖2 0

)
.

Dan gaat de vergelijking over in
d

dt
Vt = L(ξ)Vt + Ft, Vt0 = (0, 0).

De fundamentele matrix van het homogene stelsel Ψt, waarvan de kolommen lineair onafhankelijke oplossingen
van het stelsel zijn, wordt gegeven door

Ψt :=

(
At Bt
d
dtAt

d
dtBt

)
.

Met de welbekende formule voor variatie van constanten (Stelling 10.4.2 van Dictaat Differentiaalvergelijkin-
gen) volgt nu dat

Vt = Ψt [Ψt0 ]
−1
Vt0 +

∫ t

t0

Ψt [Ψs]
−1
Fsds =

∫ t

t0

Ψt [Ψs]
−1
Fsds.

Merk op dat At = d
dtBt en det Ψs = 1, dus

[Ψ(s)]
−1

=

(
As −Bs
− d
dtAs

d
dtBs

)
.

Door de definities van At en Bt uit te schrijven en de som- en verschilformules voor sin en cos te gebruiken,
volgt er dat Ψt [Ψs]

−1
= Ψt−s. We krijgen dus de klassiek oplossing

Vt =

∫ t

t0

Ψt−sFsds,

en

Fvt = (1, 0)Vt =

∫ t

t0

(At−s, Bt−s)Fsds =

∫ t

t0

Fbt−sFfsds.

Stelling 14.33 in [1] zegt dat u ∗ v ∈ S ′(Rn) en F(u ∗ v) = FuFv ∈ S ′(Rn) voor u ∈ S ′(Rn) en v ∈ E ′(Rn).
Omdat bt−s ∈ E ′(Rn) en fs ∈ S ′(Rn), volgt hiermee dat∫ t

t0

Fbt−sFfsds =

∫ t

t0

F(bt−s ∗ fs)ds = F
(∫ t

t0

bt−s ∗ fsds
)
.



3 DE GOLFVERGELIJKING 30

De laatst gelijkheid geldt, omdat voor φ ∈ S (Rn) geldt dat(∫ t

t0

F(bt−s ∗ fs)ds
)

(φ) =

∫ t

t0

F(bt−s ∗ fs)(φ)ds

=

∫ t

t0

(bt−s ∗ fs)(Fφ)ds

=

(∫ t

t0

bt−s ∗ fsds
)

(Fφ)

= F
(∫ t

t0

bt−s ∗ fsds
)

(φ),

want t 7→
∫ t
t0
bt−s ∗ fsds is continue familie van gematigde distributies op Rn. Dit volgt uit de definitie van

het convolutieproduct en continüıteit van de grens van de integratie. We hebben dus

Fvt = F
(∫ t

t0

bt−s ∗ fsds
)
,

en met de inverse Fouriertransformatie volgt dat

vt =

∫ t

t0

bt−s ∗ fsds.

We beschouwen nu zoals voor de vorige stelling aangekondigd het algemene geval met willekeurige distribu-
tionele beginwaarden waarbij de inhomogene term (ft)t∈R een continu familie in D ′(Rn+1) is. Hierbij laten
we de aanname zoals in de vorige stelling dat (ft) een C2-familie in S ′(Rn) is en dat (ξ, t) 7→ Fut(ξ) een
continue functie is, vallen. Het bewijs is gebaseerd op de oplossing (vt) die we gevonden hebben in de vorige
stelling en die in dit geval ook blijkt te werken.

Stelling 3.2.4. Het Cauchy-probleem

d2

dt2
vt = ∆vt + ft, vt0 = a,

d

dt
vt|t=t0 = b, (26)

met a, b ∈ D ′(Rn), t0 ∈ R en (ft)t∈R een continue familie in D ′(Rn) heeft een oplossing (vt)t∈R in D ′(Rn).
Hiervoor geldt dat

vt = wt +

∫ t

t0

bt−s ∗ fsds,

waarbij (wt) een oplossing van de homogene golfvergelijking is.

Bewijs. Merk ten eerste op dat ∫ t

t0

bt−s ∗ fsds,

goed gedefinieerd is. Namelijk, omdat bt−s compacte drager heeft die bevat is in B(0; |t − s|), bestaat het
convolutieproduct bt−s ∗ fs voor iedere t en s. Tevens is (bt−s ∗ fs)s∈R een C2-familie van distributies op Rn,
dus

φ 7→
∫ t

t0

(bt−s ∗ fs)(φ)ds,

definieert een distributie op Rn voor ieder t.

De familie (
∫ t
t0

(bt−s ∗ fs)ds)t∈R is zelfs C2, want voor φ ∈ C∞0 (Rn) krijgen we
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d

dt

(∫ t

t0

(bt−s ∗ fs)(φ)ds

)
= (bt−s ∗ fs)(φ)|s=t +

∫ t

t0

(
d

dt
bt−s ∗ fs)(φ)ds =

∫ t

t0

(
d

dt
bt−s ∗ fs)(φ)ds.

Nogmaals differentiëren geeft

d2

dt2

(∫ t

t0

(bt−s ∗ fs)(φ)ds

)
= (

d

dt
bt−s ∗ fs)(φ)|s=t +

∫ t

t0

(
d2

dt2
bt−s ∗ fs)(φ)ds

= δ ∗ ft +

∫ t

t0

(∆bt−s ∗ fs)(φ)ds

= ft + ∆

(∫ t

t0

(bt−s ∗ fs)(φ)ds

)
,

en in de laatste regel staat een continue familie van distributies. Merk op dat hier ook staat dat

d2

dt2

(∫ t

t0

bt−s ∗ fsds
)

= ∆

(∫ t

t0

bt−s ∗ fsds
)

+ ft,

dus
(∫ t

t0
bt−s ∗ fsds

)
t∈R

is een oplossingen van (26) met beginwaarden gelijk aan 0.

Zij nu ut de oplossing van het homogene Cauchy-probleem in Stelling 3.2.1. Dan is de C2-familie (wt)t met
wt := ut−t0 ook een oplossing van de homogene vergelijking met wt0 = a en d

dtwt|t=t0 = b. Met de linearieit

van d
dt en ∆ volgt nu dat

vt := wt +

∫ t

t0

bt−s ∗ fsds,

een oplossing van (26) is.

Neem nu aan het inhomogene deel f zodanig is dat er een t0 ∈ R bestaat zó, dat ft = 0 als t < t0 en
f(φ) =

∫
R ft(φt)dt. We hebben zojuist aangetoond dat er voor willekeurige beginwaarden op begintijd t0 een

oplossing (vt) bestaat. Gevolg 3.0.6 zegt dus dat er een oplossing v van �v = f in de gewone zin bestaat.

De argumenten van alle stellingen die we behandelen in dit hoofdstuk, werken ook indien we continue families
(ft)t>0 van distributies op Rn bekijken waarvoor de limiet limt↓0 ft bestaat en we (ft) uitbreiden door middel
van f0 = limt↓0 ft. Dit is de situatie waarmee we begonnen zijn in (14).

Naar aanleiding van Stelling 3.2.4 definiëren we voor een oplossing (vt) met wt = 0 van de inhomogene
golfvergelijking de distributie v ∈ D ′(Rn+1) door

v(φ) :=

∫
R
vt(φt)dt. (27)

Dat dit echt een distributie definieert, volgt met Lemma 3.0.2. Omdat ft = 0 als t < t0 geldt dat∫
R
vt(φt)dt =

∫
R

∫ t

t0

bt−s ∗ fs(φt)dsdt =

∫
R

∫ t

−∞
bt−s ∗ fs(φt)dsdt =

∫
R

∫ ∞
s

bt−s ∗ fs(φt)dtds, (28)

waarbij de laatste gelijkheid volgt met de stelling van Fubini. Dit leidt tot de volgende observatie.

Zij f = δR
n+1

. Het näıef proberen van ft = δR
n

in de bovenstaande formule voor v geeft

E+(φ) :=

∫ ∞
0

(bt−0 ∗ δR
n

)(φt)dt =

∫
R>0

bt(φt)dt,

en defnieert een distributie E+ op Rn+1. Het zal blijken dat E+ een fundamentele oplossing van de golfope-
rator � is. We hebben deze fundamentele oplossing E+ genoemd omdat we zullen zien dat de drager hiervan
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bevat is in de deelverzameling van Rn+1 met t ≥ 0.

Definieer de deelverzameling C+ van Rn+1 als C+ := {(x, t) ∈ Rn+1 | ‖x‖ ≤ t}. Merk op dat voor alle
elementen in C+ de t-coördinaat voldoet aan t ≥ 0.

Stelling 3.2.5. De distributie E+ op Rn+1, gedefinieerd voor φ ∈ C∞0 (Rn+1) door

E+(φ) =

∫
R>0

bt(φt)dt,

is een fundamentele oplossing van de golfoperator � : D ′(Rn+1) −→ D ′(Rn+1). Bovendien geldt dat
suppE+ ⊂ C+.

Bewijs. Dat E+ goed gedefinieerd, en dus echt een distributie is, volgt onmiddellijk met Lemma 3.0.2. Omdat
∂t en d

dt op testfuncties identiek zijn, volgt nu dat

�E+(φ) = E+(�φ)

=

∫
R>0

bt((�φ)t)dt

=

∫
R>0

bt(∂
2
t φt −∆φt)dt

=

∫
R>0

bt(
d2

dt2
φt)dt−

∫
R>0

∆bt(φt)dt

=

∫
R>0

bt(
d2

dt2
φt)−

d2

dt2
bt(φt)dt.

Met de productregel van Lemma 3.0.5 volgt dat we partiële integratie kunnen toepassen, en omdat φ compacte
drager heeft en b0 = 0 volgt er dat,∫

R>0

bt(
d2

dt2
φt)−

d2

dt2
bt(φt)dt =

[
bt(

d

dt
φt)−

d

dt
bt(φt)

]∞
0

−
∫
R>0

(
d

dt
bt(

d

dt
φt)−

d

dt
bt(

d

dt
φt))dt

= δR
n

(φ0)

= φ(0)

= δR
n+1

(φ).

We hebben dus aangetoond dat �E+ = δR
n+1

, ofwel E+ is een fundamentele oplossing van �.

Voor de bewering over de drager van E+, merk ten eerste op dat E+ = 0 op Rn × R<0, omdat voor
φ ∈ C∞0 (Rn × R<0) geldt bt(φt) = 0 voor alle t < 0. Dit geldt supp bt ⊂ B(0; |t|) en (Rn × R<0) ∩ B(0; |t|).
Verder is bt(φt) = 0 voor alle t ∈ R voor φ ∈ C∞0 (D) met D := {(x, t) ∈ Rn+1 | ‖x‖ > t}, dus E+ = 0 op D.
Er volgt dat E+ = 0 op (Rn × R<0) ∪D = Rn+1 \ C+, dus suppE+ ⊂ C+.

Deze fundamentele oplossing zal een belangrijke rol spelen bij het aantonen van unicitiet, maar voordat we
dit bewijzen, onderzoeken we eerst de oplossingen at en bt van het homogene Cauchy-probleem nog wat beter.

3.3 De Fourierinversen van At en Bt

Hoewel we in Stelling 3.2.1 al hebben aangetoond dat at, bt ∈ E ′(Rn) bestaan zodat At = Fat en Bt = Fbt,
hebben we hiervoor nog geen expliciete uitdrukkingen. Deze zullen we nu afleiden door formule van Euler

voor de complexe e-macht en de fundamentele oplossing En+1
2

van (I −∆)
n+1
2 uit Gevolg 2.3.5te gebruiken.

Merk op dat

Fat(ξ) = At(ξ) = cos(t‖ξ‖) =
d

dt

(
sin(t‖ξ‖)
‖ξ‖

)
=

d

dt
Bt(ξ) =

d

dt
Fbt = F

(
d

dt
bt

)
,

ofwel at = d
dtbt en we hoeven alleen een uitdrukking voor bt te bepalen.
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Stelling 3.3.1. De distributie bt zodat Fbt = Bt wordt voor x ∈ Rn gegeven door

bt(x) = pn lim
ε↓0

Im(‖x‖2 − (t+ iε)2)−
n−1
2 , pn =

Γ
(
n+1

2

)
π
n+1
2 (n− 1)

.

Bewijs. We zullen bt = F−1Bt berekenen via F−1
(
eit‖·‖

‖·‖

)
. De laatste uitdrukking berekenen we via een

aantal tussenstappen.

Zij f : Rn −→ R de functie gegeven door f(ξ) = e−‖ξ‖. We berekenen F−1f . Aangezien Sf(ξ) = f(−ξ) =
f(ξ), volgt dat

F−1f(x) =
1

(2π)n
F(Sf)(x) =

1

(2π)n
Ff(x).

In Gevolg 2.3.5 hebben we gezien dat de fundamentele oplossing En+1
2

van (I − ∆)
n+1
2 in S ′(Rn) ligt en

voldoet aan

En+1
2

(ξ) =
e−‖ξ‖

2nπ
n−1
2 Γ(n+1

2 )
.

Omdat En+1
2

de fundamentele oplossing van (I −∆)
n+1
2 is, voldoet deze tevens aan

FEn+1
2

(x) = (1 + ‖x‖2)−
n+1
2 , en er volgt dat

(1 + ‖x‖2)−
n+1
2 = FEn+1

2
(x) =

1

2nπ
n−1
2 Γ(n+1

2 )
F(e−‖·‖)(x).

We krijgen dus

F(e−‖·‖)(x) =
2nπ

n−1
2 Γ(n+1

2 )

(1 + ‖x‖2)
n+1
2

,

en

F−1(e−‖·‖)(x) =
1

(2π)n
F(e−‖·‖)(x) =

Γ(n+1
2 )

π
n+1
2 (1 + ‖x‖2)

n+1
2

.

Zij nu τ ∈ R>0 en definieer fτ (ξ) := e−τ‖ξ‖. Met de coördinaattransformatie y = τξ volgt dat

F−1fτ (x) =
1

(2π)n

∫
Rn
ei〈x,ξ〉e−τ‖ξ‖dξ

=
1

(2π)n

∫
Rn
ei〈x,y/τ〉e−‖y‖τ−ndy

= τ−nFf
(x
τ

)
=

Γ(n+1
2 )

π
n+1
2

τ−n

(1 + ‖x/τ‖2)
n+1
2

=
Γ(n+1

2 )

π
n+1
2

τ

(τ2 + ‖x‖2)
n+1
2

.

Zij nu n > 1 en definieer vervolgens de functie Fτ via

Fτ (ξ) =
fτ (ξ)

‖ξ‖
=
e−τ‖ξ‖

‖ξ‖
.

Deze functie is lokaal integreerbaar. Dit volgt voor ξ 6= 0 uit de continüıteit van Fτ . Voor ξ = 0 volgt dit door
te integreren over B(0; 1) en het gebruik van poolcoördinaten. Merk op dat ∂

∂τ Fτ (ξ) = −e−τ‖ξ‖ = −fτ (ξ).
Omdat F−1 continu is, volgt dat

∂

∂τ
F−1Fτ = F−1

(
∂

∂τ
Fτ

)
= −F−1fτ ,
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en

lim
c→∞

F−1Fc(x)−F−1Fτ (x) =

∫ ∞
τ

∂

∂τ
F−1Ft(x)dt

= −
∫ ∞
τ

F−1ft(x)dt

= lim
c→∞

[
Γ(n+1

2 )

π
n+1
2 (n− 1)

1

(t2 + ‖x‖2)
n−1
2

]c
τ

= − pn

(τ2 + ‖x‖2)
n−1
2

.

Omdat

lim
c→∞

F−1Fc(x) = F−1

(
lim
c→∞

e−c‖ξ‖

‖ξ‖

)
= 0,

volgt dat

Gτ (x) := F−1Fτ (x) =
pn

(τ2 + ‖x‖2)
n−1
2

. (29)

Zij nu τ ∈ C. Merk op dat met het feit dat de complexe e-macht analytisch op C volgt dat τ 7→ Fτ op
T := {τ ∈ C | Re τ > 0} een holomorfe familie in S ′(Rn) is. Tevens is τ 7→ Fτ een continue familie in S ′

op {τ ∈ C | Re τ ≥ 0}. Aangezien F−1 continu is, gelden dezelfe uitspraken voor τ 7→ Gτ = F−1Fτ . We
kunnen de formule (29) voor Gτ voor het geval dat τ ∈ R>0 dus uitbreiden tot een holomorfe functie gegeven

door dezelfde formule voor τ ∈ T , omdat T samenhangend is. We kunnen nu een formule voor F−1
(
eit‖·‖

‖·‖

)
afleiden.

Schrijf τ = ε− it = −i(t+ iε) met ε > 0 en t ∈ R. Uit de continüıteit van τ 7→ Gτ voor Re τ ≥ 0 volgt nu dat

F−1

(
eit‖·‖

‖ · ‖

)
(x) = lim

ε↓0
Gτ (x) = lim

ε↓0
pn(‖x‖2 − (t+ iε)2)−

n−1
2 .

Om tot de formule voor F−1Bt te komen, merk op dat ImF−1Fτ = F−1(ImFτ ). Namelijk, omdat
Fτ (ξ) = Fτ (−ξ) volgt met de substitutie η = −ξ dat

F−1Fτ (x) =
1

(2π)n

∫
Rn
ei〈x,ξ〉Fτ (ξ)dξ

=
1

(2π)n

∫
Rn
ei〈x,η〉Fτ (−η)|(−1)n|dη

=
1

(2π)n

∫
Rn
ei〈x,η〉Fτ (η)dη

= F−1Fτ (x).

Met de lineariteit van F−1 volgt hieruit onmiddellijk dat

ImF−1Fτ =
1

2i
(F−1Fτ −F−1Fτ ) = F−1

(
1

2i
(Fτ − Fτ )

)
= F−1(ImFτ ),

dus

bt = F−1Bt = F−1(ImF−it) = ImF−1F−it = pn lim
ε↓0

Im(‖x‖2 − (t+ iε)2)−
n−1
2 .

Hoewel we nu een uitdrukking voor bt hebben voor willeukeurige n > 1, hebben we nog geen formules waarmee
we kunnen werken in toepassingen. We behandelen het geval n = 2.
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Gevolg 3.3.2. Indien n = 2, dan is bt de lokaal integreerbare functie, gegeven door

bt(x) =

{
sgn t

2π
√
t2−‖x‖2

als ‖x‖ < |t|,

0 als ‖x‖ > |t|,

waarbij sgn de functie is die aan reëel getal ongelijk 0 zijn teken toekent.

Bewijs. Stelling 3.3.1 zegt voor n = 2 dat

pn =
Γ( 3

2 )

π3/2
=

1

2

Γ( 1
2 )

π3/2
=

1

2π
,

omdat Γ( 1
2 ) = π1/2. Voor bt(x) krijgen we

bt(x) = p2 lim
ε↓0

Im(‖x‖2 − (t+ iε)2)−1/2.

We zullen nu deze limiet bepalen. Zij ε > 0. Definieer zε := ‖x‖2 − (t + iε)2 = ‖x‖2 − t2 + ε2 − 2itε
en z0 := limε↓0 zε = ‖x‖2 − t2. Zij ‖x‖ > |t|. Dan volgt dat Re zε > 0 voor alle ε > 0. Aangezien
C \ R≤0 =: U 3 ξ 7→ log ξ een analytische functie is en zε, z ∈ U voor alle ε > 0, volgt dat

lim
ε↓0

z−1/2
ε = lim

ε↓0
e−

1
2 log zε = e−

1
2 log z0 = z

−1/2
0 ∈ R,

omdat z0 > 0. Hiermee krijgen we voor ‖x‖ > |t| dat

bt(x) = p2 lim
ε↓0

Im z−1/2
ε = p2 Im z

−1/2
0 = p2 · 0 = 0.

Zij nu ‖x‖ < |t| en t > 0. Dan volgt dat ‖x‖2−t2 < 0. Er bestaat dus een ε0 > 0 zodanig, dat ‖x‖2−t2+ε2 < 0
voor 0 < ε < ε0. Aangezien we gëınteresseerd zijn in de limiet ε ↓ 0, hoeven we alleen de situatie 0 < ε < ε0
te bekijken. We mogen daarom aannemen dat Re zε < 0. Omdat t > 0 geldt Im zε = −2tε < 0. Omdat
z0 = ‖x‖2 − t2 ∈ R≤0, volgt dat we zε kunnen schrijven als zε = rεe

iθε met rε → t2 − ‖x‖2 en θε → −π als
ε ↓ 0. Er volgt hiermee dat

lim
ε↓0

z−1/2
ε = lim

ε↓0
e−

1
2 log zε = e−

1
2 log(t2−‖x‖2)+i π2 =

i√
t2 − ‖x‖2

.

Dan krijgen we

bt(x) = p2
1√

t2 − ‖x‖2
=

1

2π
√
t2 − ‖x‖2

.

Zij nu ‖x‖ < |t| en t < 0. Door het bewijs van het geval dat ‖x‖ < |t| en t > 0 stap voor stap te herhalen
waarbij we het getal π vervangen door −π, krijgen we hetbewijs. De conclusie van dit argument is dat dat

bt(x) = p2
−1√

t2 − ‖x‖2
=

−1

2π
√
t2 − ‖x‖2

,

en samengevat voor zowel t > 0 als t < 0 volgt de formule

bt(x) =
sgn t

2π
√
t2 − ‖x‖2

.

Deze functie is lokaal integreerbaar, omdat de oneigenlijke integralen bij de rand bestaan.
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3.4 Uniciteit

We zullen nu eindelijk de uniciteit van oplossingen van het Cauchy-probleem (14) voor t > 0 aantonen. Dit
is equivalent met de uitspraak: als u(x, t) een oplossing is van

�u = 0, lim
t↓0

u(x, t) = 0, lim
t↓0

∂tu(x, t) = 0, t > 0, (30)

dan is u(x, t) = 0 op Rn × R>0. Namelijk, indien v en w beide oplossingen van (14) zijn, dan volgt met de
lineariteit van � en van de limiet dat v − w een oplossing van (30) is. De reden waarom we dit aantonen
nadat we existentie hebben aangetoond, is dat de fundamentele oplossing E+ uit Stelling 3.2.5 hierbij een
belangrijke rol zal spelen. We hebben eerst het volgende nodig.

Propositie 3.4.1. Zij v, w ∈ D ′(Rn+1) zodat supp v ⊂ C+ en suppw ⊂ Rn × R≥0. Dan is het convolutie-
product v ∗ w goed gedefinieerd.

Bewijs. Definieer A := Rn × R>0 en B := C+. Deze verzamelingen zijn gesloten. Stelling 11.17 zegt dat we
het convolutieproduct van v en w bestaat als de somafbeelding Σ : A×B 3 (x, y) 7→ x+ y ∈ Rn+1 “proper”
is op A×B.

We zullen aantonen dat A∩(L+(−B)) begrensd is in Rn+1 voor iedere compacte L ⊂ Rn+1. Dit is equivalent
met de “proper” -heid van Σ op A×B, zie Lemma 11.14 in [1]. Zij dus L ⊂ Rn+1 compact. Dan bestaat er
een ε > 0 zodanig dat L ⊂ Bε := B(0; ε). Hierbij zijn de Bε van dimensie n+ 1. Zij (p, q) ∈ A ∩ (L+ (−B))
met p ∈ Rn en q ∈ R. Omdat

L+ (−B) =
⋃

(y,s)∈L

{(y, s)}+ (−B),

met y ∈ Rn en s ∈ R en
(−B) = {(x, t) ∈ Rn+1 | ‖x‖ < −t},

volgt er dat er (y, s) ∈ L en (x, t) ∈ (−B) bestaan met x ∈ Rn en t ∈ R zodanig dat (p, q) = (x + y, t + s).
Hiervoor geldt t+ s ≥ 0, t < 0, 0 < s < ε en ‖x‖ < ε.
Hiermee volgt dat

‖(p, q)‖ = ‖(x, 0) + (y, 0) + (0, t) + (0, s)‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖+ |t|+ |s| < −t+ ε− t+ ε < 2ε+ 2s < 4ε,

dus A ∩ (L+ (−B)) ⊂ B4ε.

Gevolg 3.4.2. Zij u ∈ D ′(Rn+1) met suppu ⊂ Rn × R≥0 een distributie die voldoet aan

�u = 0.

Dan geldt dat u = 0.

Opmerking 3.4.3. De voorwaarde dat suppu ⊂ Rn×R≥0 impliceert in het geval dat u een functie is niet dat
u(x, 0) = u′(x, 0) = 0, ofwel u en u′ zijn niet persé gelijk aan 0 op de rand van Rn×R≥0. Neem bijvoorbeeld
u(x, t) = 1 als (x, t) ∈ Rn × R≥0 en u(x, t) = 0 als (x, t) ∈ Rn × R<0. Echter, indien u ook voldoet aan de
voorwaarde dat �u = 0, dan impliceert het Gevolg dat u = 0 op heel Rn+1, en in het bijzonder op de rand
van Rn × R≥0. �

Bewijs van Gevolg 3.4.2. Zij E+ de fundamentele oplossing uit Stelling 3.2.5. Omdat suppE+ ⊂ C+ volgt
met Propositie 3.4.1 dat E+ ∗ u goed gedefinieerd is. Er volgt nu met de lineariteit van convolutie en
(∂iv) ∗w = ∂i(v ∗w) = v ∗ (∂iw) voor i = 1, . . . , n en v en w zodanig dat het convolutieproduct bestaat, dat

u = δ ∗ u = (�E+) ∗ u = �(E+ ∗ u) = E+ ∗ (�u) = E+ ∗ 0 = 0.
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Met dit gevolg zien we het volgende. Indien we een oplossing u van (30) kunnen vinden, en we kunnen
laten zien dat de uitbreiding van u met u(x, t) = 0 voor t < 0 een distributie op Rn+1 is, dan geldt dat
u = 0. Deze uitbreiding verandert de drager van u namelijk niet. Om dit te bereiken, bekijken we opnieuw
oplossingen (ut)t>0 in de zin van Definitie 3.0.4 van het bijbehorende Cauchy-probleem met ft = 0 voor alle
t en a = b = 0. Dat zo’n oplossing (ut)t>0 bestaat, hebben we aangetoond in Stelling 3.2.1.

Definieer nu de distributie w op Rn+1 door

w(φ) =

∫
R>0

ut(φt), φ ∈ C∞0 (Rn+1). (31)

Dat w echt een distributie is, volgt met Lemma 3.0.2 door ut := 0 voor t ≤ 0 te definiëren en het gegeven dat
limt↓0 ut = 0. Verder is suppw bevat in de halfruimte Rn ×R≥0. Dit is waar omdat (ιφ)t = 0 als t > 0 voor
φ ∈ C∞0 (Rn ×R<0), waarbij ι de standaard inbedding van C∞0 (Rn ×R<0) in C∞0 (Rn+1) is. We concluderen
dat u echt een uitbreiding met u(x, t) = 0 voor t < 0 is. De enige resterende stap in het aantonen van
uniciteit is dus het volgende.

Stelling 3.4.4. De distributie w zoals gedefinieerd in (31) is een oplossing van

�u = 0,

met drager die is bevat in de halfruimte t ≥ 0 van Rn+1.

Bewijs. Dat de drager van w is bevat in de halfruimte t ≥ 0 van Rn+1, is net voor de stelling besproken. Dat
w voldoet aan �w = 0 volgt direct met Gevolg 3.0.6 met ft = 0.

Ter samenvatting, er bestaat een oplossing w van (30) met drager die bevat is in de halfruimte t ≥ 0 van Rn+1.
Dan zegt Gevolg 3.4.2 dat w = 0, de nulfunctie op Rn+1. Hiermee is uniciteit van het Cauchy-probleem voor
de golfvergelijking met t > 0 aangetoond.
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A De gammafunctie

In deze appendix zullen we de gamma- en bètafunctie definiëren en een aantal belangrijke eigenschappen
aantonen. We formuleren deze in de vorm van een aantal lemma’s en deze zijn ontleend aan Oefening 6.50
van [2].

Definitie A.0.1. De functie Γ : R>0 → R gegeven door

Γ(x) =

∫ ∞
0

e−ttx−1dt,

noemen we de gammafunctie. �

Dat Γ een goed gedefinieerde, willekeurig vaak differentieerbare functie is, wordt aangetoond in de Voorbeel-
den 2.28 en 2.45 van [3]. Het volgende lemma wordt ook in [3] aangetoond.

Lemma A.0.2. Zij x ∈ R>0. Dan geldt Γ(x + 1) = xΓ(x). In het bijzonder als n ∈ N0, dan geldt
Γ(n+ 1) = n!.

Lemma A.0.3. Er geldt dat Γ(x) = 2
∫∞

0
e−u

2

u2x−1du en

Γ(x)Γ(y) = 2Γ(x+ y)

∫ π
2

0

cos2x−1 α sin2y−1 αdα.

Bewijs. Definieer Φ : R>0 → R>0 door Φ(u) := u2. We beweren dat Φ een diffeomorfisme is. Om dit aan
te tonen, merk op dat Φ een polynoom is, dus deze afbeelding is zeker C∞. Merk verder op dat u 7→

√
u

de inverse van Φ is en C∞ is op R, dus Φ is een diffeomorfisme met Φ′(u) = 2u > 0. Via substitutie van
variabelen volgt nu dat

Γ(x) =

∫ ∞
0

e−ttx−1dt =

∫ ∞
0

e−Φ(u)Φ(u)x−1Φ′(u)du = 2

∫ ∞
0

e−u
2

u2x−1du.

Voor de tweede gelijkheid, merk op dat

Γ(x)Γ(y) = 4

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−v
2

e−u
2

v2x−1u2y−1dudv <∞,

een meervoudige integraal van een positieve functie op R2
>0 is. Via de stelling van Fubini volgt daarom dat∫ ∞

0

∫ ∞
0

e−v
2

e−u
2

v2x−1u2y−1dudv =

∫
R2
>0

e−(v2+u2)v2x−1u2y−1d(u, v).

Definieer Ψ : R>0 × (0, π2 ) → R2
>0 door Ψ(r, α) := (r cosα, r sinα). Aangezien Ψ de beperking van

poolcoördinaten tot het domein van Ψ is, is Ψ een diffeomorfisme met Jacobi-determinant gelijk aan r.
Via substitutie van variabelen volgt nu dat∫

R2
>0

e−(v2+u2)v2x−1u2y−1d(u, v) =

∫
R>0×(0,π2 )

e−r
2

r2x+2y−1 cos2x−1 α sin2y−1 αd(r, α).

Er volgt dat∫ π
2

0

∫ ∞
0

e−r
2

r2x+2y−1 cos2x−1 α sin2y−1 αdrdα ≤
∫ π

2

0

∫ ∞
0

e−r
2

r2x+2y−1drdα =
π

4
Γ(x+ y) <∞.

Omdat sinα, cosα > 0 voor α ∈ (0, π2 ) kunnen Fubini gebruiken en we zien dat∫
R>0×(0,π2 )

e−r
2

r2x+2y−1 cos2x−1 α sin2y−1 αd(r, α) =

∫ π
2

0

cos2x−1 α sin2y−1 αdα

∫ ∞
0

e−r
2

r2x+2y−1dr

=
Γ(x+ y)

2

∫ π
2

0

cos2x−1 α sin2y−1 αdα.

Door terug te substitueren volgt de tweede uitspraak van het lemma.
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Merk op dat hiermee volgt dat Γ( 1
2 ) = 2

∫∞
0
e−u

2

du =
∫
R e
−u2

du =
√
π via Voorbeeld 6.10.8 in [2].

Een mogelijke definitie van de béta-functie die afwijkt van de definitie in [3] is de volgende.

Definitie A.0.4. De functie B : R2
>0 −→ R gegeven door

B(x, y) :=
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
,

noemen we de bètafunctie. �

Merk op dat B goed gedefinieerd is, omdat via e−ttz−1 > 0 voor z ∈ R>0 en de monotonie van de integraal
volgt dat Γ(z) =

∫∞
0
e−ttz−1dt > 0. In het volgende lemma worden equivalente definities van B gegeven.

Lemma A.0.5. Er geldt dat

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt =

∫ ∞
0

ux−1

(1 + u)x+y
du = 2

∫ ∞
0

v2x−1

(1 + v2)x+y
dv.

Bewijs. Definieer Ξ : (0, 1) −→ (0, π2 ) door Ξ(t) = arccos(
√
t). Merk op dat (0, π2 ) 3 α 7→ cos2 α ∈ (0, 1) de

C1-inverse van Ξ is en dat Ξ′(t) = − 1
2
√
t−t2 en continu. We concluderen dat Ξ een C1-diffeomorfisme is. We

kunnen nu substitutie van variabelen toepassen en er volgt met Lemma A.0.3 dat

B(x, y) = 2

∫ π
2

0

cos2x−1 α sin2y−1 αdα

= −
∫ 0

1

tx−
1
2 (1− t)y− 1

2 t−
1
2 (1− t)− 1

2 dt

=

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt,

dus we hebben de eerste gelijkheid aangetoond. Voor de tweede gelijkheid, definieer Θ : R>0 −→ (0, 1) door
Θ(u) = u

u+1 . Om te zien dat dit een C1-diffeomorfisme is, Θ′(u) = 1
(u+1)2 > 0 is continu en de inverse

wordt gegeven door u 7→ u
1−u , waarvan de afgeleide gelijk is aan de continue functie u 7→ 1

(1−u)2 > 0. We

concluderen dat Θ een C1-diffeomorfisme is en met substitutie van variabelen volgt dat∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt =

∫ ∞
0

ux−1

(1 + u)x−1

1

(1 + u)
y−1

1

(1 + u)2
du

=

∫ ∞
0

ux−1

(1 + u)x+y
du,

en hiermee is de tweede gelijkheid aangetoond. Voor de laatste gelijkheid gebruiken we het diffeomorfisme
Φ : R>0 3 u 7→ u2 uit het bewijs van lemma A.0.3. Door opnieuw substitutie van variabelen te gebruiken,
volgt ∫ ∞

0

ux−1

(1 + u)x+y
du =

∫ ∞
0

v2x−2

(1 + v2)x+y
2vdv = 2

∫ ∞
0

v2x−1

(1 + v2)x+y
dv,

waarmee de laatste gelijkheid is aangetoond.

Het volgende resultaat is bekend als de verdubbelingsformule van Legendre.

Lemma A.0.6. Zij x ∈ R>0. Dan geldt

Γ(2x) = 22x−1π−
1
2 Γ(x)Γ(x+

1

2
).
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Bewijs. We bewijzen eerst dat B(x, x) = 21−2xB(x, 1
2 ). Omdat sin 2α = sin 2(π2 − α), is sin 2α symmetrisch

in de lijn α = π
4 . Met de substitutie t = sin2 2α, die vergelijkbaar is met Ξ in het bewijs van Lemma A.0.5,

volgt dat 4 sinα cosαdα = 1
2
√

1−tdt (zie pagina 167, (13.38),[1]). We krijgen

B(x, x) = 2

∫ π
2

0

(cosα sinα)2x−1dα

= 4

∫ π
4

0

21−2x(sin 2α)2x−1dα

= 21−2x

∫ 1

0

tx−1(1− t)− 1
2 dt

= 21−2xB(x,
1

2
).

Hiermee volgt

Γ(2x) =
Γ(x)2

B(x, x)
=

Γ(x)2

21−2xB(x, 1
2 )

=
22x−1Γ(x)2Γ(x+ 1

2 )

Γ(x)Γ( 1
2 )

= 22x−1π−
1
2 Γ(x)Γ(x+

1

2
).

De gammafunctie is uitbreidbaar tot het complexe vlak behalve niet-positieve gehele getallen via

Γ(z) =
Γ(z + 1)

z
.

Vervolgens kunnen we de functie z 7→ 1/Γ(z) uitbreiden tot een analytische functie op heel C met 1/Γ(z) = 0
voor z ∈ Z≤0. De bewijzen hiervoor kunnen worden gevonden in bijvoorbeeld [4]. Ook wordt hier de
reflectieformule van Euler,

Γ(z)Γ(1− z) = π/ sin(zπ), z /∈ Z, (32)

aangetoond. Deze identiteit zullen we gebruiken in Appendix B.

B De aangepaste vergelijking van Bessel

In deze appendix worden een aantal resultaten over de oplossingen van de gewone differentiaalvergelijking

x2u′′ + xu′ − (x2 + λ2)u = 0, x > 0 (33)

met λ ∈ R besproken. Deze lineaire tweede orde vergelijking wordt in de literatuur ook wel de aangepaste
vergelijking van Bessel genoemd.

Lemma B.0.1. Zij µ ∈ R en definieer de functie Iµ : R>0 −→ R gegeven door

Iµ(x) = (
1

2
x)µ

∞∑
k=0

( 1
2x)2k

k!Γ(µ+ k + 1)
.

Dan zijn Iλ en I−λ oplossingen van vergelijking (33). Indien λ geen geheel getal is, dan zijn deze oplossingen
lineair onafhankelijk.

Bewijs. We tonen eerst aan dat Iµ een functie is. Merk op dat x 7→ xµ ∈ C2(R>0). Verder geldt voor de
coëfficienten van de machtreeks in Iµ dat

lim
k→∞

∣∣∣∣ k!Γ(µ+ k + 1)

(k + 1)!Γ(µ+ k + 2)

∣∣∣∣ = lim
k→∞

∣∣∣∣ 1

(k + 1)(µ+ 1 + k)

∣∣∣∣ = 0,
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dus de convergentiestraal is ∞. We gebruiken hier de analytische voortzetting van 1/Γ. Merk op dat we in
het geval dat µ ∈ Z<0 de bovenstaande limiet bekijken vanaf k groot genoeg zodanig dat µ+ k + 1 ≥ 1. We
concluderen dat Iµ goed gedefinieerd is. Met Stelling 4.35 en Gevolg 4.36 uit [3] volgt dat de machtreeks een
gladde functie is, waarbij we termsgewijs kunnen differentiëren en de nieuwe reeks dezelfde convergentiestraal
heeft.
We tonen nu aan dat Iλ en I−λ oplossingen van (33) zijn. Er volgt voor x > 0 dat

I ′λ(x) =
1

2
λ(

1

2
x)λ−1

∞∑
k=0

( 1
2x)2k

k!Γ(λ+ k + 1)
+ (

1

2
x)λ

∞∑
k=0

1
22k( 1

2x)2k−1

k!Γ(λ+ k + 1)
= (

1

2
x)λ

∞∑
k=0

1
2 (λ+ 2k)( 1

2x)2k−1

k!Γ(λ+ k + 1)
,

I ′′λ(x) =
1

2
λ(

1

2
x)λ

∞∑
k=0

1
2 (λ+ 2k)( 1

2x)2k−1

k!Γ(λ+ k + 1)
+ (

1

2
x)λ

∞∑
k=0

1
4 (λ+ 2k)(2k − 1)( 1

2x)2k−2

k!Γ(λ+ k + 1)

= (
1

2
x)λ

∞∑
k=0

1
4 (λ+ 2k)(2k − 1)( 1

2x)2k−2

k!Γ(λ+ k + 1)
.

Er volgt hiermee dat

x2I ′′λ + xI ′λ − (x2 + λ2)Iλ = (
1

2
x)λ

( ∞∑
k=1

((λ+ 2k)(2k − 1) + (λ+ 2k)− λ2)( 1
2x)2k

k!Γ(λ+ k + 1)
− 4k(λ+ k)

k!Γ(λ+ k + 1)

)
= 0.

De bewering voor I−λ volgt door in het bovenstaande λ te vervangen door −λ.

Om aan te tonen dat {Iλ, I−λ} een basis van de oplossingsruimte is als λ /∈ Z, berekenen we via de methode
van §3.12 in [5] de Wronski-determinant

W (x) := w(Iλ, I−λ)(x) :=

∣∣∣∣Iλ(x) I−λ(x)
I ′λ(x) I ′−λ(x)

∣∣∣∣ .
Merk op dat

d

dx
(xW (x)) = Iλ(xI ′′−λ + I ′−λ)− I−λ(xI ′′λ + I ′λ)

=
1

x
Iλ(x2I ′′−λ + xI ′−λ − (x2 + λ2)I−λ)− 1

x
I−λ(x2I ′′λ + xI ′λ − (x2 + λ2)Iλ)

= 0.

Er volgt dus dat W (x) = C
x voor een C ∈ R. Anderzijds volgt uit de bovenstaande formules voor Iλ en I ′λ

dat

Iλ(x) =
( 1

2x)λ

Γ(λ+ 1)
(1 +O(x2)), I ′λ(x) =

( 1
2x)λ−1

2Γ(λ)
(1 +O(x2)).

Deze formules zijn ook geldig voor −λ in plaats van λ. Er volgt nu dat

W (x) = Iλ(x)I ′−λ(x)− I ′λ(x)I−λ(x) =
1

x
(

1

Γ(λ+ 1)Γ(−λ)
− 1

Γ(λ)Γ(−λ+ 1)
)(1 +O(x2)).

We hadden al aangetoond dat W (x) = C
x voor een C ∈ R, dus de O(x2)-term in de bovenstaande vergelijking

verdwijnt. Met de reflectieformule van Euler (32) volgt dat

C :=
1

Γ(λ+ 1)Γ(−λ)
− 1

Γ(λ)Γ(−λ+ 1)
=
−2 sinλπ

π

We concluderen dat

W (x) =
−2 sinλπ

πx
6= 0,

omdat λ /∈ Z. Uit de theorie van de gewone differentiaalvergelijkingen volgt dat {Iλ, I−λ} een basis van de
oplossingsruimte is en dat deze functies lineair onafhankelijk zijn.
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Merk op dat met 1
Γ(−n) = 0 voor n ∈ N0. Hiermee volgt dat I−n = In. Namelijk,

I−n(x) =

∞∑
k=0

( 1
2x)−n+2k

k!Γ(−n+ k + 1)
=

∞∑
k=n

( 1
2x)−n+2k

k!Γ(−n+ k + 1)

=

∞∑
i=0

( 1
2x)n+2i

(n+ i)!Γ(i+ 1)
=

∞∑
i=0

( 1
2x)n+2i

i!Γ(n+ i+ 1)

= In(x),

omdat (n + i)(n + i − 1) · · · (i + 1)Γ(i + 1) = Γ(n + i + 1), zie Lemma A.0.2; en 1/Γ(−n + k + 1) = 0 voor
0 ≤ k ≤ n − 1. We zullen in dit geval dus nog een lineair onafhankelijke oplossing van vergelijking (33)
moeten vinden.

Definitie B.0.2. We definiëren de MacDonaldfunctie Kλ : R>0 −→ R als

Kλ(x) :=
π

2

I−λ(x)− Iλ(x)

sin(λπ)
.

In het geval dat λ ∈ N0 passen we de conventie

Kλ(x) := lim
ν→λ

π

2

I−ν(x)− Iν(x)

sin(νπ)
,

toe. �

Lemma B.0.3. Zij n ∈ N0. De functie Kn : R>0 −→ R gedefinieerd door

Kn(x) := lim
λ→n

(−1)n

2

I−λ(x)− Iλ(x)

λ− n
,

is een oplossing van vergelijking (33) met λ = n en {In,Kn} is een basis van de oplossingsruimte.

Opmerking B.0.4. De definities van de functies in Definitie B.0.2 in het geval dat λ = n ∈ N, en in Lemma
B.0.3 stemmen overeen. Namelijk, er volgt met de regel van l’Hospital B.0.3 dat

lim
ν→n

ν − n
sin(νπ)

= lim
ν→n

1

π cos(νπ)
=

(−1)n

π
.

Hiermee volgt dat

lim
ν→λ

π

2

I−λ(x)− Iλ(x)

sin(λπ)
= lim
ν→n

π

2

ν − n
sin(νπ)

I−λ(x)− Iλ(x)

λ− n

= lim
λ→n

(−1)n

2

I−λ(x)− Iλ(x)

λ− n
,

zoals beweerd.
�

Bewijs van Lemma B.0.3. We volgen de lijnen van §3.5 in [5]. Merk ten eerste op dat Iλ en I−λ anaytisch
zijn als functies van λ en x. Dit is het geval omdat xλ = eλ log x en de afbeeldingen z 7→ ez en z 7→ log z zijn
analytisch op het gebied in C met Re z > 0. Ze zijn dus in het bijzonder partieel differentieerbaar naar λ. Er
volgt met In = I−n dat

(−1)n

2

I−λ(x)− Iλ(x)

λ− n
=

(−1)n

2

[
−I−λ(x)− I−n(x)

−λ− (−n)
− Iλ(x)− In(x)

λ− n

]
→ (−1)n

2

[
−∂I−λ
∂(−λ)

(x)− ∂Iλ
∂λ

(x)

]
λ=n

=
(−1)n

2

[
∂I−λ
∂λ

(x)− ∂Iλ
∂λ

(x)

]
λ=n

,
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als λ→ n. We concluderen dat Kn goed gedefinieerd is.

We laten nu zien dat Kn een oplossing van vergelijking (33) met λ = n is. Definieer de differentiaaloperator

∇λ := x2 d2

dx2 + x d
dx − (x2 + λ2). Lemma B.0.1 zegt dat ∇λI±λ = 0. Omdat Iλ en I−λ anaytisch zijn als

functies van x en λ zijn gemengde partiële afgeleides gelijk en hiermee volgt dat

0 =
∂

∂λ
∇λI±λ = x2 d

2

dx2

∂I±λ
∂λ

+ x
d

dx

∂I±λ
∂λ

− (x2 + λ2)
∂I±λ
∂λ

− 2λI±λ = ∇λ
∂I±λ
∂λ

− 2λI±λ,

ofwel

∇λ
∂I±λ
∂λ

= 2λI±λ.

Omdat ∇n = ∇λ + (λ2 − n2), krijgen we voor λ 6= n dicht bij n dat

∇n
[
∂I−λ
∂λ

− ∂Iλ
∂λ

]
= ∇λ

[
∂I−λ
∂λ

− ∂Iλ
∂λ

]
+ (λ2 − n2)

[
∂I−λ
∂λ

− ∂Iλ
∂λ

]
= 2λ(I−λ − Iλ) + (λ2 − n2)

[
∂I−λ
∂λ

− ∂Iλ
∂λ

]
.

De termen in de laatste gelijkheid zijn continu als functies van λ, dus met het bovenstaande volgt

∇nKn =
(−1)n

2
∇n
[
∂I−λ
∂λ

− ∂Iλ
∂λ

]
λ=n

=
(−1)n

2
lim
λ→n
∇n
[
∂I−λ
∂λ

− ∂Iλ
∂λ

]
=

(−1)n

2
lim
λ→n

(
2λ(I−λ − Iλ) + (λ2 − n2)

[
∂I−λ
∂λ

− ∂Iλ
∂λ

])
=

(−1)n

2
2n(I−n − In)

= 0.

Ten laatste tonen we aan dat In en Kn lineair onafhankelijk zijn. We volgen de lijnen van een vergelijkbaar
argument in §3.63 in [5]. Zij λ /∈ N0. Dan volgt uit de multi-lineariteit van de Wronski-determinant en het
feit dat

w(Iλ, Iλ)(x)) =
−2 sinλπ

πx
,

zie het bewijs van Lemma B.0.1, dat

w(Iλ,Kλ)(x) =
π

2 sin(λπ)
(w(Iλ, I−λ)(x)− w(Iλ, Iλ)(x))

=
π

2 sin(λπ)
w(Iλ, I−λ)(x)

= − 1

x
6= 0.

Omdat de determinantafbeelding continu is en Iλ,Kλ continu afhangen van λ, is λ 7→ w(Iλ,Kλ) continu en
er volgt voor n ∈ N0 dat

w(In,Kn)(x) = lim
λ→n

w(Iλ,Kλ)(x) =
−1

x
6= 0.

Uit de theorie van gewone differentiaalvergelijkingen volgt dat {In,Kn} een basis van de oplossingsruimte
is.

We vatten het bovenstaande samen in een stelling en voegen nog een uitspraak over het asymptotische gedrag
van Iλ en Kλ toe.
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Stelling B.0.5. Zij λ ∈ R>0. Dan is {Iλ,Kλ} een basis van de oplossingsruimte van vergelijking (33). Voor
deze oplossingen geldt dat Iλ onbegrensd is en Kλ exponentieel daalt naar 0 als x→∞.

Bewijs. Door de Lemma’s B.0.1 en B.0.3 en de bovenstaande opmerking samen te nemen, volgt direct dat
{Iλ,Kλ} een basis van de oplossingsruimte is.

In §7.23 van [5] wordt aangetoond dat

Kλ ∼
( π

2x

) 1
2

e−x
[
1 +

4λ2 − 12

1!8x
+

(4λ2 − 12)(4λ2 − 32)

2!(8x)2
+O(x−3)

]
,

als x→∞, dus Kλ is exponentieel dalend naar 0.
Voor Iλ zien we het volgende. Als x > 0, dan zijn alle termen van de reeks

∞∑
k=0

( 1
2x)2k

k!Γ(λ+ k + 1)
,

positief, dus

Iλ(x) =
(x

2

)λ ∞∑
k=0

( 1
2x)2k

k!Γ(λ+ k + 1)
≥
(x

2

)λ 1

Γ(λ+ 1)
.

Aangezien λ > 0, is x 7→
(
x
2

)λ
onbegrensd, dus Iλ is ook onbegrensd.

Een handige limiet is de volgende.

Propositie B.0.6. Er geldt voor λ ∈ R>0 dat

lim
x↓0

(x
2

)λ
Kλ(x) =

Γ(λ)

2
.

Bewijs. Zij eerst λ /∈ N. Dan volgt

(x
2

)λ
Kλ(x) =

π

2 sin(λπ)

∞∑
k=0

(x
2

)λ( ( 1
2x)−λ+2k

k!Γ(−λ+ k + 1)
−

( 1
2x)λ+2k

k!Γ(λ+ k + 1)

)

=
π

2 sin(λπ)

∞∑
k=0

(
( 1

2x)2k

k!Γ(−λ+ k + 1)
−

( 1
2x)2λ+2k

k!Γ(λ+ k + 1)

)
.

Hiermee volgt dat

lim
x↓0

(x
2

)λ
Kλ(x) =

π

2 sin(λπ)

∞∑
k=0

lim
x↓0

(
( 1

2x)2k

k!Γ(−λ+ k + 1)
−

( 1
2x)2λ+2k

k!Γ(λ+ k + 1)

)
=

π

2Γ(1− λ) sin(λπ)
.

We mogen de limiet naar binnen halen omdat de functie analytisch is. Met (32), de spiegelingsformule van
Euler, volgt dat

π

2Γ(1− λ) sin(λπ)
=

Γ(λ)Γ(1− λ)

2Γ(1− λ)
=

Γ(λ)

2
,

dus we hebben de propositie bewezen in het geval dat λ /∈ N.

Stel nu dat n ∈ N. Dan volgt dat

lim
x↓0

(x
2

)n
Kn(x) = lim

x↓0
lim
λ→n

(x
2

)λ
Kλ(x) = lim

λ→n
lim
x↓0

(x
2

)λ
Kλ(x) = lim

λ→n

Γ(λ)

2
=

Γ(n)

2
.

We mogen de limieten hier verwisselen omdat
(
x
2

)λ
Kλ(x) analytisch is als functie van λ en x.
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