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1 INLEIDING 1

1 Inleiding

Zij n een positief geheel getal, x = (z1,...,2,) € R" en t € R. In deze scriptie bestuderen we het Cauchy-
probleem voor de golfoperatorvergelijking

2— 2 = 1 = 1 =
(@ =302 )utet) = J(on0) Wulont) = (o), Ligdiu(e ) =ba), ¢>0

voor geschikte functies a, b en f. Aan welke eisen deze functies voldoen, zien we wanneer we echt aan het
werk gaan. Het doel is om unicteit en existentie van de oplossingen aan te tonen.

Een goed begrip van dit probleem is essentieel, aangezien het voor n = 1, 2,3 wordt gebruikt als model voor
een grote verscheidenheid aan fysische problemen. Een belangrijk voorbeeld in het geval n = 1 komt uit de
studie van elasticiteit van materialen. In dit geval geeft © de mate van vervorming van het materiaal op plaats
z en tijd ¢ aan. De functie f de functie die krachten van buiten het systeem aangeeft. Een gelijkwaardig
voorbeeld is de situatie waarbij een koord in een dimensie wordt aangedreven door de functie f. Hierbij is
u(zx,t) de uitwijking van het koord op plaats x en tijd ¢. De golfvergelijking is bovendien van groot belang in
theorieén van vloeistofdynamica en elektromagnetisme. Als wiskundigen zijn we echter geinteresseerd in zo
algemeen mogelijke resultaten, dus we zullen het probleem bestuderen voor een willekeurig aantal dimensies n.

Een natuurlijke manier om deze problemen te benaderen is via de theorie van distributies, een klasse van
objecten die onder meer lokaal integreerbare functies omvat. Deze theorie zorgt er onder andere voor dat we
lokaal integreerbare functies kunnen differentiéren, waardoor het makkelijker zal worden om een oplossing
van een differentiaalvergelijking te vinden. Dit omdat er simpelweg meer kandidaten zijn. Onder bepaalde
voorwaarden op de desbetreffende differentiaaloperator kunnen we aantonen dat een distributionele oplossing
ook een oplossing in de zin die we gewend zijn, ofwel klassieke oplossingen, zijn.

We nemen aan dat de lezer bekend is met de stof in de Hoofdstukken 1 tot en met 12, 14 en 17 van het boek
Distributions van Duistermaat en Kolk, [I]. Tevens nemen we aan dat de lezer bekend is met de inhoud van
de vakken Functies & Reeksen, Analyse in meer variabelen, Differentiaalvergelijkingen, Complexe Functies
en Maat- & Integratietheorie.

De opbouw van de scriptie is als volgt. In Hoofdstuk 2 zullen we de fundamentele oplossingen van de diffe-
rentiaaloperator (I — A)* met 2k > n + 1 bestuderen, waarbij n en k positieve gehele getallen zijn. Voor een
speciaal geval van (n, k(n)) zijn deze fundamentele oplossingen een handig hulpmiddel om expliciete formules
voor oplossingen van de golfvergelijking te vinden. In Hoofdstuk 3 bestuderen we het Cauchy-probleem voor
de golfvergelijking. We tonen eerst existentie aan, waarna we met behulp van Hoofdstuk 2 expliciete formules
zoeken. Deze hoofstukken zijn gebaseerd op Hoofdstuk 17.1 en 18 uit [I]. Tot slot bewijzen we uniciteit,
hetgeen gebaseerd is op Hoofdstuk 13 van [I]. Er is tevens een appendix A aanwezig over de gammafunctie en
een appendix B over de aangepaste vergelijking van Bessel. Deze appendices zullen belangrijke hulpmiddelen
zijn in Hoofdstuk 2.

In de hele scriptie gebruiken we de notaties
N:={neZ|n>1},

No:=NU {O}
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2 De fundamentele oplossing van (I — A)*

In dit hoofdstuk onderzoeken we de fundamentele oplossing Fj van de partiéle lineaire differentiaaloperator
P(D):=(I+Y1, D?)k = (I — A)* in het geval dat 2k > n + 1. Deze Ej zullen we later gebruiken om
de golfvergelijking op te lossen. We volgen hierbij de opbouw van hoofdstuk 17.1 van [I]. Deze aanpak
gebruikt de Fouriertransformatie in combinatie met een aantal substituties om een scalaire gewone differenti-
aalvergelijking van tweede orde te vinden waaraan een variant van de fundamentele oplossing voldoet. Deze
differentiaalvergelijking blijkt oplossingen te hebben, waarvan we het gedrag goed begrijpen en we kunnen
FE hierin uitdrukken. Het zal blijken dat we in het geval dat k := k — %(n —1) € N de fundmentele oplossing
kunnen schrijven als het product van een polynoom van één variabele en de exponentiéle functie, samenge-
steld met de euclidische norm op R™. We zullen het geval dat 2k < n hier niet bestudern omdat het niet van
belang is voor toepassing op de golfvergelijking.

We beschouwen nu de vergelijking

(1-A)By =5, (1)
waarbij we aannemen dat Ey, € .%”. Volgens Stellingen 14.24 van [I] bestaan F((I — A)*Ey) en F(E}), liggen
deze in .’ en volgt door herhaaldelijk toepassen voor u € ./ van

F(I = Dyu) = F(u) = F(Au) = (1+[|€]*) F(u),
dat F((I — A)FEy) = (1+ [|€]|?)*F(E}). Samen met het feit dat F(§) = 1 volgt nu uit (1) de gelijkheid
1

ERATEITE (2)
Q41112

Omdat het rechterlid van als gevolg van het gegeven dat 2k > n een integreerbare functie is en het feit
dat L*(R™) C .’ (pagina 190, [1]), bestaat de Fourierinverse van de rechter zijde van . Er volgt dat

_ _ 1 _
E,=F 1+ 11" = o SFA 1275, (3)
)
Met de stelling van Riemann-Lebesgue (Stelling 14.2, [1]) volgt dat Fj, en continue functie op R™ is die nadert
naar 0 als ||z|| — oc.

F(EBy) =

Opmerking 2.0.1. Merk op dat P een elliptische differentiaaloperator is. Het hoofdsymbool Psj; bestaat
namelijk uit de som van de positieve termen

k
¢ 116
j=1

waarbij ¢; € {1,...,n}. Omdat alle termen positief zijn, heeft P»; de oorsprong als enige nulpunt. Met
Stelling 17.6 uit [I] volgt dat P hypo-elliptisch is, ofwel

sing supp Fj, = sing supp d = {0}.

Dit betekent dat Ej een C*°-functie is op R™ \ {0}, terwijl de stelling van Riemann-Lebesgue ons slechts
vertelde dat Fj continu is op R™. %)

2.1 Een eenvoudigere formule voor Fj

We zullen nu aantonen dat Ej invariant is ten aanzien van rotaties om de oorsprong. Met andere woorden,
dat Ey(Az) = Ex(x) voor alle A € SO,, = {A € M™" | AAT =1, det A = 1}. Vervolgens combineren
we dit met een oefening uit [2] om te laten zien dat we Ej min of meer kunnen schrijven als een constante
keer een eendimensionale Fouriergetransformeerde. Dit is handig om een gewone differentiaalvergelijking af
te leiden waaraan een variant van Ej voldoet.

We maken de laatste bewering precies in de vorm van een stelling:
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Stelling 2.1.1. De fundamentele oplossing Ej, van (I — A)* is te schrijven als
I'(x)

n+1
2

Ey(z) = PSR, k)

F.(||z|),
- (ED

waarbij

-1
,f;:k_n2 ., a:R2Em 1+ "eR, en F,=F(a).

Om deze stelling te bewijzen hebben we een aantal lemma’s nodig. Ter voorbereiding van het eerste lemma
merken we op dat uit de algemeen geldende gelijkheid (By, z) = (y, BT z) voor B € M™ " en y, 2 € R" volgt

dat
[Az|| = V(Az, Az) = \/(z, AT Az) = /(z,z) = |||, (4)
voor A € SO,, en x € R". We bewijzen nu het volgende lemma.

Lemma 2.1.2. De fundamentele oplossing Ey is invariant onder rotaties om de oorsprong. Dat wil zeggen
dat Ex(Azx) = Ex(z) voor alle A € SO,, en x € R™.

Bewijs. Zij A € SO,,. Deze matrix heeft inverse gelijk aan AT, dus A gezien als lineaire afbeelding R” — R"
is een diffeomorfisme. Er volgt met dat

1

Ek (A{L‘) = (271_)”

/R eI ARE) (1 1 [l¢]?)Fde.

Omdat [e= A& (1 4 [|€]|2)~*| = (1 + ||€]|?) % en 2k > n + 1 is de integrand absoluut integreerbaar over R™.
We mogen daarom substitutie van variabelen £ = Ay in de integraal toepassen. Er volgt met dat

1 / —i(Amg) 2\—k 1 / —i(Az,Ay) 2\—k
— e AT+ € d¢ = e "\ATAY (1 + || Ay det(A)(y)|dy
@ Jon (1 + 11€117) @ Jar e (1+ [|Ay[|") " det(A)(y)]
1 )
_ —i{z,y) 1 2\ —k
Ty L e )y
:Ek<.’£).

O

Zij S"71 = {z € R | ||lz|| = 1} en Vol(S™!) := [, . dy het volume van S"~'. We hebben tevens het
volgende lemma nodig dat in [2] wordt gegeven als Oefening 7.21 (i, ii).

Lemma 2.1.3. Zijn € N. Dan geldt dat

Vol(S™™1) =

waarbij T de Gamma-functie is, zoals gedefinieerd in Appendiz [4]

Bewijs. Definieer f : R" — R door f(z) = e~llzI* . We beweren nu dat f absoluut integreerbaar is.
Namelijk, uit Voorbeeld 6.10.8, [2] volgt dat
2
/ e Yide; =72,
R

voor alle 1 < i < n. Definieer nu f;(z) := e~=7. Merk opdat f; > Oen f =T[", fi, dus we mogen de stelling
van Fubini gebruiken en er volgt dat

[

- f(z)dz = f[l/RfZ(ml)dxz =73,

Anderzijds hebben we
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Bewering 1. Er geldt dat
n

F(z)dz = %VOI(S"’I)F(—).

R™ 2

Bewigjs van Bewering[], We introduceren een substitutie van variabelen ¥ : Ryo x U — R™ door ¥(r,y) =
r¢(y), waarbij U een open deelverzameling van R"~! is en ¢ : U — S"~! een Cl-parameterisatie waar-
voor ¢(U) dicht ligt in S"~1. Voor parameterisatie ¢ en bijbehorende positieve dichtheid w met deze
eigenschappen, zie Opgave 7.21(vii-viii) in [2]. Dit is de parameterisatie met behulp van bolcodrdinaten,
zodat U het diffeomorfisme van poolcodrdinaten wordt. De determinant van DW¥(r,y) wordt gegeven door
det(D®(r,y)) = r" lw(y) > 0. Aangezien ¢(U) dicht ligt in S"~!, heeft S"~! \ ¢(U) volume gelijk aan 0,
dus Vol(¢(U)) = Vol(S"1).

Omdat we hebben gezien dat f absoluut integreerbaar is, mogen we substitutie van variabelen in de integraal

toepassen en
/ i / e L (y)d(r, y).
" RsoxU

Omdat S"~! begrensd is, geldt dat fU y)dy < oo. Dan krijgen we met e —r’pn=1> (Qen flR>o e T ldr =

iT(%) (Appendix A, Lemma [A.0.3) dat
/ / y)dydr = fVol(qb(U))F(g) < 0.
]R>(J

Met Fubini volgt nu dat [, f(z)dz = § Vol(¢(U))I'(%) = 3 Vol(S"HT'(%). O

Wanneer we Bewering met de waarde van fRn f(x)dx combineren, krijgen we

w3

2

Vol(s™" 1) = T

7

vol3

O

Opmerking 2.1.4. Vanaf nu verwijzen we naar het diffeomorfisme ¥ : Ryg x U — R"™ door ¥(r,y) = ré(y),
waarbij U een open deelverzameling van R"~! is. Hierbij is ¢ : U — S~ ! de C'-parameterisatie waarvoor
#(U) dicht ligt in S™~! en w de positieve dichtheid zoals in Opgave 7.21(vii-viii) in [2]. Dit diffeomorfisme ¥
noemen we vanaf nu poolcodrdinaten. %)

Tevens hebben we het volgende lemma nodig, dat afkomstig is van Oefening 7.23 uit [2].

Lemma 2.1.5. Zijp,n € N zodat 2p > n+ 1. Dan geldt dat

/ 1 dp — 720 (p — 5)
re (14 [|lz[|?)P L(p)

Bewijs. Definieer g : R" — R via g(z) = (1 + ||z[|*)"?. Omdat p > 2, is g absoluut integreerbaar. Zij
U het diffeomorfisme voor poolcodrdinaten zoals in de vorige opmerkmg Dan volgt met de substitutie van
variabelen z = ¥(r,y) en Fubini dat

n—1
dz = Vol(§"~! / L
[ sty =voiism) |
Zij B de bétafunctie zoals gedefinieerd in Definitie Lemma, zegt dat

7,.21)1—1
B(pr,p2) =2 | s,
(pl p2) /]R>o (1+r2)p1+p2dT

dus met p; + p2 = pen 2p; —1 =n — 1 volgt nu dat

/ pn-l B(3,p—%) T(F)T(p—73)
Roo ( '

dr = =
1+ 2 2 2T(p)
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Samen met het feit dat Vol(S"~!) = 272 /(%) (Lemma [2.1.3) volgt

Ve — ome F(g)F( — %) B W%F(
| o= M o) T

pP—73)
(p)

We zijn nu in staat om het bewijs van Stelling 2.1.1] te geven.

Bewigs van Stelling[2.1.1] Zij x € R™ en we kiezen A, € SO,, z6 dat A,z = ||z|le;. Zo'n A, bestaat omdat
we {z} kunnen aanvullen met n — 1 vectoren tot een basis van R"™. Deze basis kunnen we vervolgens met de
procedure van Gram-Schmidt omzetten in een orthonormaal stelsel zodat x nog steeds een vector in de basis
is. Omdat Fj invariant is onder rotaties om de oorsprong (Lemma volgt dat

) e—illalés
Ex(z) = Ex(Ayx) = Ep(||z]ler) = (2r)n / (1+ ||£||2)kd§'

De integrand is absoluut convergent, omdat |e~*IZI& (1 + ||€]|2)~%] = (1 + ||€]|?)~* en 2k > n 4 1. Schrijf
€ = (&,m) € R x R ! en definieer nu @ : R x R*™1 — R x R*"™! door ®(&1,n) = (&1,4/1+&2n). De

componenten van ® zijn partieel differentieerbaar en de totale afgeleide in het punt (£1,7) ziet er als volgt
uit. De eerste kolom wordt gegeven door

&1 E1Mn—1

T
51771
1
(1,1/1+§%,\/1+§%7...,,/1+§%>.

De andere componenten zijn gelijk aan 0. We concluderen dat de afbeelding (&1,7) — D®(&1,7n) continu is
omdat alle componenten continu zijn. Verder volgt dat | det(D®(&;,n))| gelijk is aan de absolute waarde van
het product van de diagonaal, omdat alle coéfficienten boven de diagonaal gelijk aan 0 zijn. We krijgen dus
dat

en de diagonaal door

n

| det(D®(&1,m))| = (1+&3)°F >0

dus D®(&;,n) is inverteerbaar voor alle (£1,m) € R™ en @ is bijectief, dus een C!-diffeomorfisme.

Met substitutie van variabelen volgt

/ e—illzlles i« / e—illzlles "
we (L [EP)F ™ Jre L+ €8+ [Inl?)F

—illz[|&1
- | TE G e PR )

_/ e—illzlles .
P @ e

n—1 n—1

Omdat |e 7 171€ (1 4+€) == (14 [In]*) ] = (1+&7)"* ) A+ nl*)* en 2(k— 5%) = 2k —n+1 > 2
en 2k > n + 1 bestaat de meervoudige integraal

1
— déidn.
/R/R (L+ &)= (1 + |n)2)* Gl

We mogen nu Fubini gebruiken en er volgt

e—illzlie

—iflzll& 1
; d&n) = | ————d e
/R (14D (1 + [In]>)* (&) /R(1+f%)k_2 o /]R (A + P
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Omdat 2k > n+1>n —1 zegt Lemma [2.1.5]

1 T Dk — "5t
/ 5 kdn: .
ro-1 (L4 [n]l%) I'(k)

Uit al het bovenstaande volgt door substitutie

T Dk — 251) e—illzlié Ik — 1) e—illzllé Ik
Bue) = T 2 [ g = ) [ e - ()
@2m)"I(k)  Jr (14 &) 2 s T(k) Jr (14 €2)F—"3 e (k)
O
We hebben het dus gepresteerd om Ej, te schrijven als een constante keer Fy; o || - ||, waarbij F); een functie

op R is. Het bestuderen van F} zal erg krachtig blijken om eigenschappen van E} te bepalen. Vanaf nu
veronderstellen we x € R.

2.2 Een gewone differentiaalvergelijking voor Fj

Hoewel we in de vorige subsectie de oorspronkelijke formule voor Fj al hebben vereenvoudigd, willen we een
nog concretere formule. Om dit te bereiken, zullen we laten zien dat 2*F,., voor een bepaalde constante \,
voldoet aan een lineaire tweede orde gewone differentiaalvergelijking. Deze differentiaalvergelijking wordt
ook wel de aangepaste vergelijking van Bessel genoemd. De eigenschappen hiervan zullen we bespreken in
Appendix [B] Vervolgens kunnen we Fj;, en via Stelling ook Fj, uitdrukken in een oplossing van deze
differentiaalvergelijking.

We zoeken eerst p, q,r € C zodat F,, = Fa voldoet aan
(x2d—2 —&—pmi +q+re*)Fa=0. (5)
dx? dx
Als gevolg van Stelling 14.24 uit [I] formuleren we het volgende lemma.
Lemma 2.2.1. Zijp,q,r € C enu € ' (R). Dan geldt dat (m2dd—; —l—pm% +q+7r2%)Fu =0 dan en slechts
dan als (%0(52 —r)+p%05+q)u:0.

Bewijs. Met de eigenschappen van de Fouriertransformatie (Stelling 14.24, [1]) volgt direct dat

d2
2:D2 - _ 2 6
Fog=D'oF—-ToF. (©)
d2

—fo%:foDQZmQO]—", (7)

d d
—Fo—of=—iFoDoé=—ixoFol=ixoDoF=x0—o0oF. (8)

dz dz

Met de vergelijkingen @ en volgt dat
d? d?
foﬁogzz—IQO}'ogzzxzo@of.

Met de bovenstaande vergelijkingen volgt nu via de lineariteit van de Fouriertransformatie dat

d? d
2 07 a 2 _

(z e —l—pxdx +q+rax®)Fu=0, (9)
dan en slechts dan als .7-'((;1—;2 o (€2 —7) +pd% o+ q)u) =0. Omdat F : .7 (R) — ./ (R) bijectief en lineair
is (Stelling 14.24, [1]), volgt dat vergelijking @ geldt, dan en slechts dan als

d2

d
d—@O(fz—r)—&—pd—gog—l—q)u:O.

Hiermee is het lemma bewezen. ]

(
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Gevolg 2.2.2. De functie F,, voldoet aan (xj—; +2(1— /{)% —z)F, =0.

Bewijs. We merken op dat 1+ &2 > 0 voor alle £ € R, dus de functie a : £ — (1 + £2)7* is willekeurig vaak
continu differentieerbaar. We krijgen dat

d? _ 2((26% = 3k + 1)E* + (2 — bk — k1 — 26%7)E2 + 1 4 K
d?g((fz —r)a)(§) = (14 £2)r+2 ’

d (1-2r)E*+2(1 —kr)E2+1

=z (€a)(§) = :

dg (14 &2)+2

Hiermee volgt dat , .\ ,
d c4&* 4 € + ¢
(g€ =+ pp(en) + g0 = S TELD

waarbij

cq = 4k? — 65 + 2 — p(1 — 2K) + ¢,

o i=4— 10k — (26 + 4r%)r — 2p(1 — k) + 2¢,

co:=24+2kr —p-+gq.
Er volgt dat a voldoet aan

d? d
(G © (€~ +pgot+aa=0, (10)

dan en slechts dan als ¢4 = ¢ = ¢g = 0. Het laatste is gelijkwaardig aan het stelsel lineaire vergelijkingen
A(p,q,7)T =bmet b= (—4k? + 6k — 2, —4 + 10K, —2)T

2k—1 1 0
A=|2c—-2 2 —2k—4x?
-1 1 2K

Er geldt dat det(A) = 8x3 + 8x? > 0, omdat x > 0, dus het stelsel heeft een unieke oplossing. Merk op dat
(p,q,7) = (2(1 — k),0,—1) de oplossing is, dus a voldoet aan vergelijking met deze waarden voor p, q
en r. Via Lemma volgt nu dat Fa = F,; voldoet aan

5 d? d 9
dus, wanneer we delen door x ook aan

d? d

— +2(1—K)— —2)F, .
Namelijk, dit geldt in ieder geval voor de klassieke oplossing Fy;(x) voor & > 0 en voor z < 0. Hiermee krijgen
we voor ¢ € C3°(R) en a,b € R zodanig dat supp ¢ C [a,b] dat

2 b
(@5 + 2005 ~0F0) = [ F@)(Po)()

0 b
:/ Fy(z)(Po)(x )d;z:+/0 F.(x)(Po)(x)dx
</ /0 ) v T2 )% — ) F(z)p(x)dx

Hierbij is P de lineaire differentiaaloperator zodanig dat

—~
=

2

(0t 20— K)o~ )EL(6) = Fx(PG).

Voor de gelijkheid gebruiken we partiéle integratie. Dit kan omdat F}, van klasse C*° isop x > 0 en z < 0
en de randtermen van de twee aparte integralen tegen elkaar wegvallen. O
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We bewijzen nu de stelling die ons in staat stelt om Ej te schrijven in de vorm van goed begrepen functies.

Stelling 2.2.3. Definicer A := 5 — k. De functie 2 F,, is een oplossing van de aangepaste vergelijking van
Bessel,
22"+’ — (22 + M) =0, veZ'(R).
Op R+ is F, te schrijven als
ﬂ%m_A

2-A1D(=A + 1)

F.(x) = K_x(z),

waarbij K_y is gedefinieerd als in Appendiz Bl

Bewijs. We bewijzen de stelling via de volgende bewering;:

Bewering 1. Zij u € 2'(I) met I C R open en A € C. Dan geldt dat
M0 (M) + x0(x M) — N2 (xu)) = 220%u 4 (21 + 1)zdu.

Bewijs van Bewering 1. Door toepassing van de Leibniz regel volgt dat de gelijkheid geldt voor u € C?(I).
Omdat C§°(I) C C?%(I) dicht ligt in 2'(I) volgt met de continuiteit van d dat de gelijkheid ook geldt voor
w € P'(I). Hiermee is de bewering bewezen. O

We hebben in de formulering van de stelling A zo gedefinieerd dat A = § — k, ofwel 2X\ 41 = 2(1 — ). Dan
volgt via Bewering 1 met u = F); dat

e N 220? (2 Fy) 4+ 20(a F,) — N2 (2 F)) = 220°F, + 2(1 — k)20F,. (11)
Omdat Gevolg[2:2.2] zegt dat
(220% +2(1 — K)20*)F, = 2*F,
geeft substitutie in vergelijking de gelijkheid
“MNa20? (2 Fy) + z0(a N F) — N2 Fy)) = 22 Fy,
ofwel
“AN220% (2 F,) 4+ 20(z F,) — (2 + A\ (2 F,)) = 0.

Hieruit volgt dat v(z) := 2 Fy(x) = 7 FF.(x) de aangepaste vergelijking van Bessel oplost door te ge-
bruiken dat v een klassieke oplossing is op > 0 en = < 0, en dan partiéle integratie toe te passen. Dit
argument hebben we voor een andere vergelijking al een keer uitgevoerd in het laatste deel van het bewijs

van Gevolg

Voor de tweede uitspraak in de stelling beschouwen we 2*F}; als een distributie op Rg. Dat wil zeggen, we
beschouwen pr_,rv € Z'(Rso), waarbij (pr.,rv)(¢) = v(trr., @), ¢ € C5°(Rs0). We definiéren p := pr_ r
en ¢ := trr.,. Er volgt nu voor ¢ € C§°(Rs¢) dat

(
(220%(pv))(9) = v(u(D*(2°9))) = v(0°(a* (19))),
(29(pv))(¢) = —v(1(8(x¢))) = —v(d(x(:9))),
(@ + A (00))(9) = v(e((2* + X*)9)) = v((2® + A*) (19)).

Hiermee volgt direct dat
(@®(pv)” + z(pv) — (2% + A)(p)) (9) = v(9*(2°(19))) — v(D(x(19))) — v((2® + X*) (1))

= (22" + 20" — (2% + \*)v) (1)
-0,

omdat t¢ € C§°(R). We concluderen dat pv een oplossing is van de vergelijking

22 o — (22 XN)u=0, uc P (Rsp). (12)
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Stelling 9.4 uit [1] zegt dat pv € C°°(Rsp), omdat het hoofdsymbool x? groter dan 0 is op R~. Omdat
p de uitbreiding tot distributies is van de afbeelding die functies beperkt tot een kleiner domein, geldt dat
v|r., = pv een klassieke oplossing is.

In Appendix |B| beschrijven we de oplossingsruimte van vergelijking als de ruimte voortgebracht door
de functies {I_x, K_\}, waarbij de functies I,, gedefinieerd worden in Lemma Tevens zullen we zien
dat I_, onbegrensd is en K_) exponentieel afneemt naar 0 als  — oo, zie Stelling [B.0.5] Aangezien
de stelling van Riemann-Lebesgue zegt dat F,(z) — 0 als * — oo en A < 0, dus 2 — 0 als  — oo,
volgt dat v(z) = 2 F,(x) — 0 als 2 — oo. Hieruit volgt dat er een ¢ € C bestaat zodat v = cK_j,

ofwel 2 F, (z) = ¢ (%)_/\ K_x(z) voor z > 0. Door aan beide kanten de limiet z | 0 te nemen zeggen

Propositie en de continuiteit van F}, dat

DHE(0)  2ail(k—3) R
c= =

T(-A)  T(k—5T(k—2%51)  T(k—20)

w[3

omdat F,.(0) = [ mdf =730 (k— DT (k)= 72l (k— 2)(T(k —251))~! volgens Lemma want

2k > 2. Omdat —\ — 1=k — 5 — 1 krijgen we

Een direct gevolg hiervan is de volgende uitspraak over Ej. We veronderstellen nu weer dat x € R™.

Gevolg 2.2.4. De fundamentele oplossing van (I — A)*, Ey, is te schrijven als

B n
Ei(z) = T E 1AL (k) k-2 (lzl]), =€ R™\ {0},
en o
B,(0) = tim — W2 ().
=0 2k 3 —Ips (k) "2

Bewijs. Zij x € R™\ {0}. Dan is ||z|| > 0, dus via Stellingen en volgt dat

Lk — 54 D(k—251)  wsaf %
Ep(x) = —=2LF.(||z||) = 2 = Ki_n(||lx
He) s (k) (=D 9 (k) 263 (k- 51 " 3 (llzl)
|x[|*~ % Ko (el

= PFEETGy)

Aangezien z — ||z| een continue afbeelding is en we R 3 £ — 5’“’%Kk,%(§) kunnen uitbreiden tot een
functie in C(Rxo) (zie Propositie [B.0.6), kunnen we R™ 3 z — |lz[|*~% K_x (||z]|) ook uitbreiden met
0~ limyw(yk*%Kk_%(y)) =2F"571ID(k — ). Met deze uitbreiding volgt dat

ol

lim

2F (k- %) T(k—3)
e IR A (

DFFEIRET(k) 20w L(k)

Anderzijds volgt met de formule Stelling dat

_ k=23 _ D(k-gh) mal(k—5)  T(k—5)
E(0) = WWF“(O) T oong (k) D(k - 25%) 27w ET(k)

We concluderen dat representatie van Ej, als de uitbreiding van  — [|z[|*~2 Kj_» (||lz]|) in de formulering
van het gevolg goed gedefinieerd is en dat de formule geldt voor alle x € R™. O
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2.3 Een aantal speciale gevallen
We zullen nu twee lineair onafhankelijke oplossingen van de vergelijking

20%u +2(1 — k)Ou —2u =0, uec Z'(R), (13)
gebruiken om een aantal mooie representaties van Ej te vinden onder bepaalde voorwaarden op k.

Lemma 2.3.1. De functie GL : R — C gedefinieerd door

Gia) = [ Tt - ),

18 lokaal integreerbaar, begrensd en is een oplossing van vergelijking .

Bewijs. 7Zij x > 0. Via de transformatie t = % volgt dat

@] [e.¢]
/ 6—6(52 _ x2)n—1d§ _ / e—t:mefi—l(tQ _ 1)"_1dt,
T 1

omdat de laatste integraal absoluut convergeert voor iedere x > 0, dus we kunnen substitutie van variabelen
toepassen. Voor de absolute convergentie van de rechtse integraal, merk op dat t?2—1<1lals1<t<+2en
0<t?—1>1alst>+2, dus
2 -1l als 1 <t < V2,
(2 — 1)1 < (2 ) L= = V2 ,
(2 -1 als t > /2

waarbij |k — 1], respectievelijk [k — 1], het grootste gehele getal < k — 1, respectievelijk het kleinste gehele
getal > k — 1 is. Hiermee volgt

oo

o0 V2
/ e—tachrc—l(tQ _ 1)/@—1dt — / e—tzx2n—l(t2 _ 1) |k—1] dt +/ e—tmx2fc—1(t2 _ 1)]’){—1'\ dt.
1 1 V2

De integraal van 1 tot v/2 convergeert omdat de integrand continu is op [1,v/2]. Om aan te tonen dat de
rechtse integraal convergeert, kunnen we het binomium van Newton en partiéle integratie gebruiken. We
krijgen dan convergentie omdat geldt dat lim;_,., e~*® = 0, aangezien > 0. Omdat de integrand van de
linkse integraal positief is, volgt dat deze integraal absoluut convergeert.

Indien z < 0, dan volgt met de substitutie ¢t = % op dezelfde manier als hierboven dat
0o 1
/ 6*5(62 _ I2)N71d€ —_ 7/ eftmeHfl(t2 _ l)nfldt,

convergeert voor alle x < 0. Merk wel op dat de integrand voor bepaalde waardes van x € {%, 1, %, .

een complexwaardige functie is voor ¢ € (—1,1), dus dat we ook echt de absolute waardes van de integrand
moeten gebruiken in dit bewijs.

Verder, als z = 0, dan volgt dat
GLO) = [ et =1 - ),
0

want 26 —1 =2k —n+1—1= 2k —n > 1. We concluderen uit het bovenstaande dat G inderdaad een
functie op R definieert.

We laten nu zien dat G lokaal integreerbaar is. Zij @ > 0, dan bestaat er b > 0 zodanig dat = € [0, b].
Er volgt voor j > 1 met partiéle integratie dat
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bjflefbt

b
/ e I (2 — 1) lde = ———— +
0 -t

~+ | .

b
/ e i (#2 — 1),
0

en door dit herhaaldelijk te doen, krijgen we

0o b 0o
/ / e 2Tl (12 1) dedt = / (Fy(t)e ™ — Fy(t)e 04 (2 — 1)~ Ldt,
1 0 1

waarbij F,(t) = — Y7 ! %x%_l‘k. Omdat t > 1 en alle termen in de som van F, met z = 0,b

positief zijn, krijgen we

2k—1 2k—1
(2k — 1)!

(26 —1)! p2re—1=k 2k—1—k
F.(t)| = ~T < "~ " =:C,.
B0O1= 2 g1 % 2 Gr 1w

Hiermee volgt dat
0 _ e CyGL(b)
‘/1 |Fb(t)e bt(t2 - ].) 1|dt S [)2"’@7_1 < 0

Verder krijgen we met de transformatie t = sin s, dt = cos sds dat

>0 v3/2 (25 — 1) (12 — 1)"
2 n 1
[ e - ar - (/ /fm) e

™3 (2k — 1)! 2k -1 (2 —1)"
:/ w(tans)%cossds—&—/ (@r = DI ) dt

/e cos?s Vi t2—1 26

/3 (2k — 1 © (2k —1)!
S/ %(tans)%ds—&—/ (/;7)dt

x/4  COS V3 tP—1

2% — 1)! ™3 (2K — 1) t—1\1™
= [( " ) (tans)g”ﬂ} + {( r ) log( )]

2 + 1 - 2 t+1)] 5
< o0,

dus we hebben aangetoond dat

oo b
/ / e (12 — 1) dadt < o0.
1 Jo

Omdat de integrand positief is, volgt met de stelling van Fubini dat

b b 9] [eS) b
/ Gl (x)dx = / / e T2 (2 — 1) dtde = / / e 22 — 1) dadt < .
0 0o J1 1 Jo

Op dezelfde manier volgt dat G integreerbaar is over het interval [a, 0] met a < 0 willekeurig, dus G is ook
lokaal integreerbaar rond = < 0. Door deze gevallen te combineren volgt voor a < 0 en b > 0 dat

b 0 b
/ Gl (x)dx = / Gl (x)dx + / Gl (x)dx =0,
a a 0

ofwel, G} is lokaal integreerbaar rond z = 0. Er volgt dus dat G een distributie op R definieert.

We laten nu zien dat G een oplossing van vergelijking is. Zij ¢ € C§°(R) en a,b € R zodanig, dat
supp ¢ C [a,b]. Merk op dat voor u € 2'(R) geldt dat

(20%u + 2(1 — ) — 2u)(6) = u(D*(59)) — w(d(2(1 — )$)) — u(x0)
=u(2¢' + 29" —2¢' + 2k¢" — x¢)
= u(xg” + 2k’ — x9).
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Zij b > 0. Omdat G lokaal integreerbaar is, volgt met Fubini dat
b oo
/ / e TR 2 — 1) At (xg! (1) 4 269 (2) — xd(z))dr =
0o J1
0o b
/ / g1 (2 _ 151 (36 (2) + 26 (2) — wb(x))ddt.
1 Jo
Omdat 2k — 1 > 1 volgt er met parti€le integratie dat
b b b
\/0 €7tI$2K71$¢//(.’£)d1’ _ [qﬁ’(m)e*mxz“] b0 — A eitw(ﬂ/(.’ﬂ)(*thﬁ + 2,{1,2571)(11,
b
= [e7"¢(z)(—2k2® " + tx2")}Z=0 + /0 e p(2) (P — Akt T + 26 (26 — 1)a® %) de
b
= / e () (P2 — dktx® T 4 2k(2k — 1) 2?7 2)d.
0
Verder zien we dat
b X b
/ e a1k (2)dx = [2n¢(m)67t“’1’2“71]1:0 Jr/ o(z)e " (2rtz® ™ — 2k(2k — 1)2?* %) dx
0 0
/ d(x)e™ 2kt 1 — 2k(2k — 1)2*2)dx,
en door dit samen te voegen krijgen we met Fubini dat
'S b
/ / TR L (2 _ 1Y (30 (1) + 20 (z) — w6 (x))dadt
/ / e (1?2 — 1) (12 — 1)a®® — 2ktx* V) dwdt
0
= / / p(x)e (2 — )12 — 1)z — 2kt2® 1) dtd.
0o J1

Aangezien
/1 P(x)e " (t* — 1) 2> dt = [—p(x)e x> (17 — 1)”]:21 +/1 d(x)e 2kt 1 (t? — 1) at
:/ B(z)e " 2rta® (2 — 1) Lat,
1

volgt er dat
e b
/ / eftmx2n71(t2 _ 1)”71($¢//(I) + 2,{@5’(,};) — ],‘d)(.]j))dxdt =0.
1 Jo

Als a > 0, dan volgt dat

/Gl (@6 (2) + 26 (2) — 26(2) (/ /)G (@ (z) + 266/ (2) — 26(x))da

De uitspraak dat

b bl
/ GL(x)(xd" (2)+2k¢ (x)—xd(x))dr = —/ / e T2 — 1) dt (2g” () + 2k (1) — 2¢(x))dx = 0,

— 00
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voor a < b < 0 volgt door in de voorgaande discussie te herhalen met deze integraal. Tenslotte volgt hiermee
voor a < 0 < b dat

b 0 b
/cﬁ@mw%m+am«@—xmex:</<5A>Gam@dmo+%dwwﬂwm»m:o,

dus G is een distributie die vergelijking oplost.

Aangezien de leidende coéfficient van de differentiaaloperator,  — z, geen nulpunten heeft in de intervallen
(—00,0) en (0, 00), volgt met Stelling 9.4, [1] dat G willeukeurig vaak differentieerbaar is op deze intervallen.
Met gedomineerde convergentie volgt dat

(o)
lim Gl(z) = / lim e~ 22" (#2 — 1) dt = 0,
1

T—00 T—00

en tevens dat
oo

lim e T (12 — 1) dt = 0,
zl0 Jq
dus G is begrensd op [0, 00).
Op een vergelijkbare manier volgt dat G begrensd is op (—o0,0], dus G is begrensd op R.

Lemma 2.3.2. De functie G2 : R — R, gedefinicerd door

cm@:/Z*W—ﬁwwa

—x
s continu, onbegrensd en is een oplossing van vergelijking ,

Bewijs. Omdat R x [~1,1] 3 (z,t) — e 22"~ 1(1 — t2)5~! continu is, definieert
de functie x — fil e~ t2x2%=1(1—¢2)*~1dt een continue functie. Omdat G2(0) = 0, volgt nu met de substitutie

t=2% dat

G2 (2) f_ll e~ 211 —2)r=1dt als 2 > 0,
xTr) =
" - f_ll e~y l(1 —¢2)r1dt als © < 0,

dus G2 definieert een continue functie. Deze functie is dus een distributie op R en via de methode van het
bewijs van het zojuist bewezen Lemma volgt dat G2 een oplossing van vergelijking is.

We laten nu zien dat G% onbegrensd is. Als z > 1 en ¢t < 0, dan geldt —tz > —t, dus ook e~ ** > 7t
Hiermee volgt voor x > 1 dat

1 0 1
/ eftwl,anl(l 7t2)m71dt _ / 671‘/301,2571(1 7t2)m71dt+/ eftsz/sfl(l 7t2)571dt
-1 -1 0

0
> 3:2“_1/ et (1 —t2)"1dt 40,
-1

1

en aangezien LO1 e t(1 — t2)"~1dt een vast positief getal is en x +— 22571 onbegrensd is omdat 2k — 1 > 1,

volgt dat G2 onbegrensd is.
O

Gevolg 2.3.3. Het stelsel {GL, G2} brengt de oplossingsruimte van vergelijking voor u € 2'(Rs) voort

en op R>q geldt dat
s
= _G!
4571]:‘(&)2

K*

Fy
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Bewijs. Op vergelijkbare manier als in het bewijs van Stellingvolgt dat G% als distributies beperkt tot
2(R~g) oplossingen van vergelijking zijn. Via Stelling 9.4, [I] volgt dat de G willekeurig vaak diffe-
rentieerbaar zijn op Rsq, dus het zijn klassieke oplossingen van de vergelijking. Omdat G begrensd is en
G? onbegrensd is, zijn deze functies lineair onafhankelijk en er volgt dat {GL, G2} de oplossingsverzameling
voortbrengt.

Uit de stelling van Riemann-Lebesgue volgt dat F,; begrensd is en in Gevolg [2:2.2]is aangetoond dat F,; ook
voldoet aan vergelijking . Daarom bestaat er een ¢ € C zodat F, = ¢cGL op R+g. Om c te berekenen,
merk op dat met gedomineerde convergentie volgt dat limg o G () = [;° e 862 2d¢ =T'(2k — 1) = GL(0).
Omdat k — % > 0 volgt met de verdubbelingsformule van Legendre (Lemma ) dat

1
T(2k — 1) = 22 207 1/2D (5 — ST (5).

Verder volgt met de continuiteit van F), dat

We concluderen dat
_ FH(O) _ 71—1/21—‘(/{ — % _
TG0 T 2 AT (k- DD(k)2 4 T(R)2

3

Stelling 2.3.4. De fundamentele oplossing Ey, van (I — A)* is te schrijven als

1 o0
Ei(x) = e 5 (&2 — ||z||P)~tde.
(@) )F(k)/| (€ — [l]?)de

2%l (k- o5t o

Bewijs. Herinner dat dat x was gedefinieerd als k = k — %(n —1). Met de formules in de formuleringen van

Stelling Gevolg en Lemma volgt dat
[(k— 251

2
nr"s D(k)
e
o

(k) 4510 (k — 251)
1

Ei(z) = Fe(ll]])

Gzl

2
on

™S (€% — [lal*) " de.

n—1 _

2215 D (k — 251)0(k) /|z|
O

Onder bepaalde voorwaarden op « volgen uit de bovenstaande stelling een aantal mooie representaties van Ej.

Gevolg 2.3.5. Indien k = "T“, dan geldt

. oIzl
rN = —
k( ) 2n71-";11"(n'2‘1'1)

Beuwijs. Er volgt direct dat K —1 = 2(n+ 1) — 3(n — 1) — 1 = 0 en met Stelling [2.3.4| krijgen we

1 o e_HxH
Ey(x) = n—1 ntl / e tde = P e
2rmr D(OI(#57) S| 2z I(%5)
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Gevolg 2.3.6. Indien k =k — 5(n —1) € N, dan geldt

E(m)-e_'z'kzn;l(% D) =3 o).
ST ke o) & k- )

Bewijs. We passen de substitutie ¢t = £ — x toe op de integraal van G:

o0
/ 67 (€ _ n 1d§ / 2x+tn 1tn 1dt
xr
Omdat k — 1 > 0 kunnen we het binomium van Newton gebruiken en er volgt dat

2z +1)"" = (k- 1)! Ki %(Qﬂjtﬁflﬂl.

= Mk =1 =)

Hiermee volgt dat

00 k=1 oo ¢ i12k—2—j
22)7t J
e P2z + )t = (k — 1)! / e,(—,dt
/0 ( ) ( ); o Jlk—1-7)

2 (22)T (26 — 1 — §)
=(r- 1)!j:0 il(r—1— )

Omdat Lemma zegt dat T'(2k — 1 — j) = (2k — 2 — j)!, volgt dat

T2 (22)7 (26 — 2 —
_ 7)!
o) = (3 2
= 1)
Via de formule van Stelling volgt nu dat
r—1
1 . @zl 2k — 2 —
Bi(2) = ——— — el (s Z I || r 7)!
2 T 2 F(k_ T)F(k) j=0 K; J
. n+4+1
el P CE (k= (a4 1) — )
e (n
- e ¥ 2 ey
m= I'(k) = gk — )!
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3 De golfvergelijking

In dit hoofdstuk zullen we existentie en uniciteit van de oplossingen van het Cauchy-probleem voor de
golfoperator O := 97 — Y1 | 02 = 0F — A,

Ou = f(x,1t), ltig)l u(z,t) = a(z), ltiﬁ)l Opu(z,t) = b(x). (14)

Hierbij geldt ¢ € Rsg, z € R™ en a en b zijn functies R® — R die we kunnen opvatten als distributies
op R™. Dit is het geval als a en b lokaal integreerbaar zijn. Bovendien is f een functie R” x Ryy — R die we
kunnen opvatten als distributie op R™*! en die nog aan een extra eigenschap voldoet. Om deze eigenschap
te formuleren hebben we eerst een definitie nodig. We zullen dit Cauchy-probleem benaderen op de manier
die wordt voorgesteld in Opmerking 13.4 van [I]. Herinner dat Z(R™) = C§°(R™).

Definitie 3.0.1. Zij k € Ny en I C R een interval, en zij & € {Z,8,}. We noemen een afbeelding
(ue)ter =1 3t > uy € '(R™) een CF-familie in «7'(R™) indien voor iedere ¢ € 7 (R") de afbeelding

t— ut(d)) S C,

k keer continu differentieerbaar is.
%)

Deze notatie kan ook worden toegepast op functies. Namelijk, zij g een functie op R"*!, dan schrijven we g;
voor de functie op R™ met g:(z) := g(x,t). We kunnen nu de extra eigenschap waaraan f voldoet, formuleren.
Namelijk, we nemen aan dat er een continue familie (f;);~0 van distributies op R™ bestaat zodanig, dat voor
f zoals in vergelijking geldt dat

f(o) = fe(de)dt, ¢ € CG(R™).

R>o

Voor een vast homogeen deel f van noteren we de continue familie met bovenstaande eigenschap vanaf
nu als (ft)e>o0. Dat het rechterlid van de bovenstaande vergelijking echt een distributie definieert bewijzen
we in het volgende lemma.

Lemma 3.0.2. Zij I C R een interval en (ut)ier een continu familie in 2'(R™) en zij ¢ € C§°(R™*1). Dan
definieert u met

u(0)i= [ wi(on,
I
een distributie op R™1.

Bewijs. Zij K C R"*! compact en ¢ € C§°(R™!). We maken gebruik van de stelling van Banach-Steinhaus
met de formulering zoals in Stelling 5.4 in [I]. Deze stelt het volgende:

Zij ¥ € Cg°(R™) en (ut(v)))ter een begrensde verzameling in C, in de zin dat er een M > 0 bestaat zodanig
dat |us(10)| < M voor alle t € I. Dan bestaan er ¢ > 0 en k € Ny, zodat voor alle ¢ € I geldt dat

e ()] < cllllorgn)-

Omdat ¢ compacte drager heeft, heeft ¢ — u;(¢:) ook compacte drager, en met de continuiteit van (ug)es
volgt dat [, u¢(¢¢)dt bestaat.

Zij K' de projectie van K op de t-as. Dan is K’ compact zodanig dat supp(t — wu;(¢¢)) C K’'. Met het
bovenstaande volgt dat

()] < / g (6)|dt = / hug(e)]dt < / ellell oy dt < ¢ llor@niny,
I INK’ K’

waarbij ¢ := fK, cdt < 0o, dus u is een distributie op R™*! O



3 DE GOLFVERGELIJKING 17

Later zullen we zien dat het type distributies zoals in dit lemma ook een belangrijke rol speelt bij het aan-
tonen van uniciteit.

Opmerking 3.0.3. Aan de voorwaarde op het inhomogene deel f van het Cauchy-probleem is au-
tomatisch voldaan indien de uitbreiding van f tot R"™! via f(x,t) = 0 voor alle (z,t) € R" x R<( lokaal
integreerbaar is. Dan is f namelijk een distributie op R"*1. Zij ¢ € C§°(R" 1) en a;, b, to,t1 ER,i=1,...,n
zodanig, dat supp ¢ C []\_,[a;, b;] X [to, t1]. Definieer R :=[]"_,[a;, b;]. Dan volgt met Fubini dat

t1
f(6) = /R oy T 6,00 = / /R fol@) by () dardt = /[ g, Feloa = / ot

Q@

Onze aanpak berust op het volgende. We vatten O op als de differentiaaloperator % — A die werkt op

C?-families in 2'(R™) en definiéren de oplossingen als volgt. Dat j—;ut weer een distributie is, is een gevolg
van de stelling van Banach-Steinhaus, zie Stelling 5.5(i) in [I]. We definiéren oplossingen van in de
volgende zin.

Definitie 3.0.4. Een distributionele oplossing van het Cauchy-probleem is een C2-familie (ut)ters, in
2'(R™) waarvoor

1 %Ut — Au; = fi, voor alle t > 0,
2w~ aen gu > balst]0in 7'(R").
@

Zij (ut)t=0 zo'n oplossing in de zin van Definitie Om te zien dat deze aanpak nuttig is, tonen we aan
dat de distributie u op R"*! gedefinieerd door

u(¢) = /R ug(py)dt,

een oplossing van vergelijking (14]) is. Hiervoor hebben we eerst het volgende lemma nodig,.
P g geljjking g g

Lemma 3.0.5 (Productregel). Zij (u;)icr een C-familie van distributies op R™ en zij ¢ € C§°(R"1). Dan

geldt dat
d d d
%(Ut(@)) = %Ut(@) + Ut(%ﬁbt)

Bewijs. We schrijven het differentiaalquotiént als

ut+h(¢t+h) - Ut(¢t) _ ut+h(¢t+h) - Ut+h(¢t) + Ut+h(¢t) - ut(¢t)
h h

- <¢t+hh— ¢t> n (Ut+hh— Ut) (60).

Aangezien, usyp — up in 2'(R™) als h — 0 en

Gtyh — Pt
h

in C§°(R™) als h — 0, volgt voor de simultane limiet

. Gipn — @ d
}llli%ut-‘rh (t+h t :Ut(@@)-

Omdat (u;) van klasse C! is, volgt ook

- d
lim (“t*hh“t) (61) = - ur ().

h—0

d
— £¢t,
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We krijgen dus

(Ut(¢t)) hHO Ut+h(¢t+};3 — Ut(¢t) = Ut(%

b0+ %ut(@).

O

Gevolg 3.0.6. Zij f € 2'(R"Y) zodanig dat er een continue familie (fi)i>o bestaat waarvoor geldt dat
¢) = f]R>0 fi(e)dt voor ¢ € C(R™1). Zij (v;) een distributionele oplossing van het Cauchy-probleem

met beginwaarden 0. Dan is de distributie v op R™"", gedefinieerd door v(¢) = fR>0 ve(d¢)dt, een
oplossing van de vergelijking (v = f.

Bewijs. Dat v een distributie definieert, volgt met Lemma [3.0.2] Er volgt dat

Ou(¢) = v(0¢)
= t
R>0
- / (0260 — Aéy)dt
IR>U

Omdat we een productregel hebben (Lemma|3.0.5), kunnen we partieel integreren. Omdat ¢ compacte drager
heeft en %vo = vg = 0 volgt er dat,

< d? d o > d d > d
| oot = uGon| = [7 Futgond = —wGon - [ G Gooa

Nogmaals partieel integreren geeft

© g d d o0 42 < d2
_/O aW(%qgt)dﬁ:— thvt(qbt)]o +/0 dt2vt(</5t) /0 dtht(fbt)

Door de integralen terug samen te nemen, krijgen we

d2
Ov(¢) :/R (dt2¢t) Avt(d)t)dt:/ﬂ« (d 5 — A)v(¢r)dt = / fe(@e)dt = f().

O

Na het aantonen van existentie van de oplossingen van het homogene Cauchy-probleem voor de golfvergelij-
king zullen we het bovenstaande lemma kunnen uitbreiden naar de situatie met willekeurige beginwaarden.

We zullen in dit hoofdstuk eerst existentie aantonen. Hierna leiden we explicitie formules af voor oplossingen
van de homogene golfvergelijkingen en ten slotte bewijzen we uniciteit. De reden voor deze volgorde is dat we
een observatie, die aan de orde komt bij de bespreking van existentie, kunnen gebruiken om uniciteit aan te
tonen. Voordat we overgaan tot het bewijs van existentie, bespreken we eerst een drietal essentiéle stellingen,
afkomstig uit Hoofdstuk 18 van [I].

3.1 Stellingen

In het bewijs van de existentie van oplossingen zullen we uitvoerig gebruikmaken van de Fouriertransforma-
tie. Dit zal leiden tot complex-analytische functies waarvan de Fourierinversen oplossingen van de homogene
golfvergelijking zijn. We weten al uit de theorie van distributies dat de Fouriergetransformeerde van een
distributie met compacte drager kan worden uitgebreid tot een complex-analytische functie, zie Lemma 14.4
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in [I]. Nu zullen we zien dat de omgekeerde bewering onder bepaalde voorwaarden ook waar is. Ter voorberei-
ding bewijzen we eerst twee andere stellingen, waarvan zowel de formuleringen als de bewijzen zijn gebaseerd
op Hoofdstuk 18 van [I].

We voeren eerst wat notatie in. Zij U C R™ en § > 0 we definiéren de §-omgeving van U als
Us = U B(u;9).
uclU

Merk op dat Us open is en dat d(x,U) < 6 voor alle x € Us. Definieer verder U_s als

R™\ (R \ U)s.
Dit is dus de verzameling van punten x in U waarvoor B(x;d0) C U. Merk op dat U_; gesloten is.
Definieer (-,-) : C™* x C" — C door

n
(z,y) = Zfﬁjygw
j=1

Merk op dat (-, -) lineair is in beide argumenten en dat de beperking tot R™ x R™ het standaard inproduct
op R™ is. Echter, omdat we geen complex geconjungeerden van de y;’s nemen, is (-,-) niet het standaard
inproduct op C™. De Euclidische norm op C", afkomstig van het standaard inproduct op C™, noteren we
met || - ||.

Zij K C R™ een compacte verzameling. Definieer voor zo een K de functie sx : R® — R via

sic(w) = sup (2, ). (15)
yeK

Dat sk goed gedefinieerd is, volgt uit het volgende. Merk op dat voor vaste x € R™ de functie K 3 y — (x,y)

continu is, want het is een polynoom. Aangezien K compact is, neemt deze functie een maximum aan op K,

dus sup,¢ (2, y) < oo voor iedere z € R™.

Voor de meetkundige interpretatie van sy, merk op dat de hoek 6 tussen twee vectoren x en y in R™ wordt
gedefinieerd via (x,y) = ||z||||y|| cosf. Voor z € R™ en y € K zien we dat het standaard inproduct kan
worden opgevat als de lengte van de loodrechte projectie van y op x keer de lengte van ||z||. Met de definitie
van sk volgt dan dat sx(x) de bovengrens over alle y € K van de lengtes van deze projecties is.

Stelling 3.1.1. Zij K C R™ compact en u € &' (R™) van orde k € Ng met suppu C K. Dan bestaat er een
constante ¢ € Rsg 20, dat voor alle ( € C™ geldt dat

[Fu(Q)] < e(1+[I¢])*es o). (16)

Als u bovendien een C'-functie met | € Ny is, dan bestaat er een constante ¢; € Rsq 20, dat voor alle ( € C
geldt dat
[Fu(Q)] < a1+ [|¢[)~ e ma, (17)

Bewijs. Het bewijs berust voor het grootste gedeelte op het feit dat er voor een testfunctie x met suppu C
supp x een ¢ > 0 bestaat z6 dat

lu(p)] < cllxollcx, (18)

voor alle C*-functies ¢. Zie stelling 8.8 in [I]. We werken daarna deze C*-norm uit voor een speciaal
gekozen x.

Zij € > 0. Aangezien K compact is, is K, /3 0ok compact. Er is dus een eindige vereniging U van open ballen
bevat in Ky /3 die K overdekt. Er bestaat nu een x. € Cg°(R™) met

supp xe C Ueyz C Ke.
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Tenvens geldt dat x. =1 op K5 C U_./3 voor een 6 > 0. Dus x. = 1 op een open omgeving van K. Dit alles
volgt met Lemma 2.19 in [1] met 6 = €/3.

Bovendien zegt Lemma 2.19 in [I] dat x. = 1y * ¢, /5, waarbij ¢./6(x) = (¢/6) " ¢(6x/e) en0 < $p <1, ¢ =0
als ||z > 1 en [; ¢(x)dx = 1. Zij B een multi-index, dan volgt dat
07xe = 1u % (0% ess) = (¢/6) 7711y + (976)s6)-

Omdat de laatste uitdrukking continu is en compacte drager heeft, bestaat het maximum, dus er bestaat een
cg > 0 zodat

sup \8ﬁxe(x)| < 05€|B|.
rER”

Schrijf vervolgens ( = £ +in € C™ met &, € R™ en defnieer voor iedere ¢ de functie e_j¢c : R" > x e @0,
Dan geldt voor een multi-index + dat

|87e 10| = |(=i)MI¢relEm =8| = ||l

Zij nu z € K. en nn € R". Dan bestaat er een y € K zodanig dat ||z — y|| < e. Met de ongelijkheid van
Cauchy-Schwarz volgt dat

(z,m) = (x —y,n) + (Y, m)
< |z —ylllInll + sup(y,n)
yeK

< éelnll + sk (n),
dus met wat we al hebben aangetoond, volgt dat

187 H@0 | < (¢ |eclnliFsr(m)

Omdat u compacte drager heeft, geldt dat { — Fu({) = u(e_i¢) een analytische functie is, zie Stelling 14.4
in [I]. Gebruikmakend van de afschatting met x = X, zien we dat

[Fu(Q)] = [ule-ic)| < elxee-icllor

=csup sup |0%(xe(z)e—ic())]
z€R™ |a|<k

=csup sup | Y <a) 07 xe(w)0e i (x)

veKe a1k gy aicial P
<d sup BT |eelmltarn),
181+ vI<k

In de laatste stap hebben we de driehoeksongelijkheid gebruikt. Tevens hebben we in de laatste stap de
multinomiaalcoéfficienten met de cg, afkomstig van 9°x., opgenomen in ¢
Kies nu € = ||n||~!. Dan volgt dat

NG = gl M) < (1 P,

Tevens volgt
efllnlli+s(m) — pltsi(n)

dus we hebben de ongelijkheid gevonden, waarbij e wordt opgenomen in de constante.

Zij u vanaf nu een C'-functie met [ € Ng. Omdat u compacte drager heeft, zijn de functies D%u met |a| <1
integreerbaar en er volgt dat

CIFuQ = | [ oD

< / M [ Du()|da < %™ | D1
supp u
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Zij {e!,...,e"} de standaardbasis van C". Aangezien met de driehoeksongelijkheid volgt dat

L el =1+{D Ge | <1+> 161,

=1 j=1

krijgen we
l

@+ < [1+D01G1]) =D calc?l,
j=1

laf <1

met ¢, multinomiaalcoéfficienten. Hiermee volgt dat

A+ FuOl < | D calc?l | IFulQ)] < e<™ Y7 cal Dl 1,

la| <1 la| <1

en met de definitie

¢ = Z col| D%ul| L1,

laf <l

volgt de ongelijkheid (L7).

Zij s een functie R™ \ {0} DY — R U {co}. Hiervoor definiéren we de verzameling K, C R™ door

K, = ﬂy{x €R™ [ (y,7) < s(y)}- (19)

Opmerking 3.1.2. We willen dat de functie sx zoals in ook gedefinieerd is indien K C R"™ niet compact
is. Dit doen we door in dit geval te definiéren dat sup,¢ (y,z) = oo indien K > y + (y,z) onbegrensd is.
Hiermee wordt sk een functie R” — R U {oo}. %)

We karakteriseren de verzamelingen K, middels de volgende stelling.

Stelling 3.1.3. Zij Y C R"\ {0} en s:Y — RU{oo}. Dan is de verzameling K, zoals gedefinieerd in (19)
gesloten en convex. Anderzijds, als K C R™ een gesloten en convexe verzameling is, dan geldt K = K, met

sk zoals gedefinieerd in en Opmerking .

Bewijs. Om aan te tonen dat K, gesloten en convex is, schrijf

K, = () H(y,s(y), H(y,c):={z eR"|(y,z) <c}.
yey

Tedere verzameling H (y, c) is gesloten, omdat H(y,c) = (y,-)~1(] — 0o, ¢]) en z +— (y,z) een continue functie
is. Omdat bovendien willeukeurige doorsnedes van gesloten verzamelingen gesloten zijn, is K gesloten.

Ook is H(y,c) convex, want voor z,z’ € H(y,c) en p € [0,1] volgt dat

(y,pr + (1 —p)a’) = ply,z) + (1 = p){y,2’) <pc+ (1 —p)c=c.

Omdat doorsnedes van convexe verzamelingen weer convex zijn, is K convex.

Voor het tweede deel van de stelling tonen we eerst aan dat K C K als s = si. Zij y € R™. Dan volgt dat
voor alle z € K geldt dat

(y, z) < sup(y,t) = sk (y)-
te K

Met andere woorden, voor iedere y geldt dat K C H(y, sk (y)), dus K C K met s = sk.



3 DE GOLFVERGELIJKING 22

Om de omgekeerde ongelijkheid aan te tonen, laten we zien dat z ¢ K impliceert dat « ¢ Ky met s = sk,
ofwel dat er een 7 € R™ bestaat zodat (n,z) > sk (n).

Ten eerste volgt met de geslotenheid van K dat er een a € K bestaat zodat
—all = K) := inf ||x —¢||.
o~ all = d(a, k) := jnf [l — ¢

Namelijk, het infimum bestaat omdat K niet leeg is en er volgt via de definitie van het infimium dat er
een 1ij (¢;) in K bestaat zodat ||z — t;]] — d(z,K) als i — oo. De rij (¢;) is begrensd, omdat (||z — t;|)
convergeert en ||t;|| < ||lz|| + ||t; — z||. De stelling van Bolzano-Weierstrass zegt dus dat er een deelrij van
(ti;); bestaat die convergeert naar een a in R™. Echter, omdat K gesloten is, geldt dat a € K. Er volgt ook
dat ||z —t;,|| — ||z — a| als j — oo en omdat (||z —t;]|) convergeert, geldt dat

dz,K) = lim ||z — ]| = ||z — a.
11— 00
Met de convexiteit van K volgt dat voor y € K en p € [0,1] geldt dat (1 — p)a+ py € K en
|z —al|* < |la = (1 = p)a+py)lI” = [(z — a) = p(y — ) ||* = ||z — a||* = 2p(x — a,y — a) +p|ly — a|*.

Aangezien |ly — all*> > 0 is p = —2p(z — a,y — a) + p?[ly — al|* een dalparabool die niet-negatief is voor
p € [0,1] en p = 0 als nulpunt heeft. We concluderen dat de parabool stijgend is op [0, 1] en door de afgeleide
in p = 0 te berekenen en de bovenstaande ongelijkheid volgt

0< —-2(x —a,y — a),
ofwel (x — a,y) < (x — a,a).

Hiermee volgt dat sx(x —a) = (z — a,a) omdat a € K. Verder geldt dat (x — a,a) < (x — a,z), omdat
|z — a||* > 0 aangezien z ¢ K. Door dit te combineren, hebben we voor n := z — a dat

sk(n) < (n,z),
dus z ¢ K met s = sg. O

De twee voorgaande stellingen worden nu gebruikt om de volgende belangrijke stelling te bewijzen, die zegt
dat de Fourierinverse van een analytische functie onder bepaalde voorwaarden bestaat.

Stelling 3.1.4. Zij Y C R*"\ {0} en s : Y — R zodanig dat K begrensd is. Zij N € R en zij U een
complezx-analytische functie op C*. Veronderstel dat voor iedere n € Y een constante ¢, € Rsg zodanig
bestaat, dat voor alle T € R>g en £ € R™ geldt dat

U (€ + irn)| < ey (1+ €]V e ™. (20)

Dan bestaat er een u € &' (R™) met suppu C Ky zodat U = Fu. Als bovendien N < —n — k, dan geldt dat
u € CF(R").

Bewijs. We zullen eerst het geval waarbij N < —n — k bewijzen en we zullen dit daarna gebruiken om het
algemene geval N € R te bewijzen.

Schrijf v voor de beperking van U tot R™ en zij N < —n — k. Zij a een multi-index met |o| < k. Dan is
N +a| < —n, dus & — £%(1+ [|€]|)" is integreerbaar en met de afschatting volgt dat £%v integreerbaar
is. Met de eigenschappen van de Fouriertransformatie en de Stelling van Riemann-Lebesgue volgt dat alle
partiéle afgeleiden van u := F~!v van orde < k continue en begrensde functies zijn, dus u is een C*-functie.

We laten nu zien dat suppu C Ky in het geval dat N < —n — k. Zij n € Y. Omdat 1 # 0, kunnen we n — 1
vectoren vy, ...,v,—1 in R™ vinden zodat {n,vy,...v,—1}. Dit betekent dat de lineaire afbeelding

B:RxR" 5 (o,p) —sno+Ap e R", A:=(vy,...,0np_1) € M"*(=1),
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een bijectie is. Deze afbeelding heeft een complex-lineaire uitbreiding door simpelweg (o, ) € C" te nemen.
Met substitutie van variabelen en de stelling van Fubini krijgen we voor F(£) = (27) "= U (¢) dat

u(x):/nF(f)df:/Rnil/RFoB(a,uﬂdetB\deu.

Zij T > 0. We tonen nu aan dat

/FoB(cr,,u)da:/FOB(U—HT,u)dU.
R R

Zij a,b € R met a < b. We definiéren het gesloten pad v := {y1,72, 73,74}, dat tegen de klok in gedrienteerd
is via y1(0) = o met a <o <b, y2(t) =b+itT met 0 < ¢t < 1. Verder y3 =7 +iTeny=a—b+r,,
waarbij v; en v, de omgekeerde paden van v, respectievelijk v2 zijn. Dan zegt de integraalstelling van
Cauchy dat

[ ¥ o B0 =o.
Yy

ofwel

F o B(n, u)dn =/

Y1

FoB(n,u)dnJr/

7

/

Vervolgens zien we met £ = an + Ap dat

3

1
/ F o B(a + itr, u)det’
0

/ Fo B(n, u)dn‘ =
Y2

1

CnT
<o / et U (& + itrn)|dt

(27T)n 0 ‘ ( )|

1

CnT
< n / etT(S(n)_<”]7#>) 1+ g th

o | (1+ &)
B Cy T(s(m)—(mu)) _ N
_ e D+ €

(ZW)”'(S(U)—O?,W)( el
— 0,

als a — —o0, omdat N < 0 en (1+ ||£]|)Y — 0. Dit betekent dat

1
lim FoB(n,p)dn = lim Fo B(a+itr,p)itdt =0,

a——00 a—r—00
Y2 0

en op een vergelijkbare manier volgt dat
1
lim F o B(n,pu)dn = lim / F o B(b+ itr, p)irdt = 0.
b—o0 Jo

b—oo Ny

Dit impliceert dat

a——00
b—oo V3

/FOB(J+iT,u)|detB‘d0’— lim F o B(n, p)| det B|dn
R -
= lim F o B(n, p)| det B|dn

= / F o B(o, u)| det Bldo.
R
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Omdat
1

2r)"

geeft terugtransformeren naar de oude codrdinaten

|det B|F o B(o +iT, 1) = @B HT I (B(g, 1) + itn)| det B,

1
(2m)"

u(z) = /n ei<“"§+im>U(§ +irn)dE.

Merk op dat |eH{®EH™ | = |ei{@.8||e= (@) | = ¢={=™)  Dan volgt via de veronderstelde afschatting dat

1
(2m)"

@) £ e [ ealt € Ye e e — ¢ rpe e,
R’!‘L

met

d - c N 00
(1) = Gy [ 1+ €D dE < .

omdat N < —n — k. Zij nu z € suppu en stel dat (z,n) > s(n). Omdat ¢/(n) onathankelijk van 7 > 0 is,
volgt dat
lu(z)] < lim eTGM=@m) — q

T—00

ofwel dat u(x) = 0. Aangezien U # 0, bereiken we een tegenspraak, en er volgt (x,7n) < s(n), wat impliceert
dat z € K,. We hebben de uitspraken dat u € C*(R") en dat suppu C K in het geval dat N < —n — k
aangetoond.

Zij nu N € R. Herinner dat we v hebben gedefinieerd als de beperking tot R™ van de complex-analytische
functie U. We tonen eerst aan dat er een u € &'(R") bestaat zodat Fu = v. Er geldt dat v € &', Kies
namelijk [ > 0 zodat N —2] < —nen zij ¢ € .. Danis & = (1+|€])N (1 +]€|?)~! integreerbaar en met
volgt voor ¢ € .(R™) dat

) < [ @@ < [ colt-+ I+ 1) dE sup [(1+ ) 0(6)] < .

Er bestaat dus een u € .¥’ zodat v = Fu.

We tonen nu via een benadering van u in ./ aan dat de drager van u compact is, ofwel dat u € &'(R™). Zij
¢ € C§°(R™) zodat ¢ > 0, ¢ = 0 voor ||z|| > 1 en 1(¢) = 1. Definieer ¢ = e "¢(e 'x). We beweren dat
Ue ;= U P — uin S als e ] 0.

Namelijk, zij ¢ € .. Dan is u * ¢e(¢)) = u(S¢e * ) met So. x 1p € .7, zie Stellingen 11.17 en 14.16 in [I].
We tonen aan dat S¢. x 1) — ¢ in 7. Stelling 14.16 zegt bovendien dat F(S¢. * ¢) = FS¢p.Fy € .. Er
volgt met gedomineerde convergentie dat FS¢. — 1 in ..
Dus er volgt dat

.)"-'(leiir](r)lLS’(i)E xh) = 13&)1.7(5@ * 1)) = .7-"1/)12&)1.75@ =Fype.s,

en met het feit dat F een bijectie van % naar . is, volgt dat
lim S = ).
im Pex =1
Dit bewijst dat u * ¢, — w in ..

Definieer v, := F(u* ¢.) = Fu.. Dan volgt met F(w *w’) = FwFw' voor w € . en w' € & (stelling 14.33
van [I]) dat
Ve = FuF ¢ = vF ..

Met de substitutie 2 = et in de integraal van F¢. volgt dat Fo.(£) = Fe(e€).
Omdat ¢, compacte drager heeft, heeft v. een analytische voortzetting U, : ¢ — U(C)Fo(eC).
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We tonen nu aan dat de drager van u = F~1v bevat is in de compacte verzameling K, ofwel dat u € &'(R").
Hiervoor passen we het gedeelte van de stelling dat we al bewezen hebben toe op U(¢) met ¢ = £ +irn. We
zoeken voor U, eerst een afschatting van het type met N < —n — k voor zekere k. Om Fo(e() af te
schatten, definieer K¢ := {z € R™ | ||z|| < €}. Deze verzameling is gesloten en convex, dus met Stelling [3.1.3
volgt dat K¢ = K met s = six<. Met de ongelijkheid van Cauchy-Schwarz volgt voor x € K€ en n € R dat

(@, m) < [lz|[Inll < ellnll;

dus sx<(n) = €l|n]-
Omdat supp ¢. C K€ zegt Stelling dat er voor iedere k € Ny een ¢, > 0 bestaat, zodat

[Fo(eq)] < ci(1+ el ¢~ el
voor alle ¢ € C". Door dit te combineren met 7 de afschatting voor U vinden we voor ( = & +i7n dat
V() = [UONIFS()] < cheq(L+ellcl)~ em (1 4 [l )M er=m.

Indien we € < 1 kiezen, dan geldt dat (1+ €[[¢]|) ™ = e *(1/e + ||<])7* < e k(X +||CIDF < e * (A + |€])~*
Definieer c(k,n, €) := ¢j,c,e ¥, dan volgt dat

U(O)] < ek, m, €) (1 + [|g][) ¥~ Fertometmtt),

een afschatting van het type voor U.. Aangezien ¢ een C'*°-functie is kunnen we k naar wens kiezen
en we kiezen k zodat N < —n — k. Dan mogen we de versie van de stelling die we al bewezen hebben,
gebruiken en er volgt dat supp u, = supp F v, C K, met p: Y — R via p(y) := sk« + s(y). Dat K, be-
grensd is, volgt uit de definitie van K, en het feit dat de verzamelingen K; voor ¢t = sk« en t = s begrensd zijn.

De drager van u, is dus ook bevat in de verzameling H.(n) := {x € R™ | (z,n) < €||n||+s(n)}. Voor 0 < < e
volgt uit de definities dat
suppus C Hs(n) C He(n).

Omdat lims o us = u volgt dat suppu C He(n). Namelijk, z ¢ H.(n) impliceert dat voor een open omge-
ving V van x en ¢ € C§°(V) geldt dat us(¢) = 0 voor alle 0 < § < ¢, dus u(¢) = limsjous(¢) = 0. De
conclusie is dat « ¢ supp u.

Omdat voor x € suppu geldt dat (z,n) < €||n|| + s(n) voor iedere ¢ > 0, geldt ook dat (x,n) < s(n), dus
z € Ho(n) = H(n,s(n)). Omdat dit voor iedere n geldt, volgt dat suppu C (1, oy H(n, s(n)) = K.
0

3.2 Existentie

We gaan nu over tot het bewijs van existentie van oplossingen van het Cauchy-probleem voor de golfoperator.
Hierbij volgen we de aanpak die is uitgezet in Voorbeeld 18.7 van [I]. Eerst behandelen we de homogene
golfvergelijking, ofwel het Cauchy-probleem waarbij f; = 0 voor alle ¢t. Daarna zullen we gebruikmaken van
de methode van variatie van constanten uit de theorie van gewone differentiaalvergelijkingen om het inho-
mogene geval te bespreken. Ten slotte zal dit tot een fundamentele oplossing van de golfoperator leiden.

Zoals de stellingen die we in de vorige sectie hebben aangetoond al doen vermoeden, zal de Fouriertransfor-
matie een belangrijke rol spelen in deze sectie. Omdat we tevens met families van distributies willen werken,
zoeken we naar oplossingen die C2-families (uy)ser in .%/(R") zijn. Hierop kunnen we de Fouriertransforma-
tie F : //(R") — ' (R"™) toepassen, waarbij ¢ een parameter is. We beweren dat dit leidt tot C?-families
(Fug)ter in #'(R™). Namelijk, omdat F liniear en continu is, zie Stelling 14.24 in [I], volgt dat

o Fupn — Fup Uppp — Ut \ Uty —Up\ d
) h _%li%f< h =7\ =7 \a™)
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dus %}'ut bestaat en is gelijk aan F (%ut). Op dezelfde manier volgt dat dtQ ]-'ut = F (%ut) en met

de continuiteit van F volgt dat ¢ — dt2 }'ut een continue familie in ./(R™) is. Hoewel we het Cauchy-
probleem ( . hebben geintroduceerd met ¢ > 0 zullen we voor existentie C?-families van distributies met
t € R nemen en beginwaarden op een willeukrig tijdstip to. Door translatie en beperking tot ¢t > 0 krijgen we
dan de oplossingen van in de zin van Definitie m Hoewel we voor existentie blijkbaar een algemener
resultaat dan ¢ > 0 zullen verkrijgen, zal het voor het aantonen van uniciteit belangrijk zijn dat we ons in de
situatie t > 0 bevinden.

Voor de eerste stelling nemen we om redenen van gemak toch ¢ty = 0. Echter, door translatie krijgen we
gemakkelijk het resultaat voor beginwaarden op willeukeurig tijdstip tg.

Stelling 3.2.1. Het homogene Cauchy-probleem,

d2

@Ut = Aut, (21)
met ug = a, dtut|t o=>benabe P'(R™) heeft een oplossing (ut)icr met up := axay+b*by, waarbij (at)er
en (by)ier C*-families in &'(R™) zijn.

Bewijs. Veronderstel dat (u;)ier een C%-familie in .%/(R") is. Dan kunnen we F toepassen op beide zijden
van en er volgt dat

2

d2
gplt =7 <Ut) = F(Aug) = —[|€]]* Fuy, (22)

dt?

waarbij (Fuy), zoals boven de stelling is aangetoond, een C?-familie in .#/(R") is. Dit is echter voor iedere
& € R™ een gewone differentiaalvergelijking van tweede orde. Aangezien de karakteristieke vergelijking

A2 + [|€]|? = 0 de oplossingen \ = =i||¢]| heeft, wordt de algemene oplossing gegeven door de C'*°-functie

sin(t||&
Fur(€) = ) costle]) + a() L, (23)
waarbij p en ¢ worden gegeven door Fug = p en %]—'uthzo = ¢. Indien ¢ = 0, dan definiéren we % =t,

wat gelijk is aan de limiet als ||€|| — 0.

Omdat we informatie over u; willen hebben, doen we nu het voorbereidende werk dat nodig is om Stelling[3.1.7]

toe te passen. Definieer A;(&) := cos(t||£]]) en Bi(§) := %

Bewering 1. De functies A; en B; hebben complex-analytische uitbreidingen tot C™ voor iedere t.

Bewijs van Bewering 1. Definieer C' : C — C via C(z) = Y 1o, % Met de ratio-test voor macht-
reeksen volgt dat C' absoluut convergeert voor iedere z € C, dus C is complex-analytisch op C. Definieer
vervolgens S : C — C via S(z) :== Y o, (% +1), . Op dezelfde manier als voor C volgt dat S complex-
analytisch op C is.

Bovendien heeft de functie £ — ||£]|? een uitreiding tot een analytische functie op C". Beschouw namelijk de
functie

¢=¢&+in—X(¢ ZCJ = [[€l* = llnll* + 2i(&, m),
die een polynoom en dus een analytische functie is.
Met de welbekende machtreeks voor cos volgt dat C(#2€]|?) = cos(t||€]|) = A¢(€), dus C(¢2X(¢)?)

is een analytische uitbreiding van A; voor iedere t. Op dezelfde manier volgt dat tS(#?3(¢)?) =: By(¢) een
analytische uitbreiding van By is voor iedere t. O

I

N
£
—
o~
N/
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Vervolgens zoeken we afschattingen voor A; en B; van het type . Merk op dat voor z = x + iy € C met
z,y € R geldt dat | cos z| < ell. Namelijk, met de formule van Euler volgt dat cosz = (e 7¥el® + e¥e™i®) en
hiermee volgt dat

1 - 1
| cos 2| < S (le™[le"] + [e”[le~iz]) = S(le™] + |e”]) < elvl.
Om deze ongelijkheid te kunnen gebruiken, zoeken we z zodanig dat
o? —y? + 2iwy = 2* = £*8(0)* = (€] — Inl* + 2i(&, m)),

en we lossen op voor y2. Dit doen we door het reéle en het imaginaire deel van de vergelijking uit elkaar te

halen:
a? —y? = 2(||E)? = [Inl*),
zy = t3(&,m),
en door de tweede vergelijking in de eerste te substitueren krijgen we dat y? voldoet aan de vergelijking
vty (€N — Inll?) — t*€ m)* = 0.

Oplossen geeft

tQ
v* = S (Inl* = ligl® + VEN? = [1n12)? + 4, m)?).-
Dan volgt met de ongelijkheid van Cauchy-Schwarz dat

(€N = [Inl*)* + (g, < (I€N* = Inll*)* + 4Nl = &I + llnll*)*.

Hiermee volgt dat

%(Ilnllz —lI€l” £ V(€N — [In]12)? + 4(&,m)?) < %(||m|2 = lI€1% + V/(IEN? — NIml1%)? + 4, m)?)

= g(HTlHQ —[l€l® + V/(IENR + [1m112)?)
= t*|lnl|*,
ofwel |y| < |¢[||n]l- Er volgt hiermee voor ¢ = £ +in met &, n € R™ dat
|A¢(€ +im)| = [ cos(t2(())] < eIl (24)

dus ook, voor 7 € R+, dat
A& +imy) < eTltlnll

Definieer voor ¢ € R de functie s; : R" \ {0} — R door s(n) = |t|||n]| en merk op dat K, = B(0;|t|). Dit
geldt omdat (z,n) < |t|||n]| voor alle x € R™, dan en slechts dan als ||z|| < |¢|. We zien dat K compact is en
dat voor alle £,n7 € R™ en 7 > 0 geldt dat

Ay(€ + irn) < e mo),

dus er is voor iedere t aan de voorwaarden van Stelling @ voldaan met ¢, =1 voor alle p en N = 0. Er
volgt nu dat er voor iedere t € R een a; € &'(R™) bestaat met supp a; C B(0;|t|), 26 dat Fa; = A¢. Tevens
is (a;) een C?-familie in &’(R™). Dit volgt uit het feit dat ¢ — A; van klasse C? is en dat F continu is.

Voor het gelijkwaardige resultaat voor B, merk op dat % sin(tz) = z cos(tz), dus dat

1 d 1 1 1
Isin 2| = / 4 Gin(z)dt] = |2| / cos(tz)dt §|z|/ \cos(tz)|dt§\z|/ eIl gt < |z]elv.
o dt 0 0 0

Op dezelfde manier als voor ongelijkheid volgt dat
S(EE(0)) < QeI = [¢]5(¢)esm ),
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dus ook dat
Bi(€ +irn) < |t|emst(m Q).

We zien dus dat voor iedere t de functie B, voldoet aan Stelling met ¢, = [t| voor alle n en N = 0.
Er bestaat voor iedere t dus een C?-familie (b;) in & (R™) 26, dat Fb, = By en suppb; C B(0; |t]) voor alle
teR.

Merk op dat door substitutie van a; en b; in van vergelijking en door deze vergelijking vervolgens sa-
men te stellen met F~! blijkt dat (a;) en (b;) echt oplossingen van het homogene Cauchyprobleem zijn. De
beginwaarden van a; zijn ag = F~1(Ag) = F 11 =6 en Lari—o = F (£ Aslt—0) = F~1(0) = 0. Voor b
volgt op vergelijkbare manier dat by = 0 en %bthzo =0.

Zij a,b € 2'(R™) de beginwaarden van het homogene Cauchy-probleem zoals in de formulering van de
stelling. Omdat a; en b; compacte drager hebben, is convolutie met willekeurige distributies gedefinieerd.
Definieer u; := a * a; + b * by, dan is (uy)ier een C2-familie in 2’(R™). Dit volgt uit de definitie van con-
volutie en het feit dat (a;) en (b;) C?*-families in 2'(R™) zijn. Namelijk, voor ¢ € C§°(R™), hebben we
axai(P) = a(z — aly — ¢(x +vy))), waarbij (x — aly — ¢(z +y)) € CF(R™). Uit de definities volgt
onmiddellijk dat C%-(a k) = a* (;Tjjat) voor j = 1,2 en hetzelfde voor b.

Er volgt dat

d2 2 2

ax* ( )

d
—&-b*(ﬁbt):a*(Aat)—i—b*(Abt) =Z Aa*as+bxb) = Auy.

De gelijkheid (!) volgt uit de eigenschappen van convolutie, zoals in Stelling 11.17 van [I] aangetoond is.
Verder volgt dat ug = axag+bxby = ax5+bx0 = aen Luy|s—g = ax(Lay|i—o)+b* (Lbi|t—0) = ax0+bxd = b.
We concluderen dat de C?-familie (u;) in 2'(R™) gedefinieerd door u; = a * a; + b * b; de oplossing van
vergelijking is met willekeurige distributionele beginwaarden ug = a en %Utlt:O =b. O

aet =0 (gza)

De functies A; en B; en de distributies met compacte drager a; en b; uit het bewijs van de vorige stelling
zijn zo belangrijk dat we de definitie ervan een nummer geven:

Definitie 3.2.2. We definiéren voor iedere t € R de functies 4; : R — R en B; : R® — R als

sin(t/€]])

Ai(8) = cos(tllE]),  Bi(§) = T

en de distributies op R™ met compacte drager a; en b; als
¢ = ]:_1At, bt = ]:_1Bt-
@

We kunnen nu zoals eerder aangekondigd het Gevolg dat zegt dat we een oplossing van hebben in
gewone zin, kunnen uitbreiden naar de situatie met willekeurige beginwaarden. Namelijk, definieer voor de
oplossing (ut)er van het homogene Cauchy-probleem de distributie v door

umzémmw7¢a$®ww

Dat u voldoet aan Ou = 0 volgt met partiéle integratie zoals in het bewijs van Gevolg [3:0.6l Vervolgens
tellen we u op bij v zoals in het Gevolg en we hebben ons doel bereikt.

Voor het inhomogene Cauchy-probleem, zij de inhomogene term f € 2'(R"*1) z6, dat er een continue familie
(ft)ter in Z'(R™) bestaat met f(¢) = [5 fr(¢¢)dt voor alle ¢ € Cg°(R™*1). Dat het rechterlid echt een distri-
butie definieert, hebben we gezien in Lemma [3.0.2} Voordat we dit algemene inhomogene Cauchy-probleem
behandelen, beschouwen we eerst een vereenvoudigde versie met beginwaarden nul en (f;) een C2-familie in
<" (R™) zodanig dat (&,t) — Fu.(§) een continue functie is. De reden waarom we eerst dit vereenvoudigde
geval behandelen is dat we dan ook echt zien waar de formule in het algemene geval vandaan komt, in plaats
van dat deze formule uit de lucht komt vallen.
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Stelling 3.2.3. Het Cauchy-probleem

d? d
@Ut =Ave+ fr, v, =0, %Udt:to =0, (25)
met to € R en (fi)ier een continue familie in ' (R™) zodat (&,t) — Fu(§) een continue functie is, heeft

een oplossing (vy)ier met vy = ftto bi_s * feds.

Bewijs. Zij (vi)ier een C%-familie in .#/(R"). Omdat F continu en lineair is, zijn (Fv;) en (Ff;) ook
C?-families in ./ (R™). Door F toe te passen op volgt dat

d? d
E]:Ut = —[&lPPFve + Ffe,  Foi, =0, a}-vth:to =0.

Omdat voor iedere £ € R™ de functie t — Ffi(§) continu is, is de bovenstaande vergelijking een gewone
differentiaalvergelijking van tweede orde, die klassieke oplossingen heeft. Zie bijvoorbeeld Stelling 9.4 in [I].
Om de oplossing te vinden, gebruiken we nu de methode van variatie van constanten zoals behandeld in het
vak Differentiaalvergelijkingen.

We schrijven de vergelijking eerst als een stelsel van eerste orde vergelijkingen. Definieer V; := (Fuy, %.7-" V),

Ft = (Oyfft) en 0 )
L) = (—||s|2 o) '
d

De fundamentele matrix van het homogene stelsel ¥, waarvan de kolommen lineair onathankelijke oplossingen
van het stelsel zijn, wordt gegeven door
At Bt
\I/t = (d d .
ade G B

Met de welbekende formule voor variatie van constanten (Stelling 10.4.2 van Dictaat Differentiaalvergelijkin-
gen) volgt nu dat

Dan gaat de vergelijking over in

t

t
V=0, [0, ]V, +/ U, (W, Fuds = / W, [W,]7! Flds.

t(J tO

Merk op dat A; = %Bt en det ¥, = 1, dus

o= (4, )

Door de definities van A; en B; uit te schrijven en de som- en verschilformules voor sin en cos te gebruiken,
volgt er dat Wy [\115]71 = U,;_,. We krijgen dus de klassiek oplossing

t
v, = / U, F.ds,

to

en
t

¢
.F’Ut = (1,0)‘/;5 = / (At,s,Bt,S)FSdS = .Fbtfsffsds.
to tO
Stelling 14.33 in [1] zegt dat uxv € #'(R™) en F(ux*v) = FuFv € L' (R") voor u € /' (R™) en v € &' (R").
Omdat b;—s € &'(R™) en f, € '(R™), volgt hiermee dat

t t t
/ Fby oFfuds = / Flbys s f)ds = F </ by fsds> .
to to to
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De laatst gelijkheid geldt, omdat voor ¢ € #(R™) geldt dat
t t
(/ F(by_s * fs)ds) (¢) :/ F(bi—s x fs)(@)ds
to to
t
:/ (bi—s * fs)(Fo)ds

to

_ (/: - *fst) (Fo)
-7 / bioen s ) (6),

want t —> ftto bi_s x fsds is continue familie van gematigde distributies op R™. Dit volgt uit de definitie van
het convolutieproduct en continuiteit van de grens van de integratie. We hebben dus

t
Fuy = F (/ bi_g fsds> ,
to

en met de inverse Fouriertransformatie volgt dat

t
Vg 2/ bi_s * fsds.
to

O

We beschouwen nu zoals voor de vorige stelling aangekondigd het algemene geval met willekeurige distribu-
tionele beginwaarden waarbij de inhomogene term (f;);cr een continu familie in 2'(R"*1) is. Hierbij laten
we de aanname zoals in de vorige stelling dat (f;) een C?-familie in .%/(R") is en dat (&,t) — Fuy(€) een
continue functie is, vallen. Het bewijs is gebaseerd op de oplossing (v;) die we gevonden hebben in de vorige
stelling en die in dit geval ook blijkt te werken.

Stelling 3.2.4. Het Cauchy-probleem

2 d
p7o ki Avp + fi, v, =a, %Ut‘t:to =b, (26)
met a,b € P'(R™), to € R en (fi)ier een continue familie in 2'(R™) heeft een oplossing (v¢)ier in 2'(R™).
Hiervoor geldt dat

t
Vg = Wy +/ bi—s * fsds,

to

waarbij (wy) een oplossing van de homogene golfvergelijking is.

t
/ btfs * deS,
to

goed gedefinieerd is. Namelijk, omdat b;_, compacte drager heeft die bevat is in B(0;|t — s|), bestaat het
convolutieproduct b;_s x fs voor iedere t en s. Tevens is (bi—s * fs)scr een C?-familie van distributies op R”,
dus

Bewijs. Merk ten eerste op dat

6 / (b * £2)()ds,

definieert een distributie op R™ voor ieder t.

De familie (fti (bi—s * fs)ds)icr is zelfs C2, want voor ¢ € C§°(R™) krijgen we
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% </tt (be—s * fs)(¢)d8> = (bt—s * [5)(®)]s=¢ + /tt (%bH « f)(@)ds = /tt (%bt,s « £,)(¢)ds.

Nogmaals differentiéren geeft
d2 t d + d2
7 ([ e 100005 ) = (o s £@+ [ Gzt R0

to

:5ﬁﬁ+/<Amﬂ*ﬂxww

to

_ﬁ+A</®tMﬂX@@)

to

en in de laatste regel staat een continue familie van distributies. Merk op dat hier ook staat dat

d2 t t
dﬁ</ms*n@)=A(/ms*ﬁm)+n
to tO

dus ( f:o by_s * fsals>t€]R is een oplossingen van met beginwaarden gelijk aan 0.

Zij nu u; de oplossing van het homogene Cauchy-probleem in Stelling [3.2.1l Dan is de C2-familie (w;); met
wy 1= u¢—¢, 00k een oplossing van de homogene vergelijking met w;, = a en %wt\t:to = b. Met de linearieit
van % en A volgt nu dat

t
Vg = Wy +/ bi_s x fsds,

to

een oplossing van is.
O

Neem nu aan het inhomogene deel f zodanig is dat er een tg € R bestaat z6, dat f; = 0 als t < tg en
J(¢) = [ [e(d¢)dt. We hebben zojuist aangetoond dat er voor willekeurige beginwaarden op begintijd t een
oplossing (v;) bestaat. Gevolg zegt dus dat er een oplossing v van (v = f in de gewone zin bestaat.

De argumenten van alle stellingen die we behandelen in dit hoofdstuk, werken ook indien we continue families
(ft)e>0 van distributies op R™ bekijken waarvoor de limiet lim; o f; bestaat en we (f;) uitbreiden door middel

van fo = lim)o f;. Dit is de situatie waarmee we begonnen zijn in (14]).

Naar aanleiding van Stelling definiéren we voor een oplossing (v;) met w; = 0 van de inhomogene
golfvergelijking de distributie v € 2/(R"*!) door

o0) = [ wiedr (27)

Dat dit echt een distributie definieert, volgt met Lemma Omdat f; =0 als t < tg geldt dat

AM%WAZ}H*M%mﬁA/;Mwﬂ%MMAAMMwﬁmM%, (28)

waarbij de laatste gelijkheid volgt met de stelling van Fubini. Dit leidt tot de volgende observatie.

Zij f = SR, Het natef proberen van f; = 6% in de bovenstaande formule voor v geeft
Ei(¢) := / (be—o * 6" ) () dt = / be (¢ )dt,
0 R>o

en defnieert een distributie F, op R"*!. Het zal blijken dat E, een fundamentele oplossing van de golfope-
rator [J is. We hebben deze fundamentele oplossing F; genoemd omdat we zullen zien dat de drager hiervan
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bevat is in de deelverzameling van R™*! met ¢ > 0.

Definieer de deelverzameling C'y van R™*! als O := {(z,t) € R"*! | [|z]| < ¢}. Merk op dat voor alle
elementen in C'; de t-codrdinaat voldoet aan t > 0.

Stelling 3.2.5. De distributie Ey op R"!, gedefinieerd voor ¢ € C§°(R"*1) door

() = /R b0 dt

is een fundamentele oplossing van de golfoperator U : 7'(R"M) — 2/(R™*Y).  Bovendien geldt dat
supp Ey C C'4.

Bewzys Dat E goed gedefinieerd, en dus echt een distributie is, volgt onmiddellijk met Lemma[3.0.2l Omdat
0 en E op testfuncties identiek zijn, volgt nu dat

OE4 (¢) = E4(09)

- / bo((C06),)dt
R>o

- / be(8260 — Ady)dt
R>o

= ( ¢t) Aby(¢r)dt

R>o dt2 R>o
d2
— /R i L o0 = L oyt

Met de productregel van Lemmal3.0.5|volgt dat we partiéle integratie kunnen toepassen, en omdat ¢ compacte
drager heeft en by = 0 volgt er dat,

d? d? d d > d d
[ o0 = atondt = [n(Goo - G|~ [ (GuiGoo - Gutgona

= 8" (¢o)
= (0)
=" (9)

n+1

We hebben dus aangetoond dat E, = 6%, ofwel £, is een fundamentele oplossing van [J.

Voor de bewering over de drager van E., merk ten eerste op dat £, = 0 op R" x Ry, omdat voor
¢ € C°(R™ x Reg) geldt by(¢:) = 0 voor alle t < 0. Dit geldt suppb; C B(0;[t]) en (R™ x Rq) N B(0; [t]).
Verder is b;(¢;) = 0 voor alle t € R voor ¢ € C§°(D) met D := {(x,t) € R"™! | ||z|| > t}, dus E; =0 op D.
Er volgt dat B, =0 op (R" x Rg)UD =R\ C,, dus supp B, C C. O

Deze fundamentele oplossing zal een belangrijke rol spelen bij het aantonen van unicitiet, maar voordat we
dit bewijzen, onderzoeken we eerst de oplossingen a; en b; van het homogene Cauchy-probleem nog wat beter.

3.3 De Fourierinversen van A; en B,

Hoewel we in Stelling al hebben aangetoond dat a, by € &' (R™) bestaan zodat A; = Fa; en By = Fby,
hebben we hiervoor nog geen expliciete uitdrukkingen. Deze zullen we nu afleiden door formule van Euler
voor de complexe e-macht en de fundamentele oplossing ng1 van (I- A)7qu+1 uit Gevolg e gebruiken.
Merk op dat

Fay(€) = Ai(€) = cos(t]¢]) = % <Sm|(|t§|l|f||)) %Bt(g) _ %fbt <jtbt) |

ofwel a; = %bt en we hoeven alleen een uitdrukking voor b; te bepalen.
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Stelling 3.3.1. De distributie by zodat Fby = By wordt voor x € R™ gegeven door
r (=)
F(n-1)

be(x) = polimIm(||z)) — (t +1)?) "%, p, =
el0 T

it -l

Bewijs. We zullen b, = F~!B; berekenen via F~! (e\HI ) De laatste uitdrukking berekenen we via een

aantal tussenstappen.

Zij f : R» — R de functie gegeven door f(£) = e~ I€l. We berekenen F~!f. Aangezien Sf(£) = f(—¢) =

(&), volgt dat
1 1

W}-(Sf)(x) = W

In Gevolg hebben we gezien dat de fundamentele oplossing Ens1 van (I — A) ™2
2
voldoet aan

Flf(z) = Ff(x).

in ./(R™) ligt en

5 e~ gl
= = gy
Omdat F g1 de fundamentele oplossing van (I — A)WTJrl is, voldoet deze tevens aan

_n+1

FEup(z) = (14 lz[|?)~ "=, en er volgt dat

2 = FEan () = — L p(e I
(T4 z)7) FE s () %%ﬂr(%)f( )(z).
We krijgen dus .
Fle I (z) = 42R7TTF(H—2:11*)’
T RS
" Iy () = — L (eI (g) = L=
@) = G @) = e

Zij nu 7 € Ry en definieer f,. (&) := e~ 7I¢ll. Met de coérdinaattransformatie y = 7€ volgt dat

1 .
-1 _ i(2.6) o —7lEll g
]: fT(x) (27’()” /ne € §
1 .
— Kz,y/7) o=llyll -—n g
(2m)" /ne coT
n z
=75 (7)
ey o
P (L /7
T "'QH) T
- n+1 n+1 °

T (TP l2]?)

Zij nu n > 1 en definieer vervolgens de functie F’- via

f-(€ el
rg=L8 <
1€]] 1€l
Deze functie is lokaal integreerbaar. Dit volgt voor £ # 0 uit de continuiteit van F’.. Voor £ = 0 volgt dit door
te integreren over B(0;1) en het gebruik van poolcodrdinaten. Merk op dat 8%FT(f) = —e 7l = — £ (&).

Omdat F~! continu is, volgt dat

9 —1 _ 1 9 _ _ -1
E]: FT =F (aTFT> =-F fTa
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en
lim F~'F.(z) — / —J—' YE, (z)at
CcC— 00
—/ F L fy(x)at
n+1 ¢
1
= lim +1( ) n—1
cvee [ me (n—1) (8 + [lzfI?) = |
- P
(72 + lal|?)*T
Omdat
e—cléll
lim F~'F(z) = F ! (lim ) =0,
c—00 c—y00 ||§||
volgt dat

Gr(z) = F ' F(w) = —n (29)

(T2 +=(?) "=
Zij nu 7 € C. Merk op dat met het feit dat de complexe e-macht analytisch op C volgt dat 7 — F, op
T :={r € C| Ret > 0} een holomorfe familie in .#/(R™) is. Tevens is 7 + F; een continue familie in .%’
op {r € C | ReT > 0}. Aangezien F~! continu is, gelden dezelfe uitspraken voor 7 +— G, = F~1F,. We
kunnen de formule voor G, voor het geval dat 7 € Rs( dus uitbreiden tot een holomorfe functie gegeven

door dezelfde formule voor 7 € T, omdat T samenhangend is. We kunnen nu een formule voor F ! (E‘Hf,”HH )
afleiden.

Schrijf 7 = e —it = —i(t +1i¢) met € > 0 en ¢t € R. Uit de continuiteit van 7 — G, voor Re7 > 0 volgt nu dat

it|-]|
RN o A
<||~||>(f)13f8Gf<m>lgg;mnxn (t +16)%) "7,

Om tot de formule voor F~!B; te komen, merk op dat Im F~'F, = .7-'*1(Im F.). Namelijk, omdat
F, (&) = Fr(—¢&) volgt met de substitutie n = —¢ dat

FIE( )d¢

/ @) B (—p) (—1)"
G L Sy

—]—"1F(

Met de lineariteit van F~! volgt hieruit onmiddellijk dat

1

ImFlF, = f(f‘lFT —~F ) =F"! (_(FT — FT)> = F '(ImF;),

1
dus
bo=F'Bi=F{(ImFoy) =Tm F Foye = polim Il — (¢ +16)?) 77
O

Hoewel we nu een uitdrukking voor b; hebben voor willeukeurige n > 1, hebben we nog geen formules waarmee
we kunnen werken in toepassingen. We behandelen het geval n = 2.
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Gevolg 3.3.2. Indien n =2, dan is by de lokaal integreerbare functie, gegeven door
—sent gl x| < |t
N = — - I
0 als ||| > ],
waarbij sgn de functie is die aan reéel getal ongelijk 0 zijn teken toekent.
Bewijs. Stelling zegt voor n = 2 dat

L) _1T(G) _ 1

T ops/2 T 2 p3/2 T 9

omdat I'(3) = w!/2. Voor by(z) krijgen we

() = pa i I — (1 +10)%) 2
We zullen nu deze limiet bepalen. Zij € > 0. Definieer z. = |z|? — (t + i€)? = ||z|? — t? + € — 2ite
en zo = limgoze = ||z||> — 3. Zij ||z|| > [t|. Dan volgt dat Rez. > 0 voor alle ¢ > 0. Aangezien

C\R<p =:U 5 &+ log¢ een analytische functie is en z,z € U voor alle € > 0, volgt dat

- L1 _1 -1/2
lim 2z /2 = lime™71°8% = ¢ 2logz0 — 5 / e R,
el0 el0

omdat zp > 0. Hiermee krijgen we voor ||z|| > |¢| dat

be(x) :pglEiJIBIrnzgl/2 :ngsz—l/2 =py-0=0.

Zijnu ||z|| < || ent > 0. Dan volgt dat ||z||*—%% < 0. Er bestaat dus een ¢y > 0 zodanig, dat ||x||?—t>+€2 < 0
voor 0 < € < €p. Aangezien we geinteresseerd zijn in de limiet € | 0, hoeven we alleen de situatie 0 < € < ¢q
te bekijken. We mogen daarom aannemen dat Rez. < 0. Omdat ¢ > 0 geldt Im 2z, = —2te < 0. Omdat
20 = ||z]|? — t? € R<p, volgt dat we z. kunnen schrijven als z. = r.e'’s met r. — t? — ||z||? en . — —7 als
€} 0. Er volgt hiermee dat

lim 212 = lim e~ 3 108 % — =3 log(’—lla|")+iF !
€

€l0 €l0 /12 — ||w||2

Dan krijgen we
1 1

PR RE e e

Zij nu ||z|| < |t| en t < 0. Door het bewijs van het geval dat ||z|| < |[t| en t > 0 stap voor stap te herhalen
waarbij we het getal m vervangen door —m, krijgen we hetbewijs. De conclusie van dit argument is dat dat

be(x)

-1 -1
be(x) = p2 = ;
VEE=zl? 2w/t — |22

en samengevat voor zowel ¢t > 0 als ¢ < 0 volgt de formule

_ sgnt
212 — ||z||?

Deze functie is lokaal integreerbaar, omdat de oneigenlijke integralen bij de rand bestaan. O

bt (.’ﬂ)
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3.4 Uniciteit

We zullen nu eindelijk de uniciteit van oplossingen van het Cauchy-probleem voor t > 0 aantonen. Dit
is equivalent met de uitspraak: als u(z,t) een oplossing is van

Ou=0, limu(z,t)=0, limdwu(x,t)=0, t>0, (30)
40 10

dan is u(z,t) = 0 op R™ x Rso. Namelijk, indien v en w beide oplossingen van zijn, dan volgt met de

lineariteit van [J en van de limiet dat v — w een oplossing van is. De reden waarom we dit aantonen

nadat we existentie hebben aangetoond, is dat de fundamentele oplossing E uit Stelling hierbij een
belangrijke rol zal spelen. We hebben eerst het volgende nodig.

Propositie 3.4.1. Zij v,w € 2'(R"*!) zodat suppv C C4 en suppw C R™ x Rsq. Dan is het convolutie-
product v x w goed gedefinieerd.

Bewijs. Definieer A := R™ x Ry en B := C,. Deze verzamelingen zijn gesloten. Stelling 11.17 zegt dat we
het convolutieproduct van v en w bestaat als de somafbeelding ¥ : A x B 3 (x,y) v x +y € R*"*! “proper”
is op A x B.

We zullen aantonen dat AN(L+(—B)) begrensd is in R™*! voor iedere compacte L C R"1. Dit is equivalent
met de “proper” -heid van ¥ op A x B, zie Lemma 11.14 in [1]. Zij dus L C R®*! compact. Dan bestaat er
een € > 0 zodanig dat L C B, := B(0;¢€). Hierbij zijn de B, van dimensie n + 1. Zij (p,q) € AN (L + (—B))
met p € R" en ¢ € R. Omdat

L+(-B)= J {w9)}+(-B),

(y,s)€L

met y € R" en s € R en
(—B) = {(z,t) e R | ||z]| < —t},

volgt er dat er (y,s) € L en (z,t) € (—B) bestaan met z € R™ en t € R zodanig dat (p,q) = (x +y,t + s).
Hiervoor geldt t +s>0,t < 0,0 < s <een ||z| <e.
Hiermee volgt dat

1 DI = [I(2,0) + (5, 0) + (0,8) + (0, )| < [lzl| + [lyll + [¢] + |s| < =t + € =t + € < 2+ 25 < 4e

dus AN (L + (—B)) C Bye.

Gevolg 3.4.2. Ziju € 2'(R""1) met suppu C R"™ x R een distributie die voldoet aan
Ou = 0.
Dan geldt dat u = 0.

Opmerking 3.4.3. De voorwaarde dat supp u C R™ xR>( impliceert in het geval dat u een functie is niet dat
u(z,0) = u'(x,0) = 0, ofwel u en u’ zijn niet persé gelijk aan 0 op de rand van R™ x R>o. Neem bijvoorbeeld
u(z,t) =1 als (z,t) € R" x Rxg en u(z,t) = 0 als (z,t) € R™ x Req. Echter, indien v ook voldoet aan de
voorwaarde dat Cu = 0, dan impliceert het Gevolg dat u = 0 op heel R"*!, en in het bijzonder op de rand
van R" x RZQ. (%)

Bewijs van Gevolg[3.4.3 Zij E; de fundamentele oplossing uit Stelling Omdat supp E, C C volgt
met Propositie dat E; x u goed gedefinieerd is. Er volgt nu met de lineariteit van convolutie en
(00) *w = 0;(v*w) = vx* (Q;w) voor i = 1,...,n en v en w zodanig dat het convolutieproduct bestaat, dat

u=0+xu=(OF)xu=0F; «xu)=E; *(Ou)=E; x0=0.
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Met dit gevolg zien we het volgende. Indien we een oplossing u van kunnen vinden, en we kunnen
laten zien dat de uitbreiding van u met u(x,t) = 0 voor t < 0 een distributie op R™*! is, dan geldt dat
u = 0. Deze uitbreiding verandert de drager van u namelijk niet. Om dit te bereiken, bekijken we opnieuw
oplossingen (u¢)s>0 in de zin van Definitie van het bijbehorende Cauchy-probleem met f; = 0 voor alle
t en a = b= 0. Dat zo’n oplossing (ut):~o bestaat, hebben we aangetoond in Stelling [3.2.1

Definieer nu de distributie w op R™*! door

w(g) = / w(dy), &€ CER™), (31)

Dat w echt een distributie is, volgt met Lemma [3.0.2] door u; := 0 voor ¢ < 0 te definiéren en het gegeven dat
lim¢ o uy = 0. Verder is supp w bevat in de halfruimte R” x R>(. Dit is waar omdat (¢¢); = 0 als ¢ > 0 voor
¢ € C§°(R™ x Rg), waarbij ¢ de standaard inbedding van C§°(R"™ x Rg) in C§°(R"*1) is. We concluderen
dat u echt een uitbreiding met u(x,t) = 0 voor ¢t < 0 is. De enige resterende stap in het aantonen van
uniciteit is dus het volgende.

Stelling 3.4.4. De distributie w zoals gedefinieerd in is een oplossing van
Cu =0,
met drager die is bevat in de halfruimte t > 0 van R™*1,

Bewijs. Dat de drager van w is bevat in de halfruimte ¢ > 0 van R"*!, is net voor de stelling besproken. Dat
w voldoet aan Dw = 0 volgt direct met Gevolg [3.0.6| met f; = 0.
O

Ter samenvatting, er bestaat een oplossing w van met drager die bevat is in de halfruimte ¢ > 0 van R*+1,
Dan zegt Gevolg dat w = 0, de nulfunctie op R"*!. Hiermee is uniciteit van het Cauchy-probleem voor
de golfvergelijking met ¢ > 0 aangetoond.
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A De gammafunctie

In deze appendix zullen we de gamma- en betafunctie definiéren en een aantal belangrijke eigenschappen
aantonen. We formuleren deze in de vorm van een aantal lemma’s en deze zijn ontleend aan Oefening 6.50
van [2].

Definitie A.0.1. De functie I' : Ryy — R gegeven door

F(m)z/ ettt at,
0

noemen we de gammafunctie. %)

Dat I" een goed gedefinieerde, willekeurig vaak differentieerbare functie is, wordt aangetoond in de Voorbeel-
den 2.28 en 2.45 van [3]. Het volgende lemma wordt ook in [3] aangetoond.

Lemma A.0.2. Zij © € Ryg. Dan geldt T'(x + 1) = zI'(x). In het bijzonder als n € Ny, dan geldt
I'(n+1) =nl

Lemma A.0.3. Er geldt dat T'(z) =2 [ e w221y en

£
I'(z)(y) =2 (z +y) / cos® L asin® ! ada.
0

Bewijs. Definieer ® : R+o — R+ door ®(u) := u?. We beweren dat ® een diffeomorfisme is. Om dit aan
te tonen, merk op dat ® een polynoom is, dus deze afbeelding is zeker C*°. Merk verder op dat u — /u
de inverse van @ is en C™ is op R, dus ® is een diffeomorfisme met ®'(u) = 2u > 0. Via substitutie van
variabelen volgt nu dat

I(z) = / e gt = / ef‘b(u)q)(u)zfl(p/(u)du _ 2/ 67“2u2“"71du.
0 0 0

Voor de tweede gelijkheid, merk op dat

_4/ / v Lt dude < oo,

een meervoudige integraal van een positieve functie op R? is. Via de stelling van Fubini volgt daarom dat

/ / p2e—1y,2y— 1dudv—/ 6f(vz+u2)v2zflu2y71d(u,U)'

R0
Definieer ¥ : Ry x (0,5) — R2, door ¥(r,a) := (rcosa,rsina). Aangezien ¥ de beperking van
poolcodrdinaten tot het domein van ¥ is, is ¥ een diffeomorfisme met Jacobi-determinant gelijk aan 7.

Via substitutie van variabelen volgt nu dat
2, 2 2 . _
/ e (W21 201 gy, ) = / e " 2Tl 0052 o sin® T ad(r, ).
R2 R>0x(0,%)

Er volgt dat

™ i
2 o0 2 y z > 2 T
/ / e 2Tl 00521 o sin?V ! adrda < / / e " T ldrda = ZF(:B +y) < o0
o Jo o Jo

Omdat sin o, cosa > 0 voor a € (0, §) kunnen Fubini gebruiken en we zien dat

s

5 o0
— 2 — — . — 2 — . — — 2 —
/ e T 2=l 00271 o sin® L ad(r, @) :/ cos® ! asin?? 1ozdoz/ e " e t=lgy
Roox(0,%) 0 0

I'(x + H .
= 7( 5 y) / cos? T asin? ! ada.
0

Door terug te substitueren volgt de tweede uitspraak van het lemma. O
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Merk op dat hiermee volgt dat ['(3) =2 [© e du = Jr e du = /7 via Voorbeeld 6.10.8 in [2].
Een mogelijke definitie van de béta-functie die afwijkt van de definitie in [3] is de volgende.

Definitie A.0.4. De functie B : RZ2; — R gegeven door

B(‘Tvy) =

noemen we de beétafunctie. @

Merk op dat B goed gedefinieerd is, omdat via e *¢*~! > 0 voor z € R+( en de monotonie van de integraal
volgt dat I'(z) = fooo e~'t*~1dt > 0. In het volgende lemma worden equivalente definities van B gegeven.

Lemma A.0.5. Er geldt dat

1 L y—1 [oe] uz—l o] v21—1
B = 1 =) e = ———du=2 ————dv.
(z,y) /0 T — )Y tdt /O a +u)m+yd“ /0 (Hvz)wdv

Bewijs. Definieer = : (0,1) — (0, %) door Z(t) = arccos(v/t). Merk op dat (0,%) > a — cos?a € (0,1) de
Cl-inverse van Z is en dat Z'(t) = —2\/3_? en continu. We concluderen dat = een C'-diffeomorfisme is. We

kunnen nu substitutie van variabelen toepassen en er volgt met Lemma dat
El
B(z,y) = 2/ cos® 1 asin? ! ada
0
0 1 1 1 1
:—/ I =)V R (1—t) "2 dt
1
1
= / "1 —t)v~dt,
0
dus we hebben de eerste gelijkheid aangetoond. Voor de tweede gelijkheid, definieer © : Rvo — (0, 1) door
O(u) = ;4. Om te zien dat dit een C'-diffeomorfisme is, ©’(u) = ﬁ > 0 is continu en de inverse

wordt gegeven door u — -, waarvan de afgeleide gelijk is aan de continue functie u ﬁ > 0. We

concluderen dat © een C!-diffeomorfisme is en met substitutie van variabelen volgt dat

1 L ) [e'e) u;c—l 1 1
YTl = )Y dt = / du
/o =1 A R e IR N R

/OO ugc—l

= ——du,

o (IT+wu)*ty

en hiermee is de tweede gelijkheid aangetoond. Voor de laatste gelijkheid gebruiken we het diffeomorfisme
® : Roo 3 u + u? uit het bewijs van lemma Door opnieuw substitutie van variabelen te gebruiken,

volgt
e} um—l o] ,U2;c—2 e e] ,U23L'—1
_du=  oydv=2[ — 4
/o (T +uyetv ™ / 1+ o2)ers / (1+02)rr

waarmee de laatste gelijkheid is aangetoond. O

Het volgende resultaat is bekend als de verdubbelingsformule van Legendre.

Lemma A.0.6. Zij x € Ryg. Dan geldt

I(2z) = 22~ 17~ 3T (2)[(z + %).
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Beuwijs. We bewijzen eerst dat B(z,z) = 2'72*B(z, ). Omdat sin2c = sin2(3 — ), is sin 2o symmetrisch
in de lijn o = 7. Met de substitutie ¢ = sin? 2a, die vergelijkbaar is met = in het bewijs van Lemma
volgt dat 4 sin a cos adar = 2\/%dt (zie pagina 167, (13.38),[1]). We krijgen

z
B(z,x) = 2/ (cos asin a)** Lda
0

™

1
:4/ 21722 (sin 20)** " Lda
0

1
- 21—%/ N1 — )2 dt
0

1
__9ol—2x -
=2 Bz, 2).
Hiermee volgt
L(x)” L(x)” 227 @) T (@ +3) ey~ 1
I'(2z) = = = = 9% 2D ()T Z

De gammafunctie is uitbreidbaar tot het complexe vlak behalve niet-positieve gehele getallen via

r(z = LEED

z

Vervolgens kunnen we de functie z — 1/T'(2) uitbreiden tot een analytische functie op heel C met 1/T'(z) =0
voor z € Z<g. De bewijzen hiervoor kunnen worden gevonden in bijvoorbeeld [4]. Ook wordt hier de
reflectieformule van Euler,

L(2)I'(1 - 2) =n/sin(zn), =z ¢Z, (32)

aangetoond. Deze identiteit zullen we gebruiken in Appendix

B De aangepaste vergelijking van Bessel
In deze appendix worden een aantal resultaten over de oplossingen van de gewone differentiaalvergelijking
22 v — (22 + N )u=0, >0 (33)

met A € R besproken. Deze lineaire tweede orde vergelijking wordt in de literatuur ook wel de aangepaste
vergelijking van Bessel genoemd.

Lemma B.0.1. Zij € R en definicer de functie I, : Ryo — R gegeven door

o 1,..\2k

Lo, (5)
Tu@) = (37) ;;) KD(u+k+1)

Dan zign Iy en I_y oplossingen van vergelijking . Indien A geen geheel getal is, dan zijn deze oplossingen
lineair onafhankelijk.

Bewijs. We tonen eerst aan dat I, een functie is. Merk op dat z — a# € C?(Rs¢). Verder geldt voor de
coéfficienten van de machtreeks in 7, dat

lim ET(n+k+1) ~ lim 1 0
koo |(k+DIT(u+k+2)|  kooo|(k+1)(n+1+k) ’
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dus de convergentiestraal is co. We gebruiken hier de analytische voortzetting van 1/T". Merk op dat we in
het geval dat p € Z o de bovenstaande limiet bekijken vanaf k groot genoeg zodanig dat u+k+1>1. We
concluderen dat I,, goed gedefinieerd is. Met Stelling 4.35 en Gevolg 4.36 uit [3] volgt dat de machtreeks een
gladde functie is, waarbij we termsgewijs kunnen differentiéren en de nieuwe reeks dezelfde convergentiestraal
heeft.

We tonen nu aan dat Iy en I_) oplossingen van zijn. Er volgt voor x > 0 dat

1 1 (lm)QkJ 1 oo 12k.( )2k: 1 o0 l >\+2k)( )Qk—l
It — 2= ! N/ [PV _a4eM\gt) )\ 2
@) = 5AGE ];)kll“()\+k+1) +(2"3) —~ BT\ +k+1) ;;) KT+ k+1)
1) = EA(lx))‘i %(A—l—%)(%x)%_l Aii (A +2k)(2k — 1)(32)%k 2
MY A RP(A R+ 1) i ET(A+k+1)
B (lm))‘i T+ 2k)(2k — 1)(%@%*2
2 pe KT\ +k+1) '

Er volgt hiermee dat

Lo (fﬁ (A+2K)(2k — 1)+ (A4 28) = N)(32)*  4k(A+ k) >

2I// I/_ 2 )\2[ — (Z —
I+ wly — (27 4+ A7), (2 2 KT\ +k+1) ETA+k+1)

=0.
De bewering voor I_j volgt door in het bovenstaande A te vervangen door —A.

Om aan te tonen dat {I),]_} een basis van de oplossingsruimte is als A ¢ Z, berekenen we via de methode
van §3.12 in [5] de Wronski-determinant

In(z) I-x(z)

W(z) :=w(ly,I_»)(z):= L(2) I',\(2)

Merk op dat

d

7 @W (@) = LI’y +1",) — I_x(zI{ + I})
1 1

= EI,\(xQIZ,\ +al’y — (2?2 +N)I_y) — ELA(:C?I;' +ali — (2 + M)

=0.

Er volgt dus dat W(z) = % voor een C' € R. Anderzijds volgt uit de bovenstaande formules voor I en I}

dat (1 )/\ (1 )/\ 1
ST sx)N T

I _\2") O 2 I/ — 12
Deze formules zijn ook geldig voor —A in plaats van A. Er volgt nu dat

Wie) = Bla)a(e) ~ Bledoale) = %(F()\ + 11)1“(—)\) - F(A)F(l_)\ 1)

(1+0(2?%)).

)(1 4 O(2?)).

We hadden al aangetoond dat W (z) = £ voor een C € R, dus de O(z?)-term in de bovenstaande vergelijking
verdwijnt. Met de reflectieformule van Euler 2)) volgt dat

B 1 1 _ —2sin A7
A+ 1D0(=A) TWWL(=A+1) =

We concluderen dat

W(z) = 251n/\7r 20,

omdat A ¢ Z. Uit de theorie van de gewone differentlaalvergehjkmgen volgt dat {I,I_»} een basis van de
oplossingsruimte is en dat deze functies lineair onafhankelijk zijn. O
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Merk op dat met oy = = 0 voor n € Ny. Hiermee volgt dat I_,, = I,,. Namelijk,

°° (%x)fn+2k ( x) n+2k
I‘"“):gw( nt k1) A RD(-n+k+ 1)
_i (%x)"+2i _i (ix)n+2l
N = (n+i)0(i+1) < il(n+i+1)

omdat (n+i)(n+i—1)---(+1I(i+1) =T(n+1i+ 1), zie Lemma en 1/T(—n+k+1) =0 voor
0 <k <n-—1. We zullen in dit geval dus nog een lineair onafhankelijke oplossing van vergelijking
moeten vinden.

Definitie B.0.2. We definiéren de MacDonaldfunctie K : Rvg — R als
7 () = I(a)

K =
M) 2 sin(A)
In het geval dat A € Ny passen we de conventie
I_,(x)—1,
Ky (x) := lim T (ac) (x),
v=X 2 sin(vm)
toe. @

Lemma B.0.3. Zij n € Ny. De functie K,, : Ryg — R gedefinieerd door

Kn(l‘) = }1_{% (_21)” I—/\(Q;\)_—nf)\(.r),

15 een oplossing van vergelijking (33) met A =n en {I,,, K,,} is een basis van de oplossingsruimte.
P g gelgring ) P g

Opmerking B.0.4. De definities van de functies in Definitie[B.0.2]in het geval dat A = n € N, en in Lemma
stemmen overeen. Namelijk, er volgt met de regel van I’'Hospital dat

v—n ) 1 (=™
1m N = ]111m = .
v=nsin(vn)  von T cos(v) ™
Hiermee volgt dat
. mI_y\(x) — I\(x) .o v—n I_\(z)—I\(x)
T2 =AY i =
v—=x 2  sin(Ar) v—n 2 sin(vm) A—n
- (ED)" La(2) = In(2)
=1
Ao 2 A—n ’

zoals beweerd.
(%)

Bewigs van Lemma[B.0.3 We volgen de lijnen van §3.5 in [5]. Merk ten eerste op dat I en I_, anaytisch
zijn als functies van \ en z. Dit is het geval omdat 2 = e*1°87 en de afbeeldingen z — e* en z — log 2 zijn
analytisch op het gebied in C met Rez > 0. Ze zijn dus in het bijzonder partieel differenticerbaar naar A. Er
volgt met I,, = I_,, dat

<U"L4@ﬂIxz>:<n”{_L4@»1ﬂxm A@ﬁLA@}
2 A—n 2 —A—(—n) A—n
(—1)" [—8L oI
T [8(—>\;(x) a;()] .
_ & [3§AA(x>—-f§§<m>}A_n,
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als A = n. We concluderen dat K, goed gedefinieerd is.

We laten nu zien dat K, een oplossing van vergelijking met A = n is. Definieer de differentiaaloperator
Vy = 22 oy x% — (2% + )\?). Lemma zegt dat V Iy, = 0. Omdat I, en I_, anaytisch zijn als

dz?
functies van = en A zijn gemengde partiéle afgeleides gelijk en hiermee volgt dat

0 d? Ol1y d Ol IoJ Ol1y
= — I = 27 —_ — 2 2 —2 I = _2 I
0= VA =T e o oy @ A T2 e = VAT = 2,
ofwel oI
2
=221 ,.
Vi 2 My

Omdat V,, = V + (A2 — n?), krijgen we voor X\ # n dicht bij n dat

Oa Oh) _g [0 OL] o . [0la 0k
V"[m‘m}_vk{m E)A}—F()\ "ITon T
oI, Ol
_ _ 2 _ .2 _ A
=2 \(I_x— 1)+ (A n)[ B 8)\:|

De termen in de laatste gelijkheid zijn continu als functies van A, dus met het bovenstaande volgt

VK, = (—1) v, |:af)\ af)\:|
A=n

2 ON  ON|,_
= oI_x  OI\
=g Vel 5T TG
=N s o [8I_x OIL
—T){I_IBL 2A(I-x — 1)) + (A — n?) N Dh
= (_21) on(I_, — I,

Ten laatste tonen we aan dat [,, en K, lineair onafhankelijk zijn. We volgen de lijnen van een vergelijkbaar
argument in §3.63 in [B]. Zij A ¢ Np. Dan volgt uit de multi-lineariteit van de Wronski-determinant en het
feit dat

Wl (@) = A
zie het bewijs van Lemma [B.0.1] dat
wlln, K@) = g (i L)) = w(ly, 1) (@)
= QS%(/\W)U)(IA,LA)(%)
=~ %0,

Omdat de determinantafbeelding continu is en Iy, K continu athangen van \, is A — w(Iy, K) continu en

er volgt voor n € Ny dat
-1
w(ly, Kp)(x) = Im w(ly, Ky)(x) = — #0.
A—=n T
Uit de theorie van gewone differentiaalvergelijkingen volgt dat {I,, K, } een basis van de oplossingsruimte

is. O

We vatten het bovenstaande samen in een stelling en voegen nog een uitspraak over het asymptotische gedrag
van I en K toe.
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Stelling B.0.5. Zij A € Rsg. Dan is {Ix, K)} een basis van de oplossingsruimte van vergelijking . Voor
deze oplossingen geldt dat Iy onbegrensd is en Ky exponentieel daalt naar 0 als x — oo.

Bewijs. Door de Lemma’s en en de bovenstaande opmerking samen te nemen, volgt direct dat
{I, K} een basis van de oplossingsruimte is.

In §7.23 van [5] wordt aangetoond dat

T\? _, AN2 — 12 (4XN2 —12)(4N? — 3%) 3
K*”(%) ¢ {H 18z T 21(8)2 +0E)]

als * — oo, dus K is exponentieel dalend naar 0.
Voor I zien we het volgende. Als x > 0, dan zijn alle termen van de reeks

N

2 AT R
positief, dus . -
A 1 A
n@ = (3) ;)wé?km > (3) 7o
Aangezien A > 0, is x +— (%))\ onbegrensd, dus I is ook onbegrensd. O
Een handige limiet is de volgende.

Propositie B.0.6. Er geldt voor A € R+ dat

iy (5) 650 = £

Bewijs. Zij eerst A ¢ N. Dan volgt

(f)AKA(x) 7T

2 T2 sin(Am)

WK

2\ (%x)—k-&-Qk (%x))\-ﬂk
(5) <I<:!F(—/\ +k+1) KT +k+ 1))
( (%ﬁ)% (%$)2>\+2k )

ET(-A+k+1) kETOA+k+1))

ES
I

0

™

T2 sin(Ar)

NE

~
Il
=}

Hiermee volgt dat

A o© 1.2k 1.\22+2k

tim (2) k(o) = S (220 - —
0 \2 2 sin(Ar) = wlo ET(=A+k+1) ETOA+k+1) 2I(1 — M) sin(Am)
We mogen de limiet naar binnen halen omdat de functie analytisch is. Met , de spiegelingsformule van

Euler, volgt dat
7r TP =X) TN

2'(1 — A)sin(Ar)  2[(1—X) 2
dus we hebben de propositie bewezen in het geval dat A ¢ N.

Stel nu dat n € N. Dan volgt dat

I (5)"17(()—1' I <E>AK()—1' I (E)AK()—I' =N _ )
iy (5)" #60(e) =t i (5)" () = fim iy (5)” () = fim =2 = =2

We mogen de limieten hier verwisselen omdat (%)/\ K\ (x) analytisch is als functie van A en z. O
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