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Samenvatting

We bekijken vier verschillende methoden om een aantal eigenparen van matrices van grote dimensies te
benaderen. De machtsmethode is geschikt om het eigenpaar met de eigenwaarde met de grootste modulus
te benaderen, indien deze bestaat. De inverse iteratie is te gebruiken om een eigenwaarde het dichtst bij
een willekeurige complexe waarde te benaderen, indien deze uniek bepaald is. Als we meerdere eigenparen
van een matrix willen bepalen zullen we ons tot de Lanczos methode moeten wenden voor een hermitische
matrix en anders tot de Arnoldi methode. Ook bij deze methoden is het mogelijk om de eigenwaarde het
dichtst bij een gekozen complex getal het eerst te laten convergeren.
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2 ACHTERGROND LINEAIRE ALGEBRA & EIGENWAARDE
PERTURBATIETHEORIE

1 Introductie

In veel toepassingsgebieden komen eigenwaardenprobleem voor. Bijvoorbeeld bij het analyseren van me-
chanische vibraties: het vinden van de resonantie frequenties van een systeem van door veren aan elkaar
verbonden massa’s [1]. Ook in de kwantum mechanica komen veel eigenwaardenproblemen voor: de mo-
gelijke uitkomsten voor de meting van een operator zijn namelijk de eigenwaarden van deze operator. Het
bekendste eigenwaardenprobleem uit de kwantum mechanica is de tijdonafhankelijke Schrödinger vergelijking.
Dit is het eigenwaardenprobleem van de Hamiltoniaan, wat dus neerkomt op het bepalen van de mogelijke
energieën van een systeem [2]. De directe algoritmen die gebruikt worden om het eigenwaardenprobleem op
te lossen, bijvoorbeeld QR-iteratie en variaties hierop [3], werken prima voor kleine matrices. Echter deze
algoritmen vereisen vaak een aantal bewerkingen van de orde O�n3�, met n de dimensie van de matrix [3].
Voor matrices met n C 1000 is de looptijd van deze algoritmen onwenselijke groot. Stel nu dat we slechts
een paar eigenwaarden en eigenvectoren van een matrix willen weten, bijvoorbeeld omdat we alleen in de
laagste energieniveaus van ons systeem gëınteresseerd zijn, dan willen we een graag een algoritme met een
lager aantal bewerkingen aangezien we niet alle eigenparen hoeven te bepalen. In deze scriptie zullen we
dergelijke algoritmen bekijken die gebaseerd zijn op Krylov deelruimten. De algoritmen die we bekijken zijn
bestaande algoritmen die ook terug te vinden zijn in [1, 3, 6, 12].

In hoofdstuk 2 beginnen we met noodzakelijke achtergrond uit de lineaire algebra. De laatste paragraaf
van dit hoofdstuk is gewijd aan eigenwaarde perturbatietheorie: wat is de invloed van een kleine verandering
in de matrix op de eigenwaarden. Daarna bekijken we in hoofdstuk 3 het eerste algoritme: de machtsme-
thode. Een kleine variatie op de machtsmethode leidt tot de inverse iteratie die we in hoofdstuk 4 behandelen.
Daarna bekijken we een aantal eigenschappen van een Krylov deelruimte in hoofdstuk 5. Hierna volgen twee
methoden die de gehele Krylov deelruimte gebruiken om eigenparen te benaderen, de Lanczos methode, zie
hoofdstuk 6, en de Arnoldi methode, zie hoofdstuk 7. Tot slot volgt de conclusie in hoofdstuk 8.

2 Achtergrond lineaire algebra & eigenwaarde perturbatietheorie

In de eerste drie paragrafen van dit hoofdstuk bespreken we een aantal basisconcepten uit de lineaire algebra
die we later zullen gebruiken voor het analyseren van de algoritmen. Indien de lezer bekend is met de basis
van lineaire algebra kunnen deze paragrafen overgeslagen worden. Voor verdere achtergrond uit de lineaire
algebra verwijzen we naar [4, 5]. Tot slot bekijken we in paragraaf 2.4 kort de eigenwaarde perturbatietheorie.
Algemeen zullen we alleen matrices A > Cn�n met n > N � �1,2,3,�� beschouwen en het element van A op
rij i en kolom j aanduiden met aij voor i, j > �1,2,�, n�.

2.1 Lineaire deelruimte en basissen

Aangezien alle matrices die we beschouwen een element zijn van Cn�n komen, bespreken we alleen vectoren uit
de vectorruimte Cn. Met een vector bedoelen we hier een kolomvector. Echter een verzameling �v1, v2,�vk�
voor k > N spant ook een deelvectorruimte op, die bevat is in Cn.

Definitie 2.1. Laat �v1, v2,�vk� een verzameling vectoren zijn met vi > Cn waarbij er geldt k,n > N, dan is
de lineaire deelruimte opgespannen door deze vectoren als volgt gedefinieerd:

span�v1, v2,�vk� � � k

Q
i�1

λiviSλi > C¡ . (2.1)

Een vectorruimte V kan nu worden opgespannen door verschillende verzamelingen van vectoren. Indien voor
elke vector w > V een unieke verzameling coëfficiënten λ1, λ2,�, λk > C bestaat, zodat er geldt w � Pki�1 λivi,
wordt �v1, v2,�vk� een basis van V genoemd. De vectoren �v1, v2,�vk� blijken een basis van V te vormen
indien ze aan de volgende eisen voldoen:

� span�v1, v2,�vk� � V ,

� Pki�1 λivi � 0� λ1 � λ2 � �λk � 0 voor λi > C. Een verzameling vectoren die hieraan voldoet wordt ook
wel lineair onafhankelijk genoemd.
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2 ACHTERGROND LINEAIRE ALGEBRA & EIGENWAARDE
PERTURBATIETHEORIE

We noemen dan k de dimensie van V . De dimensie van een vectorruimte is onafhankelijk van de basis. Later
zullen we gebruiken dat voor een vectorruimte W van dimensie m het volstaat om een van de bovenstaande
eisen te controleren voor verzameling van vectoren �w1,w2,�,wm�, om aan te tonen dat dit een basis is van
W [4, hoofdstuk 2.C].

2.2 Eigenwaarden en eigenvectoren

In deze paragraaf bespreken we de definitie van eigenvectoren en eigenwaarden van een matrix. Ook bekijken
we een aantal stellingen over de diagonaliseerbaarheid van matrices.
De eigenwaarden λi van de matrix zijn gedefinieerd als de nulpunten van het polynoom p�λ� � det�A � λI�.
Uit de hoofdstelling van de Algebra [5, stelling 5.27], volgt dat er c, λ1,�, λk > C en m1,�mk > N, zodat er
geldt n �m1 �m2 ��mk, bestaan waarvoor geldt det�A�λI� � c �λ � λ1�m1 �λ � λ2�m2 � �λ � λk�mk . Indien
voor de eigenwaarde λi geldt mi � 1, noemen we deze enkelvoudig, anders is λi een meervoudige eigenwaarde.
Alle eigenwaarden van een matrix A te samen vormen het spectrum van een matrix, dat we noteren als

Λ�A� � �λ > CSdet�A � λI� � 0�.
Gegeven een eigenwaarde λi > Λ�A� worden de eigenvectoren van A behorend bij deze eigenwaarden gegeven
door de vergelijking

Avi � λivi.

Indien een combinatie �λi, vi� aan de bovenstaande vergelijking voldoet, noemen we dit een eigenpaar van A.
Alle eigenvectoren behorend bij een eigenwaarde spannen een lineaire deelruimte op, die we noteren als E�λi�
. De dimensie van deze deelruimte van de deelruimte is gelijk aan di B mi. Indien er voor elke eigenwaarde
van A geldt dat di �mi is A diagonaliseerbaar.

Definitie 2.2 (Diagonaliseerbare matrix). Laat A > Cn�n een willekeurige matrix zijn. Dan noemen we deze
matrix diagonaliseerbaar als er een inverteerbare matrix P > Cn�n en een diagonaalmatrix D > Cn�n bestaan,
zodat er geldt

A � PDP �1

Er blijkt zelfs te gelden:

Lemma 2.3 (Diagonaliseerbaarheid matrix & eigenvectoren (5.41 [4])). Neem een matrix A > Cn�n. Er
geldt, A is diagonaliseerbaar dan en slechts als voor alle λi > Λ�A� geldt di �mi.

De matrices P en D hebben een vorm die we uit kunnen drukken in termen van de eigenwaarden en ei-
genvectoren van A. Definieer de matrix V � �v1, v2,�vn� met als kolommen de genormeerde eigenvectoren
van A. Een vector heet genormeerd als deze voldoet aan SSviSS2 � 1, zie definitie 2.12. Verder definiëren we
de diagonaalmatrix Λ waarbij er geldt dat λii gelijk is aan de eigenwaarde behorend bij vi. Dan geldt er
A � V ΛV �1, wat ook wel de eigendecompositie van A wordt genoemd.

In het algemeen weten we niet op voorhand van een matrix niet of deze diagonaliseerbaar is. Echter van
matrices met bepaalde eigenschappen is bekend dat deze altijd diagonaliseerbaar zijn. Deze eigenschappen
maken gebruik van de hermitisch geconjugeerde van een matrix.

Definitie 2.4. (Hermitische conjugatie) Neem een matrix A > Cn�n. De hermitisch geconjugeerde van A is
dan gelijk aan:

AH � A�T
� AT

�

.

Hierbij staat AT voor de getransponeerde van een matrix, wat wordt bepaald door aij
T
� aji. Verder staat

A� voor het elementsgewijs complex conjugeren van de matrix A.

Zo blijkt een normale matrix altijd diagonaliseerbaar waarbij de matrix P uit definitie 2.2 unitair is.
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2 ACHTERGROND LINEAIRE ALGEBRA & EIGENWAARDE
PERTURBATIETHEORIE

Definitie 2.5 (Normale matrix). Een matrix A > Cn�n is normaal als er geldt AHA � AAH .

Definitie 2.6 (Unitaire matrix). Een matrix A > Cn�n noemen we unitair als er geldt AAH � I � AHA
oftewel A�1

� AH . Indien dit geldt voor een matrix A > Rn�n wordt A ook wel een orthogonale matrix
genoemd.

Stelling 2.7. (Spectraal stelling voor normale matrices,[6, Gevolg 2.50]) Zij A > Cn�n met n > N een matrix.
Dan geldt er dat A een normale matrix is dan en slechts dan als er een unitaire matrix V > Cn�n en een
diagonaal matrix Λ > Cn�n bestaan zodat er geldt A � V ΛV �1.

Als een matrix ook hermitisch is, blijkt zelfs dat we op voorhand al weten dat alle eigenwaarden reëel zijn.

Definitie 2.8 (Hermitische matrix). Een matrix A > Cn�n is een hermitische matrix als er geldt A � AH .

Stelling 2.9. (Spectraal stelling voor hermitische matrices,[6, Gevolg 2.51]) Zij A > Cn�n met n > N een
matrix. Dan geldt er dat A een hermitische matrix is dan en slechts dan als er een unitaire matrix V > Cn�n
en een diagonaal matrix Λ > Rn�n bestaan zodat er geldt A � V ΛV �1.

2.3 Inproduct & norm

In de vorige paragraaf hebben we een vectornorm gebruikt. De vectornorm die wij zullen hanteren is afgeleid
van een inproduct. Een functie van Cn �Cn � C op Cn is een inproduct, indien deze aan de volgende vier
eigenschappen voldoet:

1. `., .e is lineair in de tweede component. Oftewel `x,λy � µze � λ`x, ye � µ`x, ze voor x, y, z > Cn en
λ,µ > C;

2. `x, ye � �`y, xe�� voor alle x, y > Cn;

3. `x,xe C 0 voor alle x > Cn;

4. Er geldt `x,xe � 0 dan en slechts dan als x � Ñ0 voor x > Cn.

Uit deze lijst met eigenschappen volgt dat elk inproduct ook aan de volgende eigenschap zal voldoen

`λx � µy, ze � λ�`x, ze � µ�`y, ze voor alle x, y, z > Cn enλ,µ > C.

Deze eigenschap noemen we de toegevoegde lineariteit van het inproduct.

Definitie 2.10 (Inproduct). Laat x, y > Cn twee vectoren zijn met n > N. Dan definiëren we het inproduct
tussen deze twee vectoren als volgt:

`x, ye � n

Q
i�1

�xi��yi � xHy. (2.2)

Het is eenvoudig na te gaan dat dit inproduct aan de bovengestelde eisen voldoet. Nu we een inproduct
hebben kunnen we de notie van een verzameling orthogonale vectoren introduceren.

Definitie 2.11 (Orthogonaliteit vectoren). Neem een verzameling vectoren �v1, v2,�vk� met vi > Cn. We
noemen deze verzameling van vectoren orthogonaal indien er geldt

`vi, vje � 0 voor alle i, j > �1,2,�k�met i x j.

We willen nu met behulp van ons inproduct een vectornorm definieëren. We weten dat een vectornorm een
functie van Cn � R is die aan de volgende eigenschappen voldoet:

1. SSxSS C 0 voor alle x > Cn;

2. SSxSS � 0 dan en slecht dan als x � Ñ0;

3. SSλxSS � SλSSSxSS voor alle λ > C en x > Cn;

3



2 ACHTERGROND LINEAIRE ALGEBRA & EIGENWAARDE
PERTURBATIETHEORIE

4. SSx � ySS B SSxSS � SSySS voor alle x, y > Cn.

We weten dat SS.SS �»`., .e een norm definieert indien `., .e een inproduct vormt.[4, hoofdstuk 6].

Definitie 2.12 (2-norm vectoren). Laat x > Cn een vector zijn, dan definiëren we de norm van x als volgt

SSxSS2 �»`x,xe �¿ÁÁÀ n

Q
i�1

SxiS.
Nu kunnen we ook de notie van een orthonormale verzameling vectoren geven. De verzameling �v1, v2,�, vk�
met vi > Cn is orthonormaal indien deze orthogonaal is en er voor alle i geldt SSviSS2 � 1.
We willen niet alleen een vectornorm hebben maar ook een matrixnorm. De norm van een matrix is namelijk
een vaak gebruikt concept om de convergentie of nauwkeurigheid van een algoritme af te schatten. Wij zullen
als matrixnorm de operatornorm afgeleid van de 2-norm voor vectoren, definitie 2.12 gebruiken.

Definitie 2.13 (2-norm matrices). Laat A > Cn�n een matrix. De norm van A definiëren we nu als volgt

SSASS2 � max
x>Cn,xxÑ0

SSAxSS2SSxSS2 .

Deze norm voldoet aan de volgende vijf eigenschappen [1]:

� SSASS2 B 0 voor alle A > Cn�n;

� SSASS2 � 0 dan en slecht dan als A � 0;

� SSλASS2 � SλSSSASS2 voor λ > C en A > Cn�n;

� SSA �BSS2 B SSASS2 � SSBSS2 voor alle A,B > Cn�n;

� SSABSS2 B SSASS2SSBSS2 voor alle A,B > Cn�n.

Het blijkt dat de 2-norm van een matrix uit te drukken is in termen van de spectrale radius van AHA.

Definitie 2.14 (spectrale radius). Laat A > Cn�n een matrix zijn. Dan wordt de spectrale radius van A
gegeven door

ρ�A� � max
i
�SλiS Sλi > Λ�A��.

Aangezien de matrix AHA per constructie een hermitische matrix is, volgt er uit stelling 2.9 dat de spectrale
radius AHA gelijk is aan de wortel van absolute waarde van de grootste eigenwaarde.

Propositie 2.15. Laat A > Cn�n een matrix zijn dan geldt er

SSASS2 �»ρ�AHA�.
Indien A hermitisch is volgt er bovendien SSASS2 � ρ�A�.
Bewijs. Er geldt

SSASS22 � max
x>Cn,xxÑ0

xHAHAx

xHx
.

Uit stelling 2.9 volgt er dat geldt AHA � V ΛV H ,

� max
x>Cn,xxÑ0

xHV ΛV Hx

xHV V Hx
.

4



2 ACHTERGROND LINEAIRE ALGEBRA & EIGENWAARDE
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Gebruik nu de basis transformatie y � V Hx,

� max
y>Cn,yxÑ0

yHΛy

yHy
� max
y>Cn,yxÑ0

Pni SλiSSyiS2
Pni�1 SyiS2 � max

λi>Λ�AHA� SλiS � ρ�AHA�.
Er volgt nu SSASS2 �»ρ�AHA�.
Als A een hermitisch is, geldt er A � V ΛV H met Λ > Rn�n en dus AHA � V Λ2V H . Hieruit volgt dat geldtSSASS2 �»ρ�AHA� �»maxi�SλiS2Sλ > Λ�A�� � ρ�A� voor een hermitische matrix.

2.4 Eigenwaardenperturbatietheorie

We willen numeriek de eigenwaarden van een matrix A > Cn�n benaderen. Echter door de eindige precisie van
de computer kan de numerieke implementatie Ã van A verschillen van A zelf. Het algoritme benadert dus
de eigenwaarden λ̃i van Ã in plaats van de eigenwaarden λi van A. Maar eigenwaarden θi uit het algoritme
zijn ook niet exact gelijk aan λ̃i. De totale fout in de benadering is dus gelijk aan Sθi �λiS B Sθi � λ̃iS� Sλ̃i �λiS.
De term Sθi � λ̃iS is de fout van het algoritme. Dit zullen we later per algoritme bespreken. De term Sλ̃i � λiS
beschrijft het verschil tussen de eigenwaarden van A en Ã. en wordt beschreven door eigenwaardenperturba-
tietheorie. Dit is waar we ons in deze paragraaf over zullen buigen.

Definieer de matrix E zodat er geldt Ã � A�E. Voor een hermitische matrix volgt dan dat de eigenwaarden
van A en Ã niet meer dan SSESS2 afwijken.

Stelling 2.16. (Stelling van Weyl [7, Stelling 1.1]) Laat A,A�E > Cn�n twee hermitische matrices zijn met
eigenwaarden λ1 B λ2 B � B λn en µ1 B µ2 B � B µn. Dan geldt er

max
i

Sλi � µiS B SSESS2. (2.3)

Om voor een algemene matrix iets over het verschil tussen de eigenwaarden van A en Ã te zeggen, definiëren
we de linker eigenvectoren ui van een matrix. Deze worden bepaald door de vergelijking

uHi A � λiu
H
i ,

met λi > Λ�A�. Om het onderscheid tussen deze eigenvectoren en die uit paragraaf 2.2 duidelijk te maken
noemen we de vi’s de rechter eigenvectoren. Als er geen verwarring bestaat over dat we de rechter eigenvecto-
ren bedoelen, noemen we deze simpelweg de eigenvectoren. Indien de matrix A n verschillende eigenwaarden
heeft geldt er

Sλ1 � λ̃1S B StS SSu1SSSSv1SSS`u1, v1eS �O�StS2�, (2.4)

met t > C en Ã � A � tF en SSF SS2 � 1.[8, vergelijking �52.3� ]. Indien O�StS2� verwaarloosbaar is volgt er nu
dat de fout in λ̃i altijd gelijk is aan κ�λi�StS met

κ�λi� � SSuiSS2SSviSS2S`ui, vieS . (2.5)

Dit wordt ook wel het conditiegetal van de eigenwaarde λi genoemd. Wegens de Cauchy-Schwarz vergelijking
[4, 6.15] geldt er κ�λi� C 1. Ook volgt er κ�λi� � 1 dan en slechts dan als ui � αvi voor α > C. Voor een
normale matrix geldt dat voor alle eigenwaarden het conditiegetal gelijk is aan 1, voor een niet normale
matrix is het alleen mogelijk dat dit voor enkele van de eigenwaarden geldt [8, §52]. Voor een eigenwaarde
met κ�λi� A 1 wordt de fout t in λ̃i dus vergroot. We definiëren nu de spectrale projector Pi waarvoor geldtSSPiSS2 � κ�λi�.
Definitie 2.17. (Spectrale projector) Laat A > Cn�n een matrix zijn en λi een enkelvoudige eigenwaarde van
A zijn. Neem ui en vi de genormeerde linker en rechter eigenvector behorend bij λi. De spectrale projector
voor λi volgt nu als

Pi � viui.
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Deze projector projecteert een willekeurige vector op de ruimte span�vi�. Verder geldt er APi � PiA � λiPi.
[8, §52]. Het spectrum van de matrix Ã is onderdeel van het pseudospectrum van A.

Definitie 2.18 (ε-pseudospectrum). Laat A > Cn�n een matrix zijn en neem ε > RA0. Het ε-pseudospectrum
van A volgt nu als:

Λε�A� � �z > CSz > Λ�A �E�met SSESS2 B ε�.
Dit is de definitie van een pseudospectrum uit [9, (3.2)], die equivalent is met de definitie uit [8], zie [9]. We
kunnen nu analoog aan het spectrum van A en de spectrale radius ook de pseudo-spectrale radius van A
definiëren.

Definitie 2.19 (pseudo-spectrale radius). Laat A > Cn�n een matrix zijn en neem ε > RA0. De pseudo-
spectrale radius ρε is gelijk aan

ρε�A� � sup
z>Λε�A�

SzS.
Deze waarde zullen we in volgende hoofdstukken gebruiken om de convergentie en nauwkeurigheid van algo-
ritmen te bepalen.

Als we nu stellen SSESS2 � ε volgt er dus Λ�Ã� ` Λε�A�.
Stelling 2.20. (Bauer-Fike Stelling [8, Stelling 52.2]) Laat A > Cn�n een matrix zijn met n verschillende
eigenwaarden. Dan geldt er voor alle ε A 0

Λε�A� ` n

�
i�1

�λi �∆εnκ�λi�� ,
waarbij geldt ∆β � �z > CS SzS @ β�.

Er volgt nu voor een algemene matrix met n verschillende eigenwaarden dat Sλi�λ̃iS altijd van boven begrensd
is door maxi∆εnκ�λi�.

3 Machtsmethode

In dit hoofdstuk bespreken we de machtsmethode. Dit is het eenvoudigste algoritme dat we zullen beschou-
wen. De machtsmethode is een algoritme om de eigenwaarde met de grootste modulus en de bijbehorende
eigenvector van een matrix te bepalen. We beginnen dit hoofdstuk met het uitwerken van de theorie waarop
de machtsmethode zijn werking baseert in paragraaf 3.1. We kijken hierbij naar een diagonaliseerbare matrix
met één eigenwaarde met de grootste modulus. Vervolgens introduceren we het algoritme voor de macht-
smethode in paragraaf 3.2. Hierna analyseren we wat er gebeurt bij toepassing van de machtsmethode op
een normale matrix met meerdere eigenwaarden met de grootste modulus in paragraaf 3.3. Daarna bekijken
we de convergentie en de nauwkeurigheid van het algoritme in paragraaf 3.4.Tot slot bekijken we een aantal
numerieke voorbeelden, zie paragraaf 3.5.

3.1 Theorie achter de machtsmethode

We zullen nu het idee achter de machtsmethode uitwerken. Stel dat we van een diagonaliseerbare matrix
A > Cn�n de eigenwaarde met de grootste modulus en de bijbehorende eigenvector willen bepalen. Omdat
deze matrix diagonaliseerbaar is, bestaan dus een inverteerbare matrix V > Cn�n en een diagonaalmatrix
Λ > Cn�n zodanig dat geldt A � V ΛV �1. Hierbij zijn de diagonaalelementen van Λ de eigenwaarden van A en
de kolommen van V zijn de eigenvectoren van A. Oftewel als we met vi de ide kolom van V noteren geldt er
dus Avi � λivi. We nemen verder aan dat de eigenvectoren van A genormaliseerd zijn, oftewel dat voor alle
i > �1,2,�, n� geldt SSviSS2 � 1. Aangezien we nu een basis van eigenvectoren hebben, kunnen we elke vector
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x0 > Cn uitdrukken in de basis van eigenvectoren. Voor x0 bestaan er dus αi > C zodat er geldt x0 � P
n
i�1 αivi.

Als we nu de vector Akx0 in deze basis van eigenvectoren uitschrijven, voor k > N, vinden we:

Akx0 � A
k
n

Q
i�1

αivi �
n

Q
i�1

λki αivi. (3.1)

Stel nu dat er voor de eigenwaarden van A geldt

Sλ1S A Sλ2S C Sλ3S C � C SλnS. (3.2)

Dan kunnen we λk1 voor de sommatie halen in vergelijking (3.1). Dit leidt tot de volgende uitdrukking voor
Akx0:

Akx0 � λ
k
1

n

Q
i�1

� λi
λ1
�k αivi. (3.3)

Aangezien er geldt dat Sλ1S A SλiS voor i x 1, volgt nu � λi
λ1
�k � ¢̈̈¦̈̈¤

0 voor i x 1

1 voor i � 1
voor k �ª. Indien ook geldt

dat α1 x 0 volgt er dus

Akx0 � λk1α1v1 voor k �ª. (3.4)

Oftewel als de matrix A één eigenwaarde λ1 heeft met de grootste modulus en we bepalen Akx0, met
een vector x0 die een component ongelijk aan nul heeft in de richting van v1, convergeert Akx0 naar de
eigenvector behorend bij λ1. Als we deze vector vervolgens normaliseren verkrijgen we v1. Wanneer we
eenmaal de genormaliseerde eigenvector v1 hebben, kunnen we de bijbehorende eigenwaarde bepalen. Deze
voldoet namelijk aan de vergelijking λ1 � `v1,Av1e. Immers als v1 een eigenvector is, geldt er dat Av1 � λ1v1.
Ook we hebben v1 genormaliseerd, dus geldt inderdaad `v1,Av1e � `v1, λ1v1e � λ1`v1, v1e � λ1.

3.2 Algoritme machtsmethode

De machtsmethode is gebaseerd op de limiet uit vergelijking (3.4) en is weergegeven in algoritme 1. We zien

in het algoritme in regel 3 en 7 dat we yk �
Akx0SSAkx0SS2 bepalen en niet Akx0. Dit doen we om te voorkomen dat

λk1α1 tegen de eindige precisie van de computer aanloopt. Als benadering van de eigenwaarde behorend bij
yk definiëren we θk � `yk,Ayke, zie regel 5 en 9. De definitie van θk is zo gekozen omdat, als yk wel een echte
eigenvector is, dan θk de echte eigenwaarde behorend bij die eigenvector is. In regel 6 van het algoritme zien
we dat het benaderde eigenpaar �θk, yk� als geconvergeerd wordt beschouwd indien de norm van

rk � Ayk � θkyk, (3.5)

kleiner is dan tol. Hierbij is tol de zelf te bepalen gewenste nauwkeurigheid van het benaderd eigenpaar.
We noemen rk het residu van het benaderd eigenpaar �θk, yk�. Er volgt nu dat rk � Ñ0 als �θk, yk� een echt
eigenpaar is van A. Het residu rk geeft dus aan hoever het benaderde eigenpaar afligt van een echt eigenpaar
van A en is dus een zinvol criterium voor de convergentie van het benaderde eigenpaar.

3.3 Normale matrices & de machtsmethode

In het algemeen is het voor een matrix A niet bekend of de eigenwaarden voldoen aan vergelijking (3.2). Nu
rijst dus de vraag: wat er gebeurt met θk en yk uit de machtsmethode als we een matrix A hebben waarvoor
niet één eigenwaarde met de grootste modulus bestaat?
Hiertoe zullen we analyseren wat er gebeurt als we de machtsmethode toepassen op een normale matrix
B > Cn�n, waarvoor geldt

Sλ1S � Sλ2S � � � Sλj S A Sλj�1S C � C SλnS, (3.6)

met j > �1,2,�, n�. We willen nu weten wat de uitdrukkingen zijn voor θk en yk na k iteraties van de
machtsmethode uitgevoerd op B met een startvector x0 > Cn. Ook willen we weten of θk en yk convergeren
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1 def power(A,x0, tol):

Input : -A > Cn�n een matrix.
- x0 > Cn de startvector van de iteratie.
- tol de gewenste nauwkeurigheid.

Output: -�θ, y� de benadering van het eigenpaar van A voor de eigenwaarde met de grootste
modulus.

2 w � x0

3 y � wSSwSS2
4 w � Ay

5 θ � yHw
6 while SSw � θySS2 C tol:
7 y � wSSwSS2
8 w � Ay

9 θ � yHw

10 end

Algoritme 1: Machtsmethode

voor k � ª en indien ze convergeren ook waarnaar ze convergeren. Aangezien B normaal is, bestaan er
volgens Stelling 2.7 een unitaire matrix V > Cn�n en een diagonaalmatrix Λ > Cn�n zodat er geldt B � V ΛV �1.
Er bestaan dus, net zoals in paragraaf 3.1, α1, α2,�, αn > C zodat geldt x0 � Pni�1 αivi. Er volgt nu dat θk
na k iteraties gelijk is aan:

θk � � Bkx0SSBkx0SS2 �
H

�
Bk�1x0SSBkx0SS2

�
1

xH0 �BH�kBkx0

�α�1 α�2 � α�n�V HV �ΛH�k V HV Λk�1V HV

�����
α1

α2

�

αn

�����
�

1

xH0 V �ΛH�k V HV ΛkV Hx0

n

Q
i�1

SαiS2SλiS2kλi
�
Pni�1 SαiS2SλiS2kλi
Pni�1 SαiS2SλiS2k

�

Pni�1 SαiS2S λiλ1
S2kλi

Pni�1 SαiS2S λiλ1
S2k .

Uit vergelijking 3.6 volgt er dat S λi
λ1
S � ¢̈̈¦̈̈¤

1 voor i B j

@ 1 voor i A j
. Hieruit volgt dat voor k �ª geldt dat

θk �
Pji�1 SαiS2λi
Pni�1 SαiS2 .

We hebben nu dus een uitdrukking voor θk gevonden. Ook weten we nu dat θk convergeert en waarnaartoe
het convergeert voor k �ª. We zien ook dat in het geval dat j � 1 we inderdaad krijgen dat θk � λ1 voor
k � ª, zoals we in paragraaf 3.1 hebben afgeleid. Nu willen we bekijken waaraan de benadering van de
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eigenvector yk gelijk is na k iteraties. Er volgt dat:

yk �
Bkx0SSBkx0SS2 �

Pni�1 αiλ
k
i vi»

Pni�1 SαiS2SλiS2k
�

λk1Sλ1Sk P
n
i�1 αi � λiλ1

�k vi½
Pni�1 SαiS2 U λiλ1

U2k
� � λ1Sλ1S �

k Pni�1 αi � λiλ1
�k vi½

Pni�1 SαiS2 U λiλ1
U2k .

Aangezien er nog steeds geldt dat S λi
λ1
S � ¢̈̈¦̈̈¤

1 voor i B j

@ 1 voor i A j
, volgt er dat voor k �ª

yk � � λ1Sλ1S �
k Pji�1 αi � λiλ1

�k vi¼
Pji�1 SαiS2 . (3.7)

Er is nu niet noodzakelijk sprake van convergentie voor yk voor k �ª. Immers we weten alleen dat er geldtU λi
λ1
U � 1, voor i > �1,2,�, j� . Dus kunnen we niet zeggen of � λi

λ1
�k convergeert voor k � ª. Wat we wel

met zekerheid kunnen zeggen is dat het element altijd op de eenheidscirkel S1
` C zal liggen aangezien de

modulus wel voor alle k > N gelijk is aan 1. Wel geldt voor k �ª, yk > span�v1, v2,�, vj�.

We weten nu dus wat er met yk en θk gebeurt gedurende de iteraties en welke waarde ze aannemen voor
k �ª. Er volgt nu voor k �ª

B � yk � B � � λ1Sλ1S �
k Pji�1 αi � λiλ1

�k vi¼
Pji�1 SαiS2 en θ � y � �Pji�1 SαiS2λi

Pni�1 SαiS2 � � � λ1Sλ1S �
k Pji�1 αi � λiλ1

�k vi¼
Pji�1 SαiS2 .

� � λ1Sλ1S �
k Pji�1 αiλi � λiλ1

�k vi¼
Pji�1 SαiS2 ,

We zien nu dat alleen indien λ1 � λ2 � �λj er geldt SSByk�θkyk SS2 � 0 voor k �ª. In alle andere gevallen met
j C 2 en minstens twee verschillende waarden i > �1,2,�, j� zodat geldt αi x 0 convergeert de machtsmethode
voor B dus niet.

3.4 Convergentie & Nauwkeurigheid

We bestuderen nu hoe snel de machtsmethode convergeert en hoe nauwkeurig de benadering van �λ1, v1�
door �θ, y� is. We zullen alleen matrices beschouwen waarvan de eigenwaarden voldoen aan vergelijking
(3.2), tenzij anders vermeld.
Als maat voor de convergentie van de machtsmethode zullen we de sinus van de hoek tussen v1 en yk
beschouwen.

Definitie 3.1. (Sinus van de hoek tussen een vector en een lineaire deelruimte )
Laat x > Cn een vector zijn met x x Ñ0. Laat �y1, y2,�yk� met yi > Cn een basis zijn van de lineaire deelruimte
W . Dan definiëren we de sinus van de hoek tussen x en W als:

sin�x,W � � min
w>W

SSx �wSS2SSxSS2 .
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Als W deelruimte van dimensie één is, met y als mogelijke basis, noteren we sin�x,W � ook met sin�x, y� en
spreken we over de sinus van de hoek tussen x en y.

Er volgt nu dat de sin�x, y� afneemt als de hoek tussen de twee vectoren afneemt en we de lengte van de
vectoren constant houden. Immers als de hoek tussen de twee vectoren afneemt zal SSx � ysSS2 ook afnemen.
Dus voor de machtsmethode om te convergeren moet sin�v1, yk� afnemen als k toeneemt. Indien er geldt
dat sin�v1, yk� � 0 is de hoek tussen v1 en yk nul en aangezien beide vectoren door normalisatie lengte één
hebben,p geldt er dan v1 � cyk voor zekere c > S1. Voor de waarde van sin�v1, yk� blijken we de volgende
bovengrens te hebben:

Stelling 3.2 (Convergentie machtsmethode). Laat A > Cn�n een matrix zijn waarvan de eigenwaarden
voldoen aan (3.2). Laat v1 de genormeerde eigenvector zijn behorend bij de eigenwaarde λ1. Neem verder yk
de benadering van de grootste eigenvector na k iteraties van de machtsmethode. Dan geldt er dat:

sin�v1, yk� B 1

εSα1S ρε�A�I �P��
kSλ1Sk�1
. (3.8)

Hierbij is ρε de pseudo-spectrale radius. Deze vergelijking geldt voor alle ε A 0. Verder is P de spectrale
projector behorend bij eigenwaarde λ1.
In het geval dat A diagonaliseerbaar is vereenvoudigt deze grens tot

sin�v1, yk� B SSV SS2SSV �1SS2Sα1S Vλ2

λ1
Vk�1

. (3.9)

Hierbij is V de matrix met de basis van eigenvectoren van A.

Hierbij zijn P en ρε zoals gedefinieerd in hoofdstuk 2. Deze stelling komt voort uit het combineren van
het eerste deel van stelling 28.1, vergelijking �16.10� en �16.6� [8]. We vinden nu dus dat sin�v1, yk�1� B

ρε�A�I�P��Sλ1S sin�v1, yk�. Uit de definitie van ρε �A �I �P�� volgt dat er geldt ρε �A �I �P�� � Sλ2S voor ε � 0.

Voor een diagonaliseerbare matrix vinden we sin�v1, yk�1� B Sλ2SSλ1S sin�v1, yk�, en wordt de convergentiesnelheid

van de machtsmethode dus bepaald door Sλ2SSλ1S . Voor een algemene matrix wordt deze bepaald door ρε�A�I�P��Sλ1S .

Voor een diagonaliseerbare matrix is er dus altijd sprake van convergentie omdat Sλ1S A Sλ2S geldt. Echter
bij een niet diagonaliseerbare matrix kan het zijn dat de machtsmethode niet convergeert indien er geldt
ρε �A �I �P�� A Sλ1S.
Nu we gezien hebben wat de convergentiesnelheid van de machtsmethode is, willen we ook weten hoe nauw-
keurig deze is. De volgende stelling geeft een indicatie van het verschil in modulus tussen λ1 en θk.

Stelling 3.3 (Nauwkeurigheid machtsmethode, [8] stelling 28.1). Laat A > Cn�n een matrix zijn waarvan de
eigenwaarden voldoen aan (3.2), en laat v1 de eigenvector zijn behorend bij λ1. Neem θk de benadering van
de grootste eigenwaarde en yk de bijbehorende benaderde eigenvector na k iteraties van de machtsmethode.
Dan geldt er dat

Sλ1 � θk S B 4
sin�v1, yk�SSASS2»
1 � sin2�v1, yk� . (3.10)

In combinatie met stelling 3.2 volgt hieruit dat Sλ1 � θk S � 0 voor k �ª voor een diagonaliseerbare matrix.
Dit komt overeen met onze eerdere afleiding over de werking van de machtsmethode. Of dit ook het geval is

voor een niet diagonaliseerbare matrix hangt af van of ρε�A�I�P��Sλ1S kleiner is dan 1.

Tot slot hebben we in het geval dat A een hermitische matrix is, een afschatting voor minλi>Λ�A� Sλi � θk S
en SSvj � yk SS2, met vj > E�λj� voor λj � argminλi>Λ�A�Sλi � θk S, in termen van het residu rk. Dit geeft dus
geen grens op de fout tussen het eigenpaar �λ1, v1� en het benaderde eigenpaar �θk, yk�. Echter stelt dit ons
wel instaat om de fout tussen het benaderde eigenpaar en een echt eigenpaar van A dat het dichtstbij het
benaderde eigenpaar ligt af te schatten. Dit wordt de lokale fout van het benaderde eigenpaar genoemd. Om
deze afschatting te geven, definiëren we eerst nog de eigenwaarde kloof als volgt:
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Definitie 3.4. (Eigenwaarde kloof [6]]Definitie 3.12]) Zij A > Cn�n een hermitische matrix. Voor alle λ > Λ�A�
definiëren we de eigenwaarde kloof van λ en A als

γA�λ� � inf�Sµ � λS Sµ > Λ�A� � �λ��. (3.11)

De afschattingen van de fout van het benaderde eigenpaar met het werkelijke eigenpaar worden gegeven door
de volgende stelling:

Stelling 3.5 (Lokale fout machtsmethode, hermitische matrix). Laat A > Cn�n een hermitische matrix
zijn. Neem nu θk en yk de benadering van de grootste eigenwaarde en bijbehorende eigenvector van de
machtsmethode na k iteraties. Laat rk het residu zijn van �θk, yk� zoals gedefinieerd in vergelijking (3.5) .
Dan bestaan er een eigenwaarde λ van A en een vector x > E�λ� , zodat er geldt:

Sλ � θk S B SSrk SS2, SSx � yk SS2 B 2
SSrk SS2
γA�λ� . (3.12)

Deze stelling is de specifieke toepassing van Stelling 4.9 [6] op de machtsmethode. Deze stelling is geldig voor
een willekeurige hermitische matrix. De eigenwaarden van A hoeven dus niet aan vergelijking (3.2) te voldoen
voor deze stelling om toepasbaar te zijn. Uit deze stelling volgt dat als het algoritme van de machtsmethode
een benaderd eigenpaar θ, y geeft, dat dan Sλ � θS @ tol geldt. De waarde van tol is dus in ieder geval een
bovengrens op het verschil tussen θ en en eigenwaarde van A.

3.5 Numerieke voorbeelden

In deze paragraaf bekijken we een aantal numerieke voorbeelden van de machtsmethode. Alle numerieke
voorbeelden zijn uitgevoerd met Matlab versie R2017b (9.3.0.713579). In het algemeen zullen we bij nu-
merieke voorbeelden de eigenvectoren en eigenwaarden, bepaald met de functie eig uit Matlab, als de echte
eigenwaarden en eigenvectoren van de matrix beschouwen. Bij alle voorbeelden in deze paragraaf is de start-
vector van de machtsmethode dezelfde vector en we noteren deze met x0 > R2000. De elementen van x0 zijn
bepaald uit uniforme verdeling op �0,1�. In het vervolg zullen we een vector of een matrix met een dergelijke
elementen aanduiden als een uniforme vector of matrix. Verder geldt er bij alle voorbeelden tol � 10�10. Met
v�i� zullen we de ide component van een vector aanduiden. We beginnen met de voorbeelden 3.6 en 3.7
waarvan de eigenwaarden voldoen aan vergelijking 3.2.

Voorbeeld 3.6. In dit voorbeeld bekijken de uniforme matrix A1 > C2000�2000, die niet hermitisch is. In
figuur 1a is de waarde van θk op elke iteratie te zien. We zien hier dat de machtsmethode al na 8 iteraties

convergeert. Deze snelle convergentie was ook te verwachten omdat er voor deze matrix geldt λ2�A�
λ1�A� � 0.01.

In figuur 1b zien we dat voor alle iteraties geldt Sλ1 �θk S @ SSrk SS2 en SSx�yk SS2 @ 2 SSrk SS2
γA�λ1� . Hierbij is x gelijk aan

Sv1�1�Syk�1�
v1�1�Syk�1�Sv1 met v1 een genormeerde eigenvector behorend bij λ1. Immers alle genormeerde eigenvectoren

behorend bij λ1 worden gegeven door �ωv1Sω > S1
` C� en x is nu die eigenvector in dezelfde richting als

yk. Ondanks dat Stelling 3.5 alleen geeft dat de machtsmethode voor hermitische matrices aan vergelijking
(3.12) voldoet, blijkt dit ook voor A1 te gelden. Verder zien we dat SSrk SS2 altijd een bovengrens vormt op de
globale fout Sλ1 � θk S ondanks dat SSrk SS2 alleen een maat is voor de lokale fout. Echter door het grote verschil
tussen λ1 en λ2 is de lokale fout voor A1 al direct gelijk aan de globale fout. Q

Voorbeeld 3.7. In dit voorbeeld bekijken een hermitische matrix A2 > C2000�2000 gevormd door A2 �

QHDQ��QHDQ�H
2

met Q een willekeurige unitaire matrix en D een diagonaalmatrix waarvan de elementen
komen uit een normale verdeling met verwachtingswaarde µ � 0 en standaarddeviatie σ � 20. In het vervolg
zullen we dit aanduiden met een Gauss �µ,σ� diagonaalmatrix D. (De normale verdeling wordt ook wel
de Gauss-verdeling genoemd.) In figuur 1a is de waarde van θk voor alle iteraties te zien. We zien dat de
imaginaire component van de eigenwaarde naar 0 convergeert. Dit was ook te verwachten omdat A hermitisch
is en dus wegens Stelling 2.9 alle eigenwaarden van A reëel zijn. Convergentie van de machtsmethode voor
dezelfde waarde van tol kost nu veel meer iteraties dan in voorbeeld 3.6. Dit komt omdat er hier geldt
λ2�A�
λ1�A� � 0.91 terwijl dit in het vorige voorbeeld ongeveer 0.01 was en voor een hermitische matrix is dit een

maat voor de convergentiesnelheid van de machtsmethode. Figuur 1b laat zien dat er al na een paar iteraties
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weergegeven per iteratie.

Figuur 1: In deze figuren zien we voor elke iteratie van de machtsmethode, uitgevoerd op de matrix A1, de

waarde van θk, SSrk SS2, Sλ1 � θk S, SSx� yk SS2,2 SSrk SS2
γA�λ1� . We zien hierbij dat voor alle iteraties geldt Sλ1 � θk S @ SSrk SS2

en SSx � yk SS2 @ 2 SSrk SS2
γA1

�λ1� .
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(b) De waarde van SSrk SS2, Sλ1 � θk S, SSx � yk SS2,2
SSrk SS2

γA2
�λ1�

zijn

weergegeven per iteratie.

Figuur 2: In deze figuren zien we voor elke iteratie van de machtsmethode, uitgevoerd op A2, de waarde van

θk, SSrk SS2, Sλ1 � θk S, SSx � yk SS2,2 SSrk SS2
γA�λ1� . We zien hierbij dat al na een paar iteraties geldt Sλ1 � θk S @ SSrk SS2 enSSx � yk SS2 @ 2 SSrk SS2

γA2
�λ1� .

geldt Sλ1�θk S @ SSrk SS2 en SSx�yk SS2 @ 2 SSrk SS2
γA�λ1� . Hierbij is x op dezelfde manier bepaald als in voorbeeld 3.6. Uit

Stelling 3.5 volgt er nu dat al na een paar iteraties de globale fout gelijk is aan de lokale fout. Dat Sλ1 � θk S
rond iteratie 200 sterk begint te schommelen komt doordat de machine precisie bereikt is. Opvallend in deze
grafiek is dat de afschatting van SSx � yk SS2 veel scherper is dan die van Sλ1 � θk S. Q

We bekijken nu een normale matrix met eigenwaarden die voldoen aan vergelijking (3.6) om te zien of
inderdaad θk convergeert en yk het gedrag uit (3.7) gaat vertonen. Omdat we hebben afgeleid dat de
machtsmethode uit algoritme 1 nu niet zal convergeren, vervangen we regel 6 uit dit algoritme door whileSSθk�
θk�1SS2 C tol. Om duidelijk te kunnen zien of yk zich volgens vergelijking (3.7) gaat gedragen bekijken we een
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3 MACHTSMETHODE

diagonaalmatrix. Immers voor een diagonaalmatrix zijn de eigenvectoren gelijk aan de standaard basis van
C2000�2000 en de eigenwaarden gelijk aan de diagonaalelementen.
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(a) Het reële deel (*) en imaginaire deel (X) van θk weer-
gegeven per iteratie.
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(b) De vectorcomponenten yk�1� , yk�2�, yk�3� , yk�4�
en yk�5� zijn weergegeven voor k > �conv � 1 (�),conv � 2
(X), conv � 3 (+), conv � 4 (.), conv � 5 (�), conv � 6 (j),

conv�7 (l), conv�8 (Q), conv�9 (9) en conv�10 (Î) �
in het complexe vlak. Hierbij is conv het aantal iteraties
om convergentie voor θ te bereiken.

Figuur 3: In deze figuren zien is voor elke iteratie van de machtsmethode voor B de waarde van θk te zien.
Ook zien we dat de componenten van de eigenvectoren met de eigenwaarde met gelijke grootste modulus
inderdaad over een cirkel bewegen.

Voorbeeld 3.8. We bekijken een diagonaalmatrix D > C2000�2000. De onderste 1996 diagonaalelementen
van D zijn complexe waarden waarvan zowel het reële als het imaginaire deel uit een Gauss-verdeling met
µ � 0 en σ � 20 komt. De bovenste vier diagonaalelementen zijn complexe waarden met gelijke modulus,
die groter is die van de andere 1996 diagonaalelementen. Figuur 3a toont dat θk inderdaad convergeert.
In figuur 3b zijn de eerste vijf componenten van yk te zien voor tien extra iteraties van de machtsmethode
nadat θk is geconvergeerd. De punten van gelijke kleur zijn dezelfde componenten gedurende de verschillende
iteraties. We zien hierbij dat yk�5� constant gelijk aan 0 � 0 � i is. Dit was ook voorspeld omdat yk�5� de

component van v5 is in yk. Wegens Uλ1

λ5
U @ 1 dooft deze component inderdaad uit als θk convergeert. De

overige weergegeven componenten van yk zijn gelijk aan de component v1, v2, v3 en v4 in yk. Omdat deze vier
vectoren de eigenvectoren zijn behoren bij de eigenwaarden met de grootste modulus verwachtten we al uit
vergelijking 3.7 dat deze over een cirkel bewegen. Dit zien we ook zien in figuur 3b. Het verschil in straal van

de cirkels komt voort uit het verschil in waarden van x0�i�¼
P4
l�1 Sx0�l�S2 . Dat de cirkels met verschillende snelheden

doorlopen worden, komt doordat de snelheid bepaald word door � λiSλ1S�. Q

We zien nu dat de machtsmethode inderdaad het verwachte gedrag vertoont.
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4 INVERSE ITERATIE

4 Inverse iteratie

In het vorige hoofdstuk hebben we gezien dat met de machtsmethode we het eigenpaar, waarvan de eigen-
waarde de grootste modulus heeft, van een matrix A kunnen bepalen, indien er één eigenwaarde is met de
grootste modulus. Wellicht zijn we niet gëıntereseerd in de eigenwaarde met de grootste modulus van een
matrix, maar willen we weten wat de eigenwaarde is die het dichtst bij een waarde σ > C ligt. Dit kunnen we
bepalen door de machtsmethode op een iets andere matrix toe te passen dan op A zelf. We krijgen wederom
een benadering voor één eigenpaar. Deze methode heet de inverse iteratie. In paragraaf 4.1 zullen we eerst
beschrijven hoe de inverse iteratie werkt, waarna we het algoritme bekijken in paragraaf 4.2. Vervolgens
bekijken we in paragraaf 4.3 de convergentie van deze methode en zijn nauwkeurigheid. We besluiten dit
hoofdstuk met een paar numerieke voorbeelden in paragraaf 4.4.

4.1 Werking inverse iteratie

De inverse iteratie werkt door de machtsmethode toe te passen op een matrix B waarvan we uit de eigenwaarde
met de grootste modulus ν1, de eigenwaarde λ1 van A die het dichtst bij σ > C ligt kunnen bepalen. Met de
eigenwaarde die het dichtst bij σ ligt, bedoelen we λ1 � min�Sλi �σSSλi > Λ�A��, oftewel we meten de afstand
tussen σ en een eigenwaarde met de modulus van het verschil. We nemen aan dat de eigenwaarden van A
aan de volgende vergelijking voldoen:

Sλ1 � σS B Sλ2 � σS B � B Sλn � σS. (4.1)

Stel nu dat A diagonaliseerbaar is. Dan heeft A dus een eigendecompositie, oftewel er bestaan een diago-
naalmatrix D > Cn�n met de eigenwaarden en een inverteerbare matrix S > Cn�n met de eigenvectoren als
kolommen zodat er geldt A � SDS�1. Aangezien we op zoek zijn naar de eigenwaarde λ1 van A waarvoor
geldt dat Sλ1�σS minimaal is, is 1Sλ1�σS maximaal. Om λ1 te bepalen zullen we de volgende strategie hanteren.

� Construeer een matrix B > Cn�n met de eigenwaarden νi �
1

λi�σ
voor λi > Λ�A�.

� Bepaal met de machtsmethode de eigenwaarde ν1 met de grootste modulus van B en de bijbehorende
eigenvector w.

� Bepaal uit ν1 en w, λ1 en v.

We willen nu dus een matrix B construeren met als eigenwaarden 1
λi�σ

voor λi > Λ�A�. Zolang er geldt dat

λi � σ x 0 voor alle λi, kunnen we de diagonaalmatrix met als elementen 1
λi�σ

creëren. Deze matrix is dan

gelijk aan �D � σI��1
. Nu voldoet in principe elke matrix van de vorm W �D � σI��1

W �1, met W > Cn�n
inverteerbaar, aan de eis die we hierboven hebben gesteld op B. We gebruiken de volgende matrix voor B:

B � S �D � σI��1
S�1

� �S�D � σI�S�1��1
� �A � σI��1

. (4.2)

Er volgt nu direct dat de eigenvectoren van B ook gegeven worden door de kolommen van S. Oftewel de
eigenvectoren van A en B zijn gelijk, wat ook de reden is voor onze keuze van B. Er volgt dus dat er geldt
v � w en λ1 � σ�

1
ν1

. Echter we gebruiken de machtsmethode om ν1 en w te bepalen. Dus de zojuist besproken
methode kan alleen convergeren als er geldt

Sλ1 � σS @ Sλ2 � σS B � B Sλn � σS, (4.3)

omdat anders de machtsmethode uitgevoerd op B niet convergeert naar ν1. Dus indien A�σI inverteerbaar is
en de eigenwaarden van A voldoen aan vergelijking (4.3), hebben we nu een methode om λ1 en v te bepalen.
Indien A�σI niet inverteerbaar is σ zelf een eigenwaarde van A. Dan hebben we dus wel de eigenwaarde het
dichtst bij σ, namelijk σ zelf bepaald, echter geeft deze methode niet hoe we dan de bijbehorende eigenvector
kunnen bepalen. Om toch de eigenvector behorend bij σ te bepalen kunnen we dan σ vervangen door σ̃, dat
vlak bij σ in het complexe vlak ligt, zodat A � σ̃I wel inverteerbaar is en de methode naar σ convergeert.
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4 INVERSE ITERATIE

1 def inverseit(A,x0, σ, tol):

Input : -A > Cn�n een matrix.
- σ > C een complex getal.
- x0 > Cn de start vector van de iteratie.
- tol de gewenste nauwkeurigheid.

Output: -�θ, y� de benadering van het eigenpaar van A voor de eigenwaarde het dichtst bij σ.
2 w � x0

3 y � wSSwSS2
4 w � �A � σI��1

y

5 µ � yHw
6 while SSw � µySS2 C tol:
7 y � wSSwSS2
8 w � �A � σI��1

y

9 µ � yHw

10 end

11 θ � σ � 1
µ

Algoritme 2: Inverse iteratie

4.2 Algoritme inverse iteratie

In de vorige paragraaf hebben we besproken hoe de inverse iteratie werkt. De inverse iteratie is weergegeven
in algoritme 2.
In regel 4 en 8 wordt �A � σI��1

gebruikt. Het is echter niet noodzakelijk om �A � σI��1
ook daadwerkelijk

te bepalen. Meestal wordt hiervoor de lineaire vergelijking �A � σI�w � y voor w opgelost. Ook zien we dat
in regel 6 het convergentiecriterium bepaald hoe klein het residu van het benaderde eigenpaar �µ, y� van B
moet zijn en niet het residu van �θ, y� van A.

4.3 Convergentie & Nauwkeurigheid

We bestuderen nu hoe snel de inverse iteratie convergeert en wat de nauwkeurigheid van de benadering is.
Aangezien de inverse iteratie niets anders is dan toepassing van de machtsmethode op �A � σI��1

volgt de

convergentie van de inverse iteratie uit de toepassing van Stelling 3.2 op de matrix �A � σI��1
.

Stelling 4.1 (Convergentie inverse iteratie). Laat A > Cn�n een matrix zijn en de eigenwaarden van A voldoen
aan vergelijking (4.3) voor een zekere σ > C. Laat verder �A � σI� inverteerbaar zijn en v1 de genormeerde
eigenvector zijn behorend bij de eigenwaarde λ1 van A. Neem verder yk de benadering van de eigenvector
behorend bij λ1 na k iteraties van de inverse iteratie. Dan geldt er dat :

sin�v1, yk� B 1

εSα1Sρε��A � σI��1 �I �P��k Sλ1 � σSk�1. (4.4)

Hierbij is ρε de pseudo-spectrale radius. Deze vergelijking geldt voor alle ε A 0. Verder is P de spectrale
projector behorend bij eigenwaarde ν1 van de matrix �A � σI��1

. Tot slot is α1 gegeven door Py0 � α1v1.

In het geval dat �A � σI��1
diagonaliseerbaar is vereenvoudigt de grens op sin�v1, yk� tot

sin�v1, yk� B SSV SS2SSV �1SS2Sα1S Vλ1 � σ

λ2 � σ
Vk�1

, (4.5)

met V de matrix met de basis van eigenvectoren van A.

We hebben hierbij gebruikt dat de eigenvectoren van �A � σI��1
en A gelijk zijn. Aangezien de eigenvectoren

van deze matrices hetzelfde zijn, geldt er ook dat A diagonaliseerbaar is dan en slechts dan als �A � σI��1
dia-

gonaliseerbaar is. Er geldt nu dus dat voor een diagonaliseerbare matrix A er geldt dat de convergentiesnelheid
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4 INVERSE ITERATIE

van de inverse iteratie bepaald wordt door Uλ1�σ
λ2�σ

U. Voor een algemene matrix wordt de convergentiesnelheid

bepaald door ρε��A � σI��1 �I �P��Sλ1 � σS. We weten dat er voor ε � 0 geldt ρε��A � σI��1 �I �P�� � 1
λ2�σ

hieruit volgt echter niet noodzakelijk dat de inverse iteratie voor een willekeurige matrix convergeert, omdat
het mogelijk is dat er ρε��A � σI��1 �I �P��Sλ1 � σS A 1 geldt.

Uit toepassing van stelling 3.3 op de matrix �A � σI��1
volgt een afschatting voor Sν1 � µk S afschatten. Hier-

bij is ν1 de grootste eigenwaarde qua modulus van �A � σI��1
en µk � yHk �A � σI��1

yk. Echter zijn we nu
gëınteresseerd in de grens op Sλ1 � θk S met θk � σ �

1
µk

λ1 � σ �
1
ν1

. Er volgt nu:

Sλ1 � θk S � Sµk � ν1

µkν1
S � Sµk � ν1SSµk S S�λ1 � σ�S. (4.6)

Ondanks dat S�λ1 � σ�S niet bekend is, kunnen we nu wel het verloop van Sλ1 � θk S gedurende de iteraties
bepalen omdat onze onbekende een constante is. Het combineren van stelling 3.3 en vergelijking (4.6) geeft
nu:

Stelling 4.2 (Nauwkeurigheid inverse iteratie). Laat A > Cn�n een matrix zijn waarvan de eigenwaarden
voldoen aan (4.3), en laat v1 de eigenvector zijn behorend bij λ1. Neem �µk, yk� de benadering van het

eigenpaar met de grootste modulus van �A � σI��1
, �ν1, v1�, na k iteraties van de inverse iteratie en θk � σ�

1
µk

.
Dan geldt er

Sλ1 � θk S B Sλ1 � σSSµk S sin�v1, yk�SSASS2»
1 � sin2�v1, yk� . (4.7)

Als A een diagonaliseerbare matrix is volgt er nu uit stelling 4.1 dat Sλ1 � θk S � 0 als k � ª zolang Sµk S
niet naar 0 convergeert. Verder volgt er dat algemeen geldt, dat des te groter Sµk S is des te nauwkeuriger de
benadering van λ1 met θk wordt.

4.4 Numerieke voorbeelden

We bekijken nu een aantal numerieke voorbeelden van de inverse iteratie. In onze implementatie wordt regel
4 en 8 uit algoritme 2 uitgevoerd als L�U�Py met �L,U,P � � lu�A � σI�. Hierbij is lu de LU-decompositie
van een matrix uit Matlab en is � een Matlab functie die gegeven A en x de lineaire vergelijking x � Ay
oplost voor y. Voor beide voorbeelden is de startvector van de iteratie een uniforme vector w > R2000 en geldt
er tol � 10�10. In beide voorbeelden voldoen de eigenwaarden van de matrix aan vergelijking (4.3) voor de
gekozen waarde van σ.

Voorbeeld 4.3. In dit voorbeeld bekijken opnieuw de matrix A1 > C2000�2000 uit voorbeeld 3.6. We passen
nu de inverse iteratie toe op A1 voor σ � 7. In figuur 4a is de waarde van θk op elke iteratie weergegeven en
in figuur 4b die van µk. Opvallend is dat de inverse iteratie 53 iteraties nodig heeft om te convergeren terwijl
het bij de machtsmethode maar 8 iteraties duurde. Dit komt omdat de convergentiesnelheid van de inverse

iteratie door Uλ1�σ
λ2�σ

U � 0.61 wordt begrensd, terwijl de convergentiesnelheid bij de machtsmethode door 0.01

is begrensd. Verder zien we dat µk gedurende een aantal iteraties redelijk verspringt terwijl θk dit niet doet.
Dit komt doordat θk � σ �

1
µk

geldt, waardoor we het verschil in θk niet zien omdat op de schaal van de plot

het verschil tussen 1
2

en 1
3

niet zichtbaar is. Dat θ1 veraf ligt van de overige waarde van θk komt doordat µ1

klein is waardoor 1
µ1

groot wordt. In figuur 1b zien we dat al na een paar iteraties geldt Sλ1 � θk S @ SSrk SS2 enSν1 � µk S @ SSrk SS2, met SSrk SS2 � SS �A � σI��1
yk � µkyk SS2. De vector x is wederom bepaald als Sv1�1�Syk�1�

v1�1�Syk�1�Sv1 met

v1 een genormeerde eigenvector behorend bij λ1. We zien dat SSrk SS2 al na een paar iteraties groter is danSν1 � µk S oftewel dat een bovengrens op de lokale fout ook al snel een bovengrens op de globale fout vormt.
Verder zien we dat er vanaf iteratie 2 geldt dat Sλ1 �θk S @ Sν1 �µk S @ SSrk SS2, dus het convergentiecriterium zegt
nu ook iets over de fout in θk. Ook zien we dat de eigenvector convergeert. Q

Voorbeeld 4.4. In dit voorbeeld bekijken opnieuw de hermitische matrix A2 > C2000�2000 uit voorbeeld 3.7.
We passen nu de inverse iteratie toe op A2 met σ � 11. In figuur 4a is de waarde van θk op elke iteratie
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(a) Het reële deel (*) en imaginaire deel (X) van θk weer-
gegeven per iteratie.
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(b) Het reële deel (*) en imaginaire deel (X) van µk weer-
gegeven per iteratie.
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(c) De waarde van SSrk SS2, Sλ1 � θk S, Sν1 � µk S, SSx � yk SS2 zijn
weergegeven per iteratie.

Figuur 4: In deze figuren zien voor elke iteratie van de inverse iteratie,uitgevoerd op de matrix A1 met σ � 7,
de waarde van θk, µk, SSrk SS2, Sλ1 � θk S, Sν1 � µk S en SSx � yk SS2.

weergegeven en in figuur 4b die van µk. Opvallend is dat de inverse iteratie maar 21 iteraties nodig heeft om
te convergeren terwijl het bij de machtsmethode bijna 300 iteraties kostte. Dit komt omdat de convergentie-

snelheid voor de inverse iteratie Uλ1�σ
λ2�σ

U � 0.23 is, terwijl de convergentiesnelheid van de machtsmethode 0.91

was. Verder lijken θk en µk even snel te convergeren. Echter in figuur 1b zien we dat θk sneller convergeert

dan µk. Dit komt doordat er geldt Sλ1�σSSµk S @ 1, zie vergelijking (4.6). Verder zien we dat vanaf iteratie 20

geldt Sν1 � µk S A SSrk SS2 � SS �A2 � σI��1
yk � µkyk SS2, echter aangezien ν1 dan toch de dichtstbijzijnde eigen-

waarde van �A2 � σI��1
voor µk is spreekt dit stelling 3.5 tegen (immers we voeren de machtsmethode uit op�A2 � σI��1

). Dit komt omdat rond iteratie 10 de waarde van µk, en daarmee ook die van θk, stagneert. Dit
blijkt weer te komen omdat we niet exact de machtsmethode gebruiken maar lineaire vergelijkingen oplossen
voor de LU-decompositie van �A2 � σI�, immers bij directe toepassing van de machtsmethode op �A2 � σI��1

treedt deze stagnatie niet op. Verder zien we in dit figuur SSx� yk SS2, met x op dezelfde manier bepaald als in
voorbeeld 4.4, afnemen met ongeveer dezelfde snelheid als het residu. We zien ook dat SSrk SS2 hier groter is
dan zowel Sλ1 � θk S als SSx � yk SS2 en dus convergentie van de inverse iteratie geeft hier ook een bovengrens op
de globale fout van het benaderde eigenpaar. Q

We zien dus dat convergentie van de inverse iteratie voor tol in onze voorbeelden een bovengrens op de fout

17



5 KRYLOV DEELRUIMTE

0 5 10 15 20 25

nummer iteratie (k)

0

2

4

6

8

10

12
k

(a) Het reële deel (*) en imaginaire deel (X) van θk weer-
gegeven per iteratie.
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(b) Het reële deel (*) en imaginaire deel (X) van µk weer-
gegeven per iteratie.
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(c) De waarde van SSrk SS2, Sλ1 � θk S, Sν1 � µk S, SSx � yk SS2 zijn
weergegeven per iteratie.

Figuur 5: In deze figuren zien voor elke iteratie van de inverse iteratie,uitgevoerd op de matrix A2 met σ � 11,
de waarde van θk, µk, SSrk SS2, Sλ1 � θk S, Sν1 � µk S en SSx � yk SS2.
in het eigenpaar geeft.

5 Krylov deelruimte

In de afgelopen twee hoofdstukken ,3 en 4, hebben we twee methoden gezien die berusten op een reeks machten
van de matrix A of �A � σI��1

om een eigenpaar van A te benaderen. Hierbij bepalen we alle genormeerde

vectoren van de vorm v,Av,A2v,�Akv voor een zekere v > Cn totdat we AkvSSAkvSS2 als geconvergeerd naar

de gewenste eigenvector beschouwen. Hierbij gebruiken we uiteindelijk alleen de informatie die in AkvSSAkvSS2
of �A�σI��kv

SS�A�σI��kvSS2 zit. Nu rijst de vraag of we uit de verzameling van vectoren v,Av,A2v,�Akv niet meer

informatie kunnen halen over de eigenparen van A dan uit alleen Akv. Het idee dat dit mogelijk moet zijn
wordt ondersteund door de volgende analyse. Stel dat we een matrix B > Cn�n hebben, B kan gelijk zijn
aan A of �A � σI��1

, met de lineair onafhankelijke eigenvectoren s1, s2,�, sk. Aangezien we niet eisen dat B
diagonaliseerbaar is, geldt er k B n. Als we nu een vector v > Cn hebben zodat er geldt v � Pki�1 αisi voor
αi > C dan is elke vector van de vorm Bmv voor m > N ook een lineaire combinatie van dezelfde eigenvectoren

18



5 KRYLOV DEELRUIMTE

als v. Het idee is nu dat met behulp van de lineaire deelruimte, opgespannen door v,Bv,�,Bkv, meer
eigenwaarden en eigenvectoren van B benaderd kunnen worden. Immers deze deelruimte bestaat dan uit
lineaire combinaties van eigenvectoren. Deze lineaire deelruimte wordt een Krylov deelruimte genoemd.
In paragraaf 5.1 zullen we een aantal eigenschappen van de Krylov deelruimten bespreken. De meeste
eigenschappen die wij zullen afleiden zijn ook terug te vinden in [1, hoofdstuk 6] of hebben we hieruit
overgenomen. Daarna zullen we in paragraaf 5.2 de Rayleigh-Ritz procedure bespreken. Deze methode
zullen we gebruiken om uit een Krylov deelruimte benaderingen voor de eigenwaarden en eigenvectoren van
A te bepalen. In de volgende hoofdstukken zullen we de Lanczos(hoofdstuk 6) en Arnoldi (hoofdstuk 7)
methode bespreken. Deze methoden werken beide door toepassing van de Rayleigh-Ritz procedure op een
Krylov deelruimte.

5.1 Eigenschappen Krylov deelruimten

Voordat we de eigenschappen van een Krylov deelruimte uitlichten, zullen we deze eerst definiëren.

Definitie 5.1 (Krylov deelruimte). Neem een matrix A > Cn�n en een vector v > Cn. We definiëren nu de
Krylov deelruimte Km�A,v� voor m > N als:

Km�A,v� � span�v,Av,�,Am�1v�. (5.1)

Uit de definitie van de Krylov deelruimte Km�A,v� volgt er nog een mogelijke karakterisatie van een Krylov
deelruimte. We zien immers dat de Krylov deelruimte wordt opgespannen door alle vectoren Aiv voor
i > �0,1,�m � 1�. Oftewel elk element van de Krylov deelruimte kan geschreven worden als Pm�1

i�0 aiA
iv ��Pm�1

i�0 aiA
i� v voor ai > C. Deze sommatie is een polynoom van graad m � 1 of lager geëvalueerd in A

vermenigvuldigd met v. Aangezien alle mogelijke combinaties van waarden voor ai toegestaan zijn, zien we
dat er ook geldt:

Km�A,v� � �p�A�v S p is een polynoom in A over C van graad m � 1 of lager�. (5.2)

Voor elke vector v > Cn bestaat er een monisch polynoom q, oftewel een polynoom waarvan de coëfficiënt
voor hoogste macht gelijk is aan 1, met minimale graad zodat er geldt dat q�A�v � 0, waarbij q niet het
triviale polynoom is. Dit polynoom q heet het minimaal polynoom van v in A. De graad van dit polynoom q
wordt ook wel de graad van v in A genoemd. Als het duidelijk is om welke matrix en vector het gaat wordt
er vaak gesproken over het minimale polynoom van A en de graad van v. Stel dat α de graad is van v en q
het minimaal polynoom. Neem nu vector r�A�v waarbij r een willekeurig polynoom is. Dan verwachten we
dat er geldt r�A�v � p�A�v waarbij p een polynoom is van graad α � 1 of lager. Dit vermoeden leidt tot de
volgende propositie:

Propositie 5.2. (Invariantie Krylov deelruimten, [1, proposite 6.2] ) Laat A > Cn�n een matrix zijn en
v > Cn een vector met α de graad van v. Dan geldt er dat A �Kα�A,v� ` Kα�A,v�, oftewel Kα�A,v� is een
invariante deelruimte van A. Er geldt zelfs dat Kα�A,v� � Kβ�A,v� voor alle β C α.

Bewijs. We beginnen met het aantonen van A � Kα�A,v� ` Kα�A,v�. Neem een element w > A � Kα�A,v�.
Uit vergelijking (5.2) volgt er dan w � Pαi�1 aiA

iv met ai > C. Echter was α de graad van v en dus bestaat
het minimale polynoom q�A� waarvoor geldt q�A�v � Pαi�0 biA

iv � 0 voor bi > C met bα � 1. Er zijn nu
twee opties voor w ofwel aα � 0, waaruit volgt dat w > Kα�A,v�. Of er geldt aα x 0, maar dan volgt er
w � w �aαq�A�v � Pαi�1 aiA

iv �aαP
α
i�0 biA

iv � Pα�1
i�0 �ai � aαbi�Aiv. Hierbij valt de term met Aα weg omdat

er geldt aα � aαbα � 0. Dus nu is w opnieuw gerepresenteerd door een polynoom van graad α � 1 of lager en
dus geldt er w > Kα�A,v�. Er geldt dus inderdaad dat A �Kα�A,v� ` Kα�A,v�.
Nu rest er dus te bewijzen Kα�A,v� � Kβ�A,v� voor alle β C α. Er volgt uit de definitie van de Krylov
deelruimte direct dat er geldt Kα�A,v� ` Kβ�A,v�. Het volstaat dus om te bewijzen Kβ�A,v� ` Kα�A,v�.
Hiertoe zullen we bewijs met volledige inductie gebruiken. Schrijf β � α�n� 1 voor n > N en pas nu inductie
toe op n.
Inductie stap: Voor n � 1 volgt er β � α en volgt er dus direct dat er geldt Kβ�A,v� ` Kα�A,v�.
Inductie hypothese: Stel het is waar voor n, dus er geldt Kβ�A,v� ` Kα�A,v� voor β � α � n � 1.
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5 KRYLOV DEELRUIMTE

We nu bewijzen dat er voor β� � α � �n � 1� � 1 geldt Kβ��A,v� ` Kα�A,v�. Echter uit de inductie hypo-
these volgt er dat Kβ�A,v� ` Kα�A,v�. Als we dus Kβ��A,v� ` Kβ�A,v� aantonen volgt uit de inductie
hypothese dat Kβ��A,v� ` Kβ�A,v� ` Kα�A,v� geldt en zijn we ook klaar. Neem nu een willekeurige
element w > Kβ��A,v�. Dan bestaat er dus een polynoom p�A� van graad β� � 1 of lager zodat er geldt

w � Pβ
�
�1

i�0 aiA
iv. Echter hebben we ook het minimaal polynoom q�A� van v van graad α. Er volgt nu

w � w�αβ��1A
nq�A�v � Pβ��1

i�0 aiA
iv�aβ��1A

n�1Pαi�0 biA
iv � Pβ

�
�2

i�0 aiA
iv�aβ��1A

n�1Pα�1
i�0 biA

iv. We hebben
nu dus γ geschreven als van graad β�1 of lager en dus geldt er γ > Kβ�A,v�. We hebben nu dus met inductie
bewezen dat er geldt Kβ�A,v� ` Kα�A,v� voor alle β C α.

We zien inderdaad dat de Krylov deelruimte opgespannen door A en v maximaal dimensie α kan hebben,
met α de graad van v. Nu willen we graag instaat zijn de dimensie van de Krylov deelruimte Km�A,v� te
bepalen. Uit Propositie 5.2 volgt dat de dimensie van Km�A,v� vaststaat zodra m de waarde van α bereikt.
De volgende propositie geeft de dimensie van een Krylov deelruimte voor alle waarden van m:

Propositie 5.3 (Dimensie Krylov ruimte). Laat A > Cn�n een matrix zijn en v > Cn een vector met α de
graad van het minimaal polynoom van v in A. Dan geldt er dat

dim �Km�A,v�� � ¢̈̈¦̈̈¤
m voor m B α

α voor m A α
.

Bewijs. Dat de dimensie van Km�A,v� gelijk is aan de dimensie van Kα�A,v� voor m A α volgt uit Propositie
5.2. Immers, er geldt Kα�A,v� � Km�A,v�, en als twee vectorruimten gelijk zijn, moeten hun dimensies ook
gelijk zijn. Dat voor m B α geldt dim �Km�A,v�� � m volgt uit dat de graad van v gelijk is aan α. Dat de
graad van v gelijk is aan α is namelijk equivalent aan dat v,Av,�Aα�1v lineair onafhankelijke vectoren zijn.
Aangezien Km�A,v� wordt opgespannen door de eerste m vectoren van deze verzameling vormen ze dus een
basis voor Km�A,v� voor m B α, waaruit volgt dat geldt dim �Km�A,v�� �m.

Een zelfde propositie voor m � 1 @ α is te vinden in [1, propositie 6.3]. We weten nu wat de dimensie van de
Krylov deelruimte Km�A,v� is als de graad van v bekend is.

5.2 Rayleigh-Ritz procedure

Nu hebben we een Krylov deelruimte, echter hebben we nog een methode nodig om uit deze deelruimte
ook een benadering voor de eigenwaarden en eigenvectoren te bepalen, wat wel ons uiteindelijke doel is.
De methode die hiertoe wordt toegepast in de algoritmen, die we in de komende hoofdstukken behandelen,
gebruiken we de Rayleigh-Ritz procedure. Deze procedure is een algemene methode om uit de projectie
van de oorspronkelijke matrix op een deelruimte eigenparen te benaderen. Neem nu een matrix A waar we
eigenparen van willen benaderen door projectie van A op de deelruimte W. De Rayleigh-Ritz procedure is
nu als volgt:

1. Bepaal een orthonormale basis �w1,w2,�wk� van W en zet dit in een matrix W � �w1,w2,�,wk�.
2. Bepaal B �WHAW

3. Bepaal de eigenwaarden µ1, µ2�, µk van B.

4. Bepaal de eigenvectoren yi van B behorend bij µi en bepaal xi �Wyi.

Het eigenpaar �µi, xi� is nu een benadering van het eigenpaar �λ, v� van A waarvoor er geldt µi � λi. We
noemen nu µi een Ritz waarde en Wyi een Ritz vector. Als we een deelruimte van dimensie k hebben, kunnen
we met de Rayleigh-Ritz procedure k eigenparen van A benaderen. Er geldt nu niet noodzakelijk dat elk
Ritz paar het eigenpaar waar het het dichtstbij ligt even goed benaderd.

We hebben nu alleen een benadering van een eigenpaar gevonden. Maar we hebben nog geen indicatie
van de nauwkeurigheid van dit eigenpaar. Voor een algemene deelruimte W kunnen we in ieder geval het
verschil tussen de Ritz waarden en de echte eigenwaarden van de matrix afschatten. Deze afschatting is
een combinatie van Theorem 4.1 en Corrollary 4.2 uit Jia en Stewart [10]. Voordat we de afschatting geven,
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definiëren we eerst de setting waarin deze stelling geldt. Stel dat we een eigenruimte X van A hebben, dus een
lineaire deelruimte waarvoor geldt A �X ` X en dat we een basis X > Cn�l hebben van X , met l de dimensie
van X . Dan bestaat er een unieke matrix L > Cl�l zodat er geldt AX �XL. Stel nu dat de eigenwaarden van
L verschillen van alle overige eigenwaarden van A. Stel verder dat we een deelruimte W hebben waarvoor er
voor de matrix WHAW � B > Ck�k geldt dat Λ�L� � Λ�B� met k C l. Dan geldt er het volgende:

Stelling 5.4. (Algemene convergentie Ritz waarden) Laat λ1, λ2,�, λl de eigenwaarden van L zijn en µ1, µ2,�, µk
de eigenwaarden van B. Dan bestaan er gehele getallen j1,�, jl zodat er geldt

Sλi � µji S B 4SSASS2 �2 �
εº

1 � ε2
�1� 1

k � εº
1 � ε2

� 1
k

voor i � 1,2,�, l. (5.3)

Hierbij geldt dat ε � sin�X,W � � SSWH
Ù
X SS2.

We kunnen nu deze Stelling gebruiken voor de convergentie van de eigenwaarden voor methoden in de vol-
gende hoofdstukken als we een afschatting voor ε kunnen bepalen. Deze stelling is ook de basis voor de
afschatting van het verschil tussen λ1 en θ in Stelling 3.3 voor de machtsmethode.

Er blijkt echter dat het ook mogelijk is dat de Ritz paren echte eigenparen van de matrix zijn. Dit is
het geval als W een invariante deelruimte van A is.

Propositie 5.5. (Invariante deelruimte ) Laat W een invariante deelruimte zijn van A en laat W een
orhtonormale basis vormen voor W. Dan is elk Ritz paar �µ,x� gelijk aan een �λ, v� van A.

Bewijs. Laat �µ, y� een Ritz paar zijn van A. Dan geldt er dus WHAWy � µy � 0. Als we nu gebruiken dat
er geldt x � Wy volgt dat WHAx �WHµy � WH �Ax � µx� � 0. Uit de definitie van x volgt dat x > W en
omdat W een invariante deelruimte is van A volgt hieruit dat er ook geldt Ax >W. Daaruit volgt dat WHAx
niets anders is dan een basistransformatie van Ax en dus geldt er dat Ax�µx � 0 waaruit volgt dat het Ritz
paar �µ,x� inderdaad een echt eigenpaar is van A.

Aangezien uit propositie 5.2 volgt dat Kα�A,v� een invariante deelruimte is van A, met α de graad van v,
volgt er nu dat we uit Kα�A,v�α exacte eigenparen van A kunnen bepalen.

6 Lanczos methode

In dit hoofdstuk zullen we de Lanczos methode bespreken. De werking van deze methode berust op toepassing
van de Rayleigh-Ritz procedure op een Krylov deelruimte. Aangezien de dimensie van een Krylov deelruimte
groter kan zijn dan één, kunnen we met deze methode meerdere eigenparen benaderen. Echter werkt de
Lanczos methode alleen voor hermitische matrices. Voor algemene matrices bespreken we in hoofdstuk 7 de
Arnoldi methode, die op een vergelijkbare manier werkt als de Lanczos methode.

We beginnen dit hoofdstuk met een theoretische bepaling van een orthonormale basis van de Krylov deel-
ruimte en de projectie van de matrix op deze deelruimte in paragraaf 6.1. We bepalen dus uitdrukkingen om
de eerste twee stappen van de Rayleigh-Ritz procedure uit te voeren, zie paragraaf 5.2, Daarna bespreken
we het algoritme voor de Lanczos methode in paragraaf 6.2, waarna we in paragraaf 6.3 de convergentie en
nauwkeurigheid van dit algoritme bekijken. Echter blijkt de theoretisch orthonormale basis van de Krylov
uit paragraaf 6.1 numeriek niet orthogonaal te zijn. Manieren om te voorkomen dat de convergentie van
de Ritz paren hier onder lijdt, bespreken we in paragraaf 6.4. In paragraaf 6.5 bespreken we de spectrale
transformatie. Dit behelst toepassing van de Lanczos methode op de matrix �A � σI��1

om de Ritz paren
eerst naar de eigenparen in een gewenst gebied te laten convergeren. Tot slot bekijken we in paragraaf 6.6
een aantal numerieke voorbeelden.

6.1 Orthonormale basis Krylov deelruimte & projectie van A op deze deelruimte

We willen een orthonormale basis van de Krylov deelruimte Km�A,v� en de projectie van A op Km�A,v�
bepalen voor een hermitische matrix A > Cn�n. Voordat we een orthonormale basis van Krylov deelruimte
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bepalen, zullen we eerst laten zien dat de orthonormale basis van Km�A,v� als onderdeel van de orthonormale
basis van Kn�A,v� kan dienen voor m @ n. We nemen hierbij aan dat de dimensie van Kn�A,v� gelijk is aan
n. Hiertoe hebben we de volgende propositie nodig.

Propositie 6.1 (Recursieve basis). Laat �a1, a2,�, ak� en �b1, b2,�, bl� twee verzamelingen vectoren zijn
waarvoor er geldt ai, bi > Cn met n, k, l > N. Neem verder nog een vector c > Cn. Als er dan geldt:

span�a1, a2,�, ak� � span�b1, b2,�, bl� , (6.1)

geldt er ook

span�a1, a2,�, ak, c� � span�b1, b2,�, bl, c� . (6.2)

Bewijs. Neem een willekeurige vector v > span�a1, a2,�, ak, c�. Uit definitie 2.1 volgt er dat geldt v �

w � µc voor zekere w > span�a1, a2,�, ak� en µ > C. Echter uit de aanname, vergelijking 6.1, volgt nu
w > span�b1, b2,�, bl�. Echter uit definitie 2.1 volgt dan v � w � µc > span�b1, b2,�, bl, c�. Aangezien v
een willekeurige vector is hebben we dus bewezen dat er geldt span�a1, a2,�, ak, c� ` span�b1, b2,�, bl, c�.
Uit hetzelfde argument met de rol van de ai’s en de bi’s omgewisseld volgt dat ook geldt span�a1, a2,�, ak, c� a
span�b1, b2,�, bl, c�. We hebben dus bewezen dat uit vergelijking 6.1 inderdaad volgt dat span�a1, a2,�, ak, c� �
span�b1, b2,�, bl, c�.

Uit deze propositie in combinatie met definitie 5.1 volgt nu dat indien �q1, q2,�qm� een basis vormt van
Km�A,v�, dat �q1, q2,�qm,A

mv,�An�1v� dan een basis vormt voorKn�A,v�. De basis �q1, q2,�qm,A
mv,�An�1v�

kan omgevormd worden tot een orthonormale basis door toepassing van een Gram-Schimdt procedure. Uit
de werking van de Gram-Schimdt procedure, volgt er dat de vectoren q1, q2,�qm hierbij ongewijzigd blijven
[5]. Een orthonormale basis van Km�A,v� kan dus inderdaad een onderdeel zijn van een orthonormale basis
van Kn�A,v�.
We zullen nu een stelling geven die uitdrukkingen voor een orthonormale basis van de Krylov deelruimte
en de projectie van A op deze deelruimte geeft. Hierbij zullen we de volgende definitie gebruiken.

Definitie 6.2 (Hessenberg matrices). Een matrix A > Cn�n is

� een beneden-hessenbergmatrix als er geldt aij � 0 voor alle j A i � 1.

� een boven-hessenbergmatrix als er geldt aij � 0 voor alle i A j � 1.

Een matrix die zowel benden-hessenberg als boven-hessenberg is wordt tridiagonaal genoemd.

De rest van deze paragraaf omvat het bewijs van de volgende stelling.

Stelling 6.3. Laat A > Cn�n een hermitische matrix zijn. Neem een vector v > Cn en noem de graad van
v, γ. Voor een Krylov deelruimte Km�A,v� met m B γ geldt er dat �q1, q2,�qm� een orthonormale basis van
deze deelruimte vormt met:

q1 �
vSSvSS2 , (6.3)

q2 �
Aq1 � α1q1

β1
, (6.4)

qi�1 �
Aqi � βi�1qi�1 � αiqi

βi
voor i > �2,3,�m � 1�, (6.5)

waarbij er geldt

αi � q
H
i Aqi, β1 � SSAq1 � α1q1SS2, βi � SSAqi � βi�1qi�1 � αiqiSS2. (6.6)
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Definieer verder de matrix Qm > Cn�m als Qm � �q1, q2,�qm�. Dan volgt er dat de projectie van A op de
Krylov deelruimte, QHmAQm, wordt gegeven door

Tm �

�������

α1 β1

β1 α2 β2

� � �

� � βm�1

βm�1 αm

�������
. (6.7)

Hierbij zijn αi en βi gedefinieerd door vergelijking 6.6.

Bewijs. Voor het bewijs van deze stelling gebruiken we stelling 7.1 uit het hoofdstuk over de Arnoldi methode
(hoofdstuk 7). Uit deze stelling volgt dat voor een algemene matrix A en een Krylov deelruimte Km�A,v�
van dimensie m, er een unitaire matrix Qm > Cn�m en een boven-hessenbergmatrix Hm > Cm�m bestaan,
zodat er geldt QHmAQm � Hm. We beschouwen nu het geval dat A een hermitische matrix is. Hieruit volgt

QHmAQm � �QHmAQm�H � HH
m , wat impliceert dat Hm � HH

m geldt. Maar een hermitische boven-hessenberg
matrix moet ook een beneden-hessenberg matrix zijn. Uit definitie 6.2 volgt nu dat Hm een tridiagonale
matrix is. Omdat Hm tridiagonaal is zullen we deze vanaf nu noteren met Tm.

Uit propositie 7.2 volgt er

AQm � QmTm � βmqm�1e
H
m. (6.8)

Hierbij geldt er βm � qHm�1Aqm en noteren we met qi de ide kolom van Qm. Als we nu uit vergelijking (6.8)
bepalen waar Aqi aan gelijk is volgt er

Aq1 � α1q1 � β1q2, (6.9)

Aqi � βi�1qi�1 � αiqi � βiqi�1, voor i > �2,3,�m�. (6.10)

Als we nu de orthogonaliteit van de qi’s gebruiken, immers Qm is een unitaire matrix, volgt er:

αi � q
H
i Aqi, βi�1 � q

H
i�1Aqi, βi � q

H
i�1Aqi. (6.11)

Aangezien A hermitisch is volgt er nu dat αi en βi reëel zijn. Ook vormen de αi’s de diagonaal en de βi’s
de nevendiagonaal van Tm. Aangezien Tm een hermitische tridiagonale matrix is, zijn dit ook gelijk alle
elementen van Tm die ongelijk kunnen zijn aan nul. Dus Tm heeft inderdaad de vorm van vergelijking (6.7).
Echter weten we nu alleen dat αi en βi voldoen aan (6.11) en niet of βi ook voldoet aan vergelijking (6.6).

Verder volgt er uit vergelijking (6.9) en (6.10) inderdaad dat q2 voldoet aan (6.4) en dat qi voldoet aan
(6.5) voor i > �3,4,�,m� 1�. Rest nu nog aan te tonen dat �q1, q2,�, qm� ook een orthonormale basis vormt
van Km�A,v� en dat de uitdrukking voor βi uit vergelijking (6.11) overeenkomt met die uit vergelijking (6.6).

Aangezien we de basis van Km�A,v� recursief bepalen, zullen we nu met inductie bewijzen dat �q1, q2,�, qk�
een orthonormale basis vormt voor Kk�A,v� voor alle k Bm. Voor k � 1 volgt er uit de definitie van q1 dat er
geldt SSq1SS2 � 1. Aangezien �q1� maar uit één genormeerde vector bestaat is dit een orthonormale verzameling
van vectoren. Het rest nu aan te tonen dat �q1� ook K1�A,v� opspant. Er geldt K1�A,v� � span�v� en

span�q1� � span� 1SSvSS2 v�. Aangezien de ruimte opgespannen door één vector bestaat uit die vector maal een

scalair, zie definitie 2.1, volgt er nu dat span�q1� � K1�A,v�. Dus �q1� is inderdaad een orthonormale basis
van K1�A,v�.
Neem nu aan dat we weten dat �q1, q2,�, qk� een orthonormale basis is van Kk�A,v� en dat k � 1 B m.
Dan volgt er met propositie 6.1 dat �q1, q2,�, qk,A

kv� een basis vormt van Kk�1�A,v�. Om dan aan te tonen
dat �q1, q2,�qk, qk�1� een orthonormale basis vormt van Kk�1�A,v� volstaat het om de volgende drie punten
aan te tonen:

� SSqk�1SS2 � 1;
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� `qi, qk�1e � 0 voor i > �1,2,�, k�;

� span�q1, q2,�qk,A
kv� � span�q1, q2,�qk, qk�1�.

Om dit aan te tonen definiëren we nu β0 � 0 en q0 � Ñ0 zodat we nu vergelijking (6.10) en (6.5) ook kunnen
gebruiken voor q2.

We beginnen nu met aan te tonen dat geldt SSqk�1SS2 � 1. Echter aangezien er geldt SSqk�1SS2 C 0, volgt er
dat SSqk�1SS2 � 1 equivalent is met SSqk�1SS22 � 1.

SSqk�1SS22 � `qk�1, qk�1e
�

1

β2
k

`Aqk � βk�1qk�1 � αkqk,Aqk � βk�1qk�1 � αkqke.
Als we nu gebruik maken van de vergelijkingen (6.11) en (6.10) en de (toegevoegde) lineariteit van het
inproduct volgt er

�
1

β2
k

�β2
k�1 � α

2
k � β

2
k � 2α2

k � 2β2
k�1 � α

2
k � β

2
k�1�

1

β2
k

β2
k � 1

Dus er geldt inderdaad SSqk�1SS2 � 1. Verder volgt hieruit dat geldt β2
i � SSAqi �βi�1qi�1 �αiqiSS22 wat impliceert

dat βi � SSAqi � βi�1qi�1 � αiqiSS2. We zien nu dus dat βi gedefinieerd door vergelijking (6.11) inderdaad ook
voldoet aan vergelijking (6.6).

Vervolgens controleren we de orthogonaliteit tussen qk�1 en qi voor i > �1,2,�, k�. Om `qi, qk�1e te be-
palen gebruiken we vergelijking (6.5). Om na toepassing van deze vergelijking `qi, qk�1e te kunnen bepalen,
bepalen we eerst `qi,Aqke. Hiertoe gebruiken we vergelijking (6.10) en dat geldt A � AH :

`qi,Aqke � `Aqi, qke � βi�1`qi�1, qke � αi`qi, qke � βi`qi�1, qke. (6.12)

Aangezien we al weten dat er geldt `qi, qje � δij voor i, j > �1,2,�, k� volgt dus uit vergelijking (6.12) dat

`qi,Aqke �
¢̈̈̈̈̈̈
¦̈̈̈̈̈̈
¨̈¤

0 i @ k � 1

βi�1 i � k � 1

αi i � k

βi i � k � 1

. Omdat we hier alleen kijken naar het geval i > �1,2,�, k� volgt er nu

`qi, qk�1e � 1

βk
`qi,Aqke � βk�1

βk
`qi, qk�1e � αk

βk
`qi, qke � 0. (6.13)

Er volgt dus dat geldt `qi, qk�1e � 0 voor alle i > �1,2,�, k�.

Er rest er nu te bewijzen dat span�q1,�, qk, qk�1� � span�q1,�, qk,A
kv�. Als we nu vergelijking (6.10)

herhaaldelijk toepassen op qk�1 vinden we dat er geldt qk�1 � νAkv � Pki�1 µiqi voor µi, ν > C. Hierbij
hebben we gebruik gemaakt van de definitie q1 �

vSSvSS2 . Er volgt nu dat er geldt span�q1,�, qk, qk�1� �

span�q1,�, qk, νA
kv �Pki�1 µiqi�. Echter omdat de ruimte opgespannen door een verzameling bestaat uit line-

aire combinaties van vectoren uit die verzameling, volgt er nu: span�q1,�, qk, νA
kv �Pki�1 µiqi� � span�q1,�, qk,A

kv�
en dus geldt er dat span�q1,�, qk, qk�1� � Kk�1�A,v�. We hebben nu dus met inductie aangetoond dat�q1, q2�, qm� een orthonormale basis vormt voor Km�A,v�.
We hebben nu uitdrukkingen gevonden om recursief een orthonormale basis van Km�A,v� te bepalen en voor
de projectie van A op deze Krylov deelruimte gevonden.
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6 LANCZOS METHODE

6.2 Het algoritme

De Lanczos methode werkt door het toepassen van de Rayleigh-Ritz procedure op Km�A,v�, met A > Cn�n, v >
Cn en m > N met m kleiner dan de graad van v. Het algoritme hiervoor is weergegeven in algoritme 3. Hierbij
noteren we met qi de i � 1de kolom van Qm. Met B�i � j, k � l� noteren we de rijen i tot en met j en de
kolommen k tot en met l van een matrix B. Indien i � j dan wel k � l is vervangen door �, nemen we alle rijen
dan wel kolommen van de matrix. We zien hierbij dat in regel 3 niet alleen q1 maar ook q0 en β0 gedefinieerd
worden. Dit is zodat we in alle gevallen de recursie uit vergelijking (6.5) kunnen gebruiken en niet voor q2

apart vergelijking (6.4) hoeven te nemen. Omdat q0 verder geen deel uitmaakt van de basis voor de Krylov
deelruimte, verwijderen we deze kolom weer uit Q in regel 16. In regel 3 tot en met 16 zien we de uitvoering
van de eerste twee stappen van de Rayleigh-Ritz procedure. We zien hier dat de vergelijkingen (6.10) en (6.6)
worden toegepast om de orthonormale basis van de Krylov deelruimte en Tm te bepalen. Aangezien deze
beide vergelijkingen recursief werken, vormen de eerste k kolommen van Qm en de k � k submatrix van Tm
linksboven, een orthonormale basis van en een projectie op A voor Kk�A,v� voor k Bm. Voor het bepalen

1 def Lanczos(A,x0, k):

Input : -A > Cn�n een hermitische matrix.
-x0 > Cn de vector waarmee we de Krylov deelruimte opspannen.
-k de dimensie van de Krylov deelruimte.

Output: -Q > Cn�k�1 een unitaire matrix, waarvan de kolommen een orthonormale basis van de
Krylov deelruimte vormen.
-T > Ck�1�k�1 een tridiagonale matrix, de projectie van A op de Krylov deelruimte.
-Λ > Ck�k een diagonaalmatrix met de Ritz waarden als elementen.
-Y > Cn�k een matrix met als kolommen de Ritz vectoren.

2 Creëer een n � k � 2 matrix Q en een k � 1 � k � 1 matrix T .

3 Definieer q1 �
x0SSx0SS2 , β0 � 0 en q0 �

Ñ0
4 for i � 1 � k:
5 z � Aqi
6 αi � q

H
i z

7 z � z � αiqi � βi�1qi�1

8 βi � SSzSS2
9 if βi � 0:

10 break
11 end
12 qi�1 �

z
βi

13 tii � αi
14 ti,i�1 � βi
15 ti�1,i � βi
16 end
17 Definieer Q � Q��,2 � end�.
18 Bepaal de eigendecompositie Tk � V ΛV H van Tk � T �1 � k,1 � k�.
19 Bepaal de Ritz vectoren Y � Q��,1 � k�V

Algoritme 3: Lanczos methode

van de eigendecompositie van T , de laatste stappen van de Rayleigh-Ritz procedure, zullen wij de functie eig
uit Matlab gebruiken.

In regel 9 wordt gecontroleerd of de norm van z ongelijk aan 0 is. Als deze gelijk is aan nul, zou de
nieuwe basisvector gelijk zijn aan de nulvector. Echter kan de nulvector geen onderdeel zijn van een basis en
dus stopt het algoritme. Het blijkt echter zo te zijn dat βi � 0 geldt als i de waarde van de graad van v heeft
bereikt.

Propositie 6.4 (afbraak Lanczos algoritme). Laat T gevormd worden door het Lanczos algoritme voor een
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6 LANCZOS METHODE

hermitische matrix A > Cn�n en een vector v > Cn. Noem γ de graad van v. Dan geldt er βi � 0 dan en
slechts dan als geldt i � γ.

Bewijs. � Stel dat βi � 0. Dan volgt er dat Aqi � αiqi � βi�1qi�1 � 0. Aangezien we alle vectoren ql kunnen
schrijven als lineaire combinaties van Akv voor k > �0,1,2,�, l � 1�, hebben we dus een lineaire combinatie
van vectoren van de vorm Ajv voor j � 0,1,�, i die gelijk is aan nul. Omdat we nu een polynoom p van
graad i hebben zodat er geldt p�A�v � 0 volgt er γ B i. Maar er kan niet gelden γ @ i. Immers als dit wel het
geval was, zouden we meer dan γ orthonormale basisvectoren hebben gevonden, terwijl we uit propositie 5.3
weten dat de dimensie van de Krylov deelruimte niet groter kan zijn dan γ ¡.

 Stel nu dat geldt γ � i. Als er dan zou gelden βi x 0 zouden we in staat zijn om qi�1 te definiëren. Echter
uit propositie 5.3 volgt dat de dimensie van Kl�A,v� � i voor l C i. Dan zouden we dus i � 1 basisvectoren
kunnen vinden voor een ruimte van dimensie i¡.

Uit het combineren van Proposities 5.2 ,5.5 en 6.4 volgt er nu: als βi gelijk is aan nul, dan zijn alle Ritz
paren echte eigenparen zijn van A.

6.3 Convergentie en nauwkeurigheid

In deze paragraaf bestuderen we de nauwkeurigheid en de convergentie van de Ritz paren en naar welk
eigenpaar van A een Ritz paar convergeert. Gedurende dit hoofdstuk werken we met de Krylov deelruimte
Kk�A,v� met v > Cn een vector en een hermitische matrix A > Cn�n. Hierbij nemen we aan dar k voor alle
Krylov deelruimten die we beschouwen kleiner is dan of gelijk aan de graad van v. De kolommen vanQk > Cn�k
vormen de orthonormale basis van de Krylov deelruimte en Tk > Ck�k is gedefinieerd door vergelijking (6.7).

Met �θ�k�i , v
�k�
i � duiden we een eigenpaar van Tk aan. De i is hierbij de index van θ

�k�
i als we de Ritz waarden

als volgt ordenen

θ
�k�
1 B θ

�k�
2 B � B θ

�k�
k . (6.14)

Omdat hermitische matrices reële eigenwaarde hebben, zoals volgt uit Stelling 2.9, kunnen we de eigenwaar-

den op deze manier ordenen. Het bijbehorende Ritz paar is nu �θ�k�i , y
�k�
i � met y

�k�
i � Qkv

�k�
i .

We beginnen met de analyse van naar welk eigenpaar van A het Ritz paar �θ�k�i , y
�k�
i � convergeert. Om

dit te bepalen gebruiken we de Cauchy interlace Stelling die als volgt wordt gegeven:

Stelling 6.5. (Cauchy interlace Theorem, [11]) Laat A > Cn�n een hermitische matrix zijn en neem m >

N,m @ n. Stel dat er een hermitische matrix B > Cm�m, een matrix C > Cm�n�m en een matrix D > Cn�m�n�m

bestaan zodat er geldt:

A � � B C
CH D

	 .
Laat de eigenwaarden van A gegeven zijn door α1 B α2 B � B αn en de eigenwaarden van B door β1 B β2 B

� B βk. Dan geldt er dat

αk B βk B αk�n�m voork > �1,2,�,m�.
Deze stelling kunnen we nu toepassen op Tk�1, er geldt immers dat Tk�1 � � Tk C

CH αk�1
	 met C > Ck de vector

met 0 als de eerste k � 1 elementen en βk als laatste element. Het toepassen van Stelling 6.5 op Tk�1 met Tk
als de hermitische submatrix geeft nu dat er geldt:

θ
�k�1�
i B θ

�k�
i B θ

�k�1�
i�1 B θ

�k�
i�1 B θ

�k�1�
i�2 . (6.15)

Hierbij voldoen de eigenwaarden van Tk en Tk�1 aan vergelijking (6.14). Uit vergelijking (6.15) volgt er nu,

dat voor een vaste i, θ
�k�
i monotoon daalt als k toeneemt. Ook zien we dat de grootste eigenwaarde van Tk�1
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6 LANCZOS METHODE

altijd groter is dan of gelijk aan de grootste eigenwaarde van Tk. Immers vergelijking (6.15) geeft θ
�k�
k B θ

�k�1�
k�1

en Tk heeft k eigenwaarden en Tk�1 heeft er k � 1.
In het geval dat de graad van v gelijk is aan n, zijn de eigenwaarden van A gelijk aan die van Tn omdat deze
matrices gelijkvormig zijn. We nemen aan dat de eigenwaarden λi�A� zo zijn geordend zodat λi�A� B λi�1�A�
geldt. Omdat moet gelden λi�A� � θ�n�i volgt er dat θ

�k�
i monotoon dalend convergeert naar λi�A� en dat

θ
�k�
k�1�i monotoon stijgend convergeert naar λn�1�i�A�.

Echter als de graad van v, noem deze γ, kleiner is dan n kunnen we niet stellen naar welk eigenpaar van A
een Ritz paar convergeert. Wel volgt er uit propositie 5.5 en 5.2 dat de eigenwaarden QHγ AQγ ook eigen-

waarden zijn van A. Dus weten we wel dat θ
�k�
i monotoon dalend convergeert naar λi�QHγ AQγ� en dat θ

�k�
k�1�i

monotoon dalend convergeert naar λγ�1�i�QHγ AQγ�.
Verder volgt uit de Kaniel-Paige-Saad grenzen dat de Lanczos methode convergeert naar die eigenwaar-
den waarvan de vector v een component heeft in de richting van de eigenvectoren. Ook volgt eruit dat de
eigenwaarden met de grootste absolute waarde het eerste convergeren. Tot slot is er ook bekend dat de
Lanczos methode wel convergeert naar een meervoudige eigenwaarde, maar dat we maar één eigenvector voor
de eigenwaarde vinden. Deze eigenvector is een willekeurige vector uit de eigenruimte behorend bij deze
eigenwaarde [12, § 4.4.2].

Nu we gezien hebben waar een Ritz paar van Tk naartoe zal convergeren, willen we weten hoe nauwkeu-
rig het Ritz paar het eigenpaar van A benaderd. Om een maat te hebben voor de afstand tussen een Ritz
paar en een echt eigenpaar van A, en dus de nauwkeurigheid van het Ritz paar, definiëren we het residu van
een Ritz paar. Dit lijkt sterk op het residu voor de machtsmethode, zie vergelijking (3.5). Het residu van het

Ritz paar �θ�k�i , y
�k�
i � wordt gegeven door

r
�k�
i � Ay

�k�
i � θ

�k�
i y

�k�
i . (6.16)

Echter zien we nu dat we de uitdrukking voor het residu, met behulp van vergelijking (6.8) als volgt kunnen
omschrijven:

Ay
�k�
i � θ

�k�
i y

�k�
i � �AQk �Qkθ�k�i � v�k�i � �AQk �QkTk� v�k�i � βkqk�1 � e

H
k � v

�k�
i .

Als we met v
�k�
i �j� het jde element van de vector v

�k�
i noteren volgt er dat het residu gelijk is aan:

r
�k�
i � βkqk�1v

�k�
i �k�. (6.17)

Dus de norm van het residu SSr�k�i SS2 � βk Sv�k�i �k�S is gegeven door de elementen van Tk en de eigenvectoren van
Tk. Aangezien we deze beide bepalen met het Lanczos algoritme hebben we nu dus een maat voor de afstand
tussen een Ritz paar en een echt eigenpaar van A die we gedurende het algoritme kunnen bepalen. Met
het residu van het Ritz paar kunnen we nu de lokale fout van het Ritz paar afschatten op een vergelijkbare
manier als bij de machtsmethode, zie Stelling 3.5.

Stelling 6.6 (Lokale fout Lanczos). Laat A > Cn�n een hermitische matrix zijn. Neem nu een Ritz paar�θ�k�i , y
�k�
i � bepaald uit de eigendecompositie van Tk en Qk. Dan bestaan er een eigenwaarde λ van A en een

vector x > E�λ�, zodat er geldt:

Sλ � θ�k�i S B βk Sv�k�i �k�S, SSx � y�k�i SS2 B 2
βk Sv�k�i �k�S
γA�λ� , (6.18)

met γA�λ� wederom de eigenwaarde kloof uit Definitie 3.4.

Deze Stelling is een toepassing van Stelling 4.9 uit [6] op de Lanczos methode. We zien voor de Lanczos

methode dat de norm van r
�k�
i een grens volgt op de lokale fout van de Ritz waarde. Hoe goed de Ritz

vector ook een vector uit de eigenruimte van λ benadert is ook afhankelijk van de spreiding van de andere
eigenwaarden van A die dicht bij λ liggen. Er volgt wel: hoe groter de afstand tussen λ en de rest van het
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spectrum, hoe beter de benadering van de Ritz vector is bij dezelfde waarde van het residu.

Er is naast stelling 3.5 ook nog een afschatting voor de lokale fout van alle Ritz waarden van de matrix
Tk.

Stelling 6.7. (Lokale fout Ritz waarden) Laat V HTkV � Λ de eigendecomopositie van Tk zijn en met Λ �

diag�θ1,�, θk�. Dan zijn er eigenwaarden α1,�, αk van A zodat er geldt

Sαi � θiS B βk voor i > �1,2,�, k�. (6.19)

Deze Stelling is de veralgemening van Stelling 7.2.1[3]. Daar wordt deze stelling alleen bewezen voor sym-
metrische matrices. Het bewijs maakt echter alleen gebruik van dat de matrix symmetrisch is om de Stelling
van Weyl toe te passen. Daar de Stelling van Weyl is ook geldig voor hermitische matrices, zie Stelling 2.16,
is het bewijs uit [3] ook geldig voor Stelling 6.7.

We kunnen Stelling 6.7 ook zien als een gevolg van Stelling 6.6. Immers als we aannemen dat de eigen-

vectoren van Tk genormaliseerd zijn, volgt er Sv�k�i S B 1 waardoor Stelling 6.7 inderdaad volgt uit Stelling 6.6.
Uit Stelling 6.7 volgt nu dat βk een bovengrens is voor de lokale fout voor alle Ritz waarden van Tk. Dit
komt ook overeen met dat βk � 0 impliceert dat alle Ritz paren echte eigenparen van A zijn.

6.4 Orthogonalisatie

Het blijkt echter dat de Lanczos methode uit algoritme 3 niet altijd convergeert zoals besproken in de vorige
paragraaf. Het volgende voorbeeld illustreert het probleem dat optreedt bij de convergentie van algoritme 3.

Voorbeeld 6.8. In dit voorbeeld bekijken we een symmetrische matrix M > R2000�2000. Deze is gevormd

als M �
�QDQH�H�QDQH

2
waarbij Q > R2000�2000 een willekeurige orthogonale matrix en D > R2000�2000 een

Gauss�0,15� diagonaalmatrix is. We passen algoritme 3 toe op M met k � 150 en v > R2000 een willekeurige
uniforme vector. De eigenwaarden van M zijn ook bepaald met de Matlab functie eig. De eigenwaarde met de
grootste absolute waarde van M ligt rond �57. In grafiek 6a is het verloop van alle Ritz waarden kleiner dan
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(a) Het verloop van alle Ritz waarden en alle eigenwaarden
(+) kleiner dan �45 van M voor Lanczos zonder heror-
thogonalisatie. We zien hier dat er meerder Ritz waarden
naar dezelfde eigenwaarde convergeren.
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(b) De waarde van SSQHk Qk�Ik SS2 per iteratie. Theoretisch
geldt er SSQHk Qk � Ik SS2 � 0. Zoals te zien in deze grafiek
is het numeriek niet het geval dat deze norm gelijk is aan
0 maar heeft het verloop van deze norm gedurende de
iteraties de vorm van een trap.

Figuur 6: In deze figuren zien we dat wanneer er een extra Ritz waarde ontstaat die convergeert naar de
grootste eigenwaarde van M in absolute zin, de norm van SSQHk Qk � Ik SS2 dan of net daarvoor sterk stijgt.

�45 weergegeven. We zien hierbij dat er drie Ritz waarden naar de eigenwaarde rond �57 convergeren, ook
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drie naar de eigenwaarde rond �52 en twee naar de eigenwaarde rond �47. Om het aantal Ritz waarden te
bepalen dat naar een eigenwaarde convergeert, tellen we het aantal Ritz waarden dat naar deze eigenwaarde
dalen. Figuur 6b toont de norm van QHk Qk � Ik voor alle iteraties. Theoretisch moet dit gelijk zijn aan nul
omdat de kolommen van Qk orthonormaal zijn. Echter zien we dat de norm QHk Qk � Ik twee keer in een
paar iteraties met één toeneemt. In grafiek 6a zien we nu dat als de norm van QHk Qk � Ik bijna met één
is toegenomen, er een extra Ritz waarde ontstaat die naar de grootste eigenwaarde van M , in absolute zin,
convergeert. Uit de gelijktijdigheid van het ontstaan van een kopie van de Ritz waarde, die naar eigenwaarde
van A met de grootste modulus convergeert, en het stijgen van de waarde SSQHk Qk � Ik SS2 , zie figuur 6b,
ontstaat het vermoeden dat het verlies van orthogonaliteit van de qi’s gelinkt kan worden aan het ontstaan
van kopieën van Ritz waarden. Q

In voorbeeld 6.8 zien we dat de kolommen van Qk niet langer orthonormaal zijn en dat dit verband lijkt te
houden met het ontstaan van kopieën van Ritz waarden. Het verlies van de orthonormaliteit van de qi’s,
die volgt uit vergelijking (6.12), komt doordat de orthogonaliteit van qk�1 ten opzichte van q1, q2,�, qk ge-
waarborgd wordt door de orthogonaliteit ten opzichte van qk�1 en qk. Echter omdat we numeriek te maken
hebben met afrondfouten, zal de orthogonaliteit van qk�1 ten opzichte van qk�1 en qk niet exact zijn. Hierdoor
is qk�1 ook niet meer exact orthogonaal ten opzichte van de overige vectoren. De waarde van `qi, qk�1e zal
vanaf iteratie k � i � 2 steeds groter kunnebn worden, omdat voor toenemende waarde k elke iteratie een
afrondfout in dit inproduct kan sluipen. Het blijkt dat zodra het residu van een Ritz paar klein wordt de
nieuwe basis vectoren componenten in de richting van die Ritz vector krijgen, wat leidt tot een extra kopie
van de Ritz waarde [12, §4.4.4] Om het ontstaan van kopieën van Ritz waarden te voorkomen moeten we dus
de orthogonaliteit van de qi’s verbeteren .

Een manier om de orthogonaliteit van de vectoren q1, q2,�, qk, qk�1 te verbeteren is door Aqi te orthogo-
naliseren ten opzichte van alle al bepaalde basisvectoren, in plaats van alleen ten opzichte van qi en qi�1,
door toepassing van Gram-Schimdt proces. Echter om er zeker van te zijn dat de fout nu klein genoeg is,
dienen we twee keer Gram-Schmidt orthogonalisatie toe te passen [13]. Om dit te implementeren vervangen
we regel 7 uit algoritme 3 door

z � z �Q��,2 � i � 1� �Q��,2 � �i � 1��Hz� , z � z �Q��,2 � i � 1� �Q��,2 � �i � 1��Hz� .
Dit wordt Lanczos met volledige herorthogonalisatie genoemd.

Echter kost Lanczos met volledige herorthogonalisatie veel extra bewerkingen. Daarom wordt in de praktijk
vaak gebruik gemaakt van selectieve herorthogonalisatie. Hierbij wordt eerst vergelijking (6.5) gebruikt voor

de orthogonalisatie. Daarna controleren we voor alle Ritz vectoren y
�k�
i of de component van qk�1 in de

richting de Ritz vector problemen oplevert voor de convergentie van de Ritz paren. Indien dat het geval is

wordt qk�1 ook georthogonaliseerd ten opzichte van deze Ritz vector. Er geldt y
�k�
i � Pkj�1 v

�k�
i �j�qj waarbij

v
�k�
i �j� de jde component van de eigenvector v

�k�
i van Tk is. In feite orthogonaliseren we dus ook nu qk�1 ten

opzichte van de vorige qi’s. Nu wordt alleen het belang van orthogonaliseren ten opzichte qi aangegeven door

v
�k�
i �j�.

Nu rest nog hoe we bepalen wanneer de component van qk�1 in de richting van y
�k�
i problematisch is voor

de convergentie. We hebben al genoemd dat dit gelinkt is aan het residu van het Ritz paar. De volgende

Stelling geeft de orde van grootte van het inproduct `y�k�i , qk�1e.
Stelling 6.9. (Paige [3, Stelling 7.3] ) Laat Tk en Qk � �q1, q2,�, qk� de matrices zijn bepaald met het Lanczos
algoritme voor een Krylov deelruimte van dimensie k. Neem aan dat we de exacte eigendecompositie van Tk
hebben, die gegeven is door V Hk TkVk � Λ met Vk � �v1, v2,�vk�. Noteer de Ritz vectoren als y

�k�
i � Qkv

�k�
i .

Dan geldt er dat:

�y�k�i �H qk�1 �
O �εSSASS2�
βk Sv�k�i �k�S . (6.20)

Uit vergelijking (6.17) volgt er dat βk Svi�k�S gelijk is aan de lengte van het residu van een Ritz paar.

29



6 LANCZOS METHODE

1 def Lanczosso(A,x0, k):

Input : -A > Cn�n een hermitische matrix.
-x0 > Cn de vector waarmee we de Krylov deelruimte opspannen.
-k de dimensie van de Krylov deelruimte.

Output: -Q > Cn�k�1 een unitaire matrix, waarvan de kolommen een orthonormale basis van de
Krylov deelruimte vormen.
-T > Ck�1�k�1 een tridiagonale matrix, de projectie van A op de Krylov deelruimte.
-Λ > Ck�k een diagonaalmatrix met de Ritz waarden als elementen.
-Y > Cn�k een matrix met als kolommen de Ritz vectoren.

2 Creëer een n � k � 2 matrix Q en een k � 1 � k � 1 matrix T .

3 q1 �
x0SSx0SS2 , β0 � 0, q0 �

Ñ0
4 for i � 1 � k:
5 z � Aqi
6 αi � q

H
i z

7 z � z � αiqi � βi�1qi�1

8 for j � 1 � i � 1:

9 if βi�1Sv�i�1�
j �i � 1�S BºεSSTi�1SS2:

10 y
�i�1�
j � Q��,2 � i�v�i�1�

j

11 z � z � �y�i�1�
j

H
z� y�i�1�

j

12 end

13 end
14 βi � SSzSS2
15 if βi � 0:
16 break
17 end
18 qi�1 �

z
βi

19 tii � αi
20 ti,i�1 � βi
21 ti�1,i � βi

22 Bepaal de eigendecompositie T �1 � i,1 � i� � V �i�ΛV �i�H van T

23 end
24 Definieer Q � Q��,2 � end�.
25 Bepaal de benaderde eigenvectoren Y � Q��,1 � k�V

Algoritme 4: Lanczos met herorthogonalisatie

Bij selectieve herorthogonalisatie gebruiken dus vergelijking (6.20) om te bepalen wanneer qk�1 georthogo-

naliseerd moet worden ten opzichte van y
�k�
i . Het is aan te tonen dat het Lanczos algoritme de gewenste

eigenschappen behoudt, indien Qk semi-orthogonaal blijft. Hiermee word bedoelt dat er geldt QHk Qk � Ik�E

met SSESS2 @
º
ε [12, §4.4.4]. We willen dus zorgen dat er geldt �y�k�i �H qk�1 @

º
ε. Uit Stelling 6.9 volgt dat

hier meestal aan wordt voldaan indien er geldt βk Svi�k�S @ºεSSASS2. Aangezien SSASS2 wellicht onbekend is maarSSTk SS2 wel bekend is, vervangen we SSASS2 door SSTk SS2 [3, §7.4]. Omdat zowel A als Tk hermitische matrices
zijn is de 2-norm van deze matrices gelijk aan hun de spectrale radius. Aangezien de spectrale radius gelijk
is aan maxi SλiSvoor λi > Λ�A� en dit de eigenwaarde is waar de Ritz waarden het eerst naar convergeren, is
het vervangen van SSASS2 door SSTk SS2 redelijk.

Het algoritme voor selectieve herorthogonalisatie staat in algoritme 4 en is gebaseerd op algoritme 7.3 uit [3].
In regel 8 tot en met 12 zien we de uitvoering van de selectieve herorthogonalisatie. Dat hier β en de dimensie
van T waar v een eigenvector van is i � 1 is, komt omdat we i hier al wel met één verhoogd hebben maar
nog niet Ti bepaald. Verder zien we nog dat de eigendecompositie van Ti nu elke iteratie bepaald wordt,

30



6 LANCZOS METHODE

in plaats van pas als we Tk hebben bepaald, zoals in algoritme 3. Dit is noodzakelijk voor de selectieve
herorthogonalisatie omdat we anders de grens uit Stelling 6.9 uit kunnen bepalen.

Op basis van Stelling 6.9 ontstaat ook een vermoeden voor de oorzaak achter het gedrag van de waardeSSQHk Qk � Ik SS2 uit voorbeeld 6.8. Het vermoeden is dat de waarde van deze norm samenhangt met de maxi-
male kolomsom van QHk Qk � Ik, wat gelijk is aan het maximale inproduct van één qj met alle overige qi’s.
Als de eerste Ritz waarde, die met de grootste modulus, convergeert zal er wegens Stelling 6.9 een nieuwe
basisvector ontstaan, die ongeveer gelijk is aan de Ritz vector behorend bij deze Ritz waarde. De som van het
inproduct van deze basisvector met alle overige basisvectoren is dan ongeveer gelijk aan 1. Immers een Ritz
vector is een lineaire combinatie van qi’s. Als er daarna andere Ritz waarden convergeren en basisvectoren
ongeveer gelijk worden aan die Ritz vectoren is de maximale som van het inproduct van een deze basisvecto-
ren met alle andere basisvectoren nog steeds ongeveer gelijk aan 1. Echter als er nog een kopie van een Ritz
waarde ontstaat, wat het eerst gebeurd voor de Ritz waarde met de grootste modulus, is er dus wederom
een basisvector ongeveer gelijk aan de bijbehorende Ritz vector. Nu heeft deze basisvector een inproduct van
twee met de overige basisvectoren omdat er al een andere basisvector bestond die een kopie van deze Ritz
vector is.

6.5 Spectrale transformatie

Zoals we hebben gezien in hoofdstuk 6.3 convergeren bij de Lanczos methode de eigenwaarden met de grootste
modulus van A het eerst. Echter als we nu opzoek zijn naar de eigenwaarden van een matrix A die het dichtst
bij de waarde σ > R liggen, kan het zijn dat het lang duurt voordat deze eigenwaarden convergeren. Om dit
probleem te verhelpen kunnen we de Lanczos methode toepassen op een shift-and-invert operator, zodat de
eigenwaarden het dichtst bij σ als eerste convergeren. Deze operator is gegeven door B � �A � σI��1

. Dit
werkt op een vergelijkbare manier als de inverse iteratie, die de machtsmethode gebruikt om het eigenpaar
het dichtst bij σ > C te bepalen. Zoals we al hebben gezien in het hoofdstuk over de inverse iteratie (hoofdstuk
4) geldt er nu voor B:

� Voor alle µ > Λ�B� bestaat er een λ > Λ�A� zodat µ �
1
λ�σ

.

� Als er voor v > Cn geldt Bv � µv dan geldt ook er Av � λv met λ � σ � 1
µ

.

Er moet nog altijd wel gelden dat A�σI inverteerbaar is om dit uit te kunnen voeren. Als A�σI niet inver-
teerbaar is hebben we voor σ een eigenwaarde van A gekozen. We kunnen dan natuurlijk wel een waarde σ̃
kiezen die iets van σ afligt om dit probleem te voorkomen.

Om dit te implementeren hoeven er maar een paar aanpassingen gedaan te worden aan de gewone Lan-
czos methode. Aangezien Lanczos met selectieve herorthogonalisatie het meest gebruikt wordt, zullen we
aangeven hoe we spectrale transformatie kunnen implementeren uitgaande van algoritme 4. Hiertoe moet
het volgende veranderd worden aan dat algoritme

� In regel 5 vervangen we z � Aqi door het oplossen van het lineaire stelsel �A � σI� z � qi voor z.

� Voeg aan regel 21 toe dat de elementen van Λ, vervangen worden door θi � σ �
1
λi

.

Zoals volgt uit de analyse van paragraaf 6.3 convergeren nu de eigenwaarden van B met de grootste modulus
het eerst. Dit leidt ertoe dat de eigenwaarden λ > Λ�A� waarvoor T 1

λ�σ
T het grootst is, en dus die eigenwaarden

die het dichtst bij σ liggen, het eerst convergeren.

6.6 Numerieke voorbeelden

We zullen nu een numerieke voorbeeld van de Lanczos methode bekijken. We hanteren hierbij de volgende

drie maten voor de fout van een Ritz waarde θ
�k�
i voor een matrix A.

� De globale fout gegeven door
Uλi�A��θ�k�i U

Sλi�A�S .
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6 LANCZOS METHODE

� De lokale fout, die gelijk is aan
minλ>Λ�A�Uλ�θ�k�i U

Sλi�A�S .

� Het residu, bepaald door
βk Sv�k�i �k�SSλi�A�S .

Hierbij is λi�A� de eigenwaarde van A waar θ
�k�
i naartoe convergeert volgens de analyse uit paragraaf 6.3. Als

de eigenwaarden van A en de Ritz waarden zijn geordend volgens 6.14, dan volgt voor negatieve Ritz waarde

θ
�k�
i dat die naar λi�A� convergeert en voor positieve Ritz waarde dat deze naar λn�1�l�A� convergeert met
l � k � 1 � i.[3, §7.3].

In het volgende voorbeeld vergelijken we de werking van de Lanczos methode met volledige, selectieve en
zonder herorthogonalisatie.

Voorbeeld 6.10. We bekijken opnieuw de matrix M > R2000�2000 uit voorbeeld 6.8 met dezelfde vector
v > C2000 en k � 150. We voeren nu niet alleen de Lanczos zonder herorthogonalisatie uit, algoritme 3,
maar ook met volledige en selectieve, algoritme 4, herorthogonalisatie. In figuur 7 zijn de Ritz waarden
en eigenwaarden groter dan 35 te zien evenals de lokale en globale fout en het residu voor de grootste vier
eigenwaarden, in reële zin. Er is voor gekozen om deze resultaten voor de selectieve herorthogonalisatie
niet weer gegeven, omdat deze niet te onderscheiden zijn van de Lanczos met volledige herorthogonalisatie.
We zien in de figuren 7a en 7b dat er bij Lanczos zonder herorthogonalisatie kopieën van Ritz waarden
ontstaan en dat dit niet gebeurt bij de volledige herorthogonalisatie. Verder zien we in figuur 7c en 7d dat
de lokale fout altijd kleiner is dan de globale fout. Dit volgt overigens ook al uit de definitie van deze twee
fouten. Voor de volledige herorthogonalisatie zien we dat zodra deze fouten rond de machine precisie zitten,
ze daar blijven schommelen. Voor Lanczos zonder herorthogonalisatie zien we dat, behalve voor de grootste
Ritz waarde, de lokale en globale fout rond de iteraties 90 tot 100 terug schieten naar de orde 100. Dit

komt omdat er dan een kopie van een Ritz waarde is ontstaan, die nu θ
�k�
2 is geworden in de ordening van

vergelijking 6.14. De fout schiet hier dus omhoog omdat we nu een kopie van Ritz waarde volgen. Omdat
deze kopie nog niet geconvergeerd is vergroot ook de lokale fout, die afneemt als de kopie convergeert. De
globale fout blijft van orde 100 omdat de kopie niet naar λi�A� convergeert maar naar λj�A� met j A i. In
figuur 7e en 7f zien we dat het residu altijd groter is dan de lokale fout, wat theoretisch volgt uit stelling
6.6, totdat de machine precisie bereikt wordt. Daarna blijft het residu krimpen terwijl de lokale fout daar
blijft hangen. Omdat we de machine precisie hebben bereikt is dit niet in tegenspraak met stelling 6.6 omdat
waarden kleiner dan de machine precisie onbetrouwbaar zijn. Verder vertoont het residu hetzelfde gedrag
als de lokale fout bij het ontstaan van kopieën van Ritz waarden omdat het residu ook alleen de afstand tot
het dichtstbijzijnde eigenpaar aangeeft. In figuur 8 zijn per iteratie alle Ritz waarden weergeven waarvan de

eigenvector y
�k�
i gebruikt worden voor de herorthogonalisatie van qk�1. We zien hierbij dat de Ritz waarden

op het oog al geconvergeerd zijn, we eisen immers dat het residu kleiner is dan
º
εSSTk SS2 voordat we een Ritz

vector selecteren. Ook zien we dat Ritz vectoren met een Ritz waarden met de grootste moduli het eerst
voor herorthogonalisatie worden geselecteerd. Dit reflecteert dat de Ritz waarden het eerst convergeren naar
eigenwaarden met de grootste moduli. Q
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(a) De Ritz waarden en de eigenwaarden (+) groter dan
35 van M voor Lanczos met volledige herorthogonalisatie.
We zien dat er geen kopien̈ van Ritz waarden ontstaan.
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(b) De Ritz waarden en de eigenwaarden (+) groter dan
35 van M voor Lanczos zonder herorthogonalisatie. We
zien dat er kopien̈ van Ritz waarden ontstaan.

0 50 100 150

nummer iteratie (k)

10
-15

10
-10

10
-5

10
0

lo
k
a
le

  
&

 g
lo

b
a
le

 f
o
u
t

(c) De lokale (+) en globale fout (j) van de grootste vier
positieve eigenwaarden van M met volledige herorthogo-
nalisatie.

0 50 100 150

nummer iteratie (k)

10
-20

10
-15

10
-10

10
-5

10
0

lo
k
a
le

  
&

 g
lo

b
a
le

 f
o
u
t

(d) De lokale (+) en globale fout (j) van de grootste vier
positieve eigenwaarden van M zonder herorthogonalisatie.
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(e) De lokale (+) fout en het residu (Q) van de grootste
vier positieve eigenwaarden van M met volledige heror-
thogonalisatie.
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(f) De lokale (+) fout en het residu (Q) van de grootste
vier positieve eigenwaarden van M zonder herorthogona-
lisatie.

Figuur 7: In deze figuren zijn de Ritz waarden en de eigenwaarden groter dan 35 van M te zien voor Lanczos
met volledige en zonder herorthogonalisatie. Ook is de globale en lokale fout en het residu voor beide varianten
van Lanczos voor de vier grootste eigenwaarden te zien. Hierbij zien we dat de fout voor Lanczos zonder
herorthogonalisatie stijgt als er kopieën van Ritz waarden ontstaan.
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7 ARNOLDI METHODE

Figuur 8: De Ritz waarde (+) waarvan de eigenvectoren y
�k�
i geselecteerd worden voor de herorthogonalisatie

van qk�1. Ook alle eigenwaarden van M (+) worden getoond.

7 Arnoldi methode

In dit hoofdstuk bespreken we de Arnoldi methode. Net zoals de Lanczos methode uit hoofdstuk 6 berust deze
methode op toepassing van de Rayleigh-Ritz procedure op een Krylov deelruimte. Deze methode is in staat
om meerdere eigenparen van een willekeurige matrix A > Cn�n te benaderen. We beginnen het hoofdstuk
met de afleiding van een methode om een orthogonale basis van de Krylov deelruimte te bepalen in paragraaf
7.1. In deze paragraaf leiden we ook de uitdrukkingen voor de projectie van A op de Krylov deelruimte af.
Daarna bespreken we het standaard Arnoldi algoritme in paragraaf 7.2 en bekijken we de convergentie en de
nauwkeurigheid van dit algoritme in paragraaf 7.3. In paragraaf 7.4 bekijken we verschillende variaties op
het Arnoldi algoritme om convergentie te verkrijgen met een kleinere dimensie van de Krylov deelruimte of
om gewenste eigenwaarden van A het eerst te laten convergeren. Tot slot bekijken we in paragraaf 7.5 een
paar numerieke voorbeelden van de Arnoldi methode.

7.1 Bepaling orthonormale basis Krylov deelruimte & projectie van A

We gaan nu een orthonormale basis van de Krylov deelruimte Km�A,v� bepalen voor een willekeurige ma-
trix A. Wederom volgt uit Propositie 6.1: stel dat we een orthonormale basis �q1, q2,�, qm� hebben voor
Km�A,v�, dan vormt �q1, q2,�, qm,A

mv� een basis van Km�1�A,v�. We nemen hierbij aan dat voor de graad
van v, γ, geldt m � 1 B γ zodat de dimensie van Km�1�A,v� gelijk is aan m � 1, zie Propositie 5.3.

Door volgende iteratieve proces uit te voeren voor k > �2,3,�,m � 1� kunnen we een set genormaliseerde
vectoren �q1, q2,�, qm�1� bepalen. Hierbij geldt er q1 �

vSSvSS2 .

qk�1 � Aqk

for i > �1,2,�, k�
qk�1 � qk�1 � `qi, qk�1eqi

beëindig for

qk�1 �
qk�1SSqk�1SS2 .
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Dit proces is het modified Gram-Schimdt orthogonalisatieprocedé [13]. We zullen aantonen dat deze verza-
meling vectoren een orthonormale basis vormt van Km�1�A,v� in Stelling 7.1. In dezelfde Stelling bepalen
we ook de projectie van A op Km�1�A,v�. Het modified Gram-Schimdt orthogonalisatieprocedé kunnen we
ook samenvatten in de volgende formule

qk�1 �
Aqk � `q1,Aqkeq1 � `Aqk � `q1,Aqkeq1, q2eq2 �� � `Aqk � `q1,Aqkeq1 �� � `qk�1,Aqkeqk�1, qkeqkSSAqk � `q1,Aqkeq1 � `Aqk � `q1,Aqkeq1, q2eq2 �� � `Aqk � `q1,Aqkeq1 �� � `qk�1,Aqkeqk�1, qkeqk SS2 .

(7.1)

Stelling 7.1. Laat A > Cn�n een willekeurige matrix zijn. Neem een vector v > Cn en noem de graad van
v, γ. Voor een Krylov deelruimte Km�A,v� met m B γ geldt er dat �q1, q2,�, qm� een orthonormale basis van
deze deelruimte vormt met:

q1 �
vSSvSS2 , (7.2)

en qi voor i > �2,3,�,m� gegeven door vergelijking (7.1). Definieer de matrix Qm > Cn�m als Qm ��q1, q2, �, sqm�. De projectie van A op de Krylov deelruimte, QHmAQm � Hm is een boven-hessenberg ma-
trix met de volgende elementen:

hkl �

¢̈̈̈̈¦̈̈̈̈¤
`qk,Aqle k B lSSAql �Pli�1`qi,AqleqiSS2 k � l � 1

0 k A l � 1

. (7.3)

Bewijs. Aangezien we de verzameling �q1, q2,�, qm� recursief definiëren volstaat een bewijs met inductie op
k om aan te tonen dat �q1, q2,�, qm� een orthonormale basis vormt van Km�A,v�. Uit Stelling 6.3 volgt er
voor k � 1 dat �q1� een orthonormale basis van K1�A,v� vormt.

Neem nu aan aan dat �q1, q2,�, qk� een orthonormale basis van Kk�A,v� vormt, met k B m � 1. Als we
nu de (toegevoegde) lineariteit van het inproduct en dat er geldt `qi, qje � δij voor i, j > �1,2,�, k� gebruiken,
volgt er dat vergelijking 7.1 gelijk is aan:

qk�1 �
Aqk �P

k
i�1`qi,AqkeqiSSAqk �Pki�1`qi,AqkeqiSS2 . (7.4)

Uit de inductie hypothese volgt dat het voldoende is om de volgende drie punten aan te tonen om te laten
zien dat �q1, q2,�, qk�1� een orthonormale basis van Kk�1�A,v� vormt:

� SSqk�1SS2 � 1;

� `qk�1, qie � 0 voor i > �1,2,�, k�;

� span�q1, q2,�, qk,A
kv� � span�q1, q2,�, qk, qk�1�.

Uit vergelijking (7.4) volgt er direct dat er aan het eerste punt is voldaan. Verder volgt er uit vergelijking
(7.4), `qi, qie � δij voor i, j > �1,2,�, k�. Als we dit combineren met de (toegevoegde) lineariteit van het
inproduct volgt er:

`qk�1, qie � 1SSAqk �Pkj�1`qj ,Aqkeqj SS2 `Aqk �
k

Q
j�1

`qj ,Aqkeqj , qie
�

1SSAqk �Pkj�1`qj ,Aqkeqj SS2
��`Aqk, qie �

k

Q
j�1

�`qj ,Aqke�`qj , qie���
�

`Aqk, qie � `qi,Aqke�SSAqk �Pkj�1`qj ,Aqkeqj SS2 � 0.
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Dus de vectoren �q1, q2,�, qk�1� vormen inderdaad een orthonormaal systeem. Het rest nu nog het laatste
punt aan te tonen, oftewel dat het ook een basis van Kk�1�A,v� is. Uit het herhaald toepassen van vergelijking
(7.4) volgt dat er ν,µi > C bestaan zodat geldt qk�1 � νA

kv �Pki�1 µiqi. Er volgt dus

span�q1, q2,�, qk, qk�1� � span�q1, q2,�, qk, νA
kv �

k

Q
i�1

µiqi¡ .
Uit Definitie 2.1 volgt er dat dit gelijk is aan

span�q1, q2,�, qk, qk�1� � span�q1, q2,�, qk,A
kv� .

We hebben nu dus met inductie aangetoond dat �q1, q2,�, qm� een orthonormale basis vormt van Km�A,v�
met q1 �

vSSvSS2 en qi voor i C 2 gedefinieerd door vergelijking (7.1).

Nu rest het aan te tonen dat Hm � QHmAQm een boven-hessenberg matrix is met elementen die voldoen
aan vergelijking (7.3). Uit de definitie van Hm volgt dat er geldt

hkl � q
H
k Aql. (7.5)

Als we nu vergelijking (7.4) gebruiken en hier Aqm uit vrij schrijven, krijgen we

hkl � q
H
k �ql�1SSAql � l

Q
i�1

`qi,AqleqiSS2 � l

Q
i�1

`qi,Aqleqi� (7.6)

�

¢̈̈̈̈¦̈̈̈̈¤
`qk,Aqle k B lSSAql �Pli�1`qi,AqleqiSS2 k � l � 1

0 k A l � 1.

(7.7)

Dus Hm is inderdaad een boven-hessenberg matrix met elementen die voldoen aan vergelijking (7.3).

We hebben nu uitdrukkingen gevonden voor een orthonormale basis van Km�A,v� en de projectie QHmAQm �

Hm. Het blijkt echter dat we ook een uitdrukking voor AQm kunnen bepalen. Deze uitdrukking zullen we
later gebruiken om het residu van een Ritz paar te bepalen.

Propositie 7.2. Neem een willekeurige matrix A > Cn�n en een vector v > Cn. Noem de graad van v, γ.
Voor een Krylov deelruimte Kk�A,v� met k B γ en Hk en Qk zoals uit Stelling 7.1 geldt er

AQk � QkHk � hk�1,kqk�1e
H
k . (7.8)

Bewijs. Uit de definitie van Qk volgt er

AQk � �Aq1,Aq2,�Aqk�.
Als we uit vergelijking (7.4) Aql vrijschrijven volgt er

� �q2SSAq1 � `q1,Aq1eq1SS2 � `q1,Aq1eq1,���, qk�1SSAql � k

Q
i�1

`qi,AqkeqiSS2 � k

Q
i�1

`qi,Aqkeqi	 .
Met gebruik van vergelijking (7.3) volgt er

� QkHk � hk�1,kqk�1e
H
k .

De Arnoldi methode net als de Lanczos methode gebruik maakt van de Rayleigh-Ritz procedure op Krylov
deelruimte. We zijn we nu instaat om eerste twee stappen van deze Rayleigh-Ritz procedure uit te voeren.
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1 def Arnoldi(A,x0, k):

Input : -A > Cn�n een matrix waarvan we de eigenwaarde en eigenvectoren willen benaderen.
- x0 > Cn de vector waarmee we de Krylov deelruimte opspannen.
-k de gewenste dimensie van de Krylov deelruimte.

Output: -Q > Cn�k�1 matrix waarvan de kolommen een orthonormale basis van de Krylov
deelruimte vormen.
-H > Ck�1�k een boven-hessenberg matrix, de projectie van A op de Krylov deelruimte.
-Λ > Ck�k een diagonaalmatrix met de Ritz waarden.
-Y > Cn�k een matrix met als kolommen de Ritz vectoren.

2 Creëer een n � k � 1 matrix Q en een k � 1 � k matrix H.
3 q1 �

x0SSx0SS2
4 for j � 1 � k:
5 w � Aqj
6 for i � 1 � j:
7 hij � q

H
i �w

8 w � w � hijqi
9 end

10 hj�1,j � SSwSS2
11 if hj�1,j � 0:
12 break
13 end
14 qi�1 �

w
hj�1,j

15 end

16 Bepaal de eigendecompositie H � V ΛV H van H
17 Bepaal de benaderde Ritz vectoren Y � Q��,1 � k�V

Algoritme 5: Arnoldi methode

7.2 Algoritme Arnoldi

In algoritme 5 is het Arnoldi algoritme weergegeven. We zien hierbij dat hij in het algoritme door een net
iets andere vergelijking bepaald wordt, dan we in vergelijking (7.3) hebben afgeleid. Dit komt doordat ver-
gelijking (7.1), Gram-Schmidt, en (7.4), modified Gram-Schmidt, theoretisch wel hetzelfde zijn, maar niet
numeriek. We gebruiken voor het algoritme het modified Gram-Schmidt orthogonalisatieprocedé omdat deze
numeriek stabieler is dan de standard Gram-Schmidt. Immers we zien in vergelijking (7.1) dat we er bij
modified Gram-Schmidt niet vanuit gaan dat `qi, qje � δij bij het bepalen qk voor i @ j @ k. Een fout in
de waarde van `qi, qje heeft nu dus minder invloed op de orthogonaliteit van qj en qk dan bij de standaard
Gram-Schimdt waar we wel aannemen dat er geldt `qi, qje � δij [1, §6.2.2].
Uit het omschrijven van vergelijking (7.1) volgt er dat de definitie van hij uit het algoritme overeenkomt met
de qi’s bepaald met modified Gram-Schmidt. Onze implementatie van het Arnoldi algoritme is gebaseerd op
algorimte 7.3 uit [12]. Het verschil in de bepaling van hij voor i B j komt door verschillen in de definitie van
het inproduct. Ons inproduct is gelijk aan `x, ye � Pni�1 x

�

i yi, zie Definitie 2.10, terwijl ze in [12] gebruiken`x, ye � Pni�1 xiy
�

i .

Voor het Arnoldi algoritme geldt eenzelfde relatie tussen de graad van v en de afbraak van het algoritme als
voor het Lanczos algoritme, zie propositie 6.4.

Propositie 7.3 (afbraak Arnoldi algoritme). Laat H de matrix zijn uit Arnoldi algoritme voor een matrix
A > Cn�n en een vector v > Cn. Noem de graad van v, γ. Er geldt nu hj�1,j � 0 dan en slechts dan als j gelijk
is aan γ.

Bewijs. � Stel dat hj�1,j � 0. Dan volgt er dat

Aqj � `q1,Aqjeq1 � `Aqj � `q1,Aqjeq1, q2eq2 �� � `Aqj � `q1,Aqjeq1 �� � `qj�1,Aqjeqj�1, qjeqjSSAqj � `q1,Aqjeq1 � `Aqj � `q1,Aqjeq1, q2eq2 �� � `Aqj � `q1,Aqjeq1 �� � `qj�1,Aqjeqj�1, qjeqj SS2 � 0.
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7 ARNOLDI METHODE

Aangezien we door herhaaldelijk toepassen van vergelijking (7.1) alle vectoren qi en kunnen omschrijven
tot een lineaire combinatie van Akv met k > �1,2,�i� volgt nu dat we een lineaire combinatie van vecto-
ren van de vorm Aiv voor i > �0,1,�, j� hebben die gelijk is aan nul. Oftewel we hebben nu dat γ B j
omdat we nu een polynoom p van graad j hebben zodat er geldt p�A�v � 0 . Echter er kan niet gelden
γ @ j . Immers als dit wel het geval was zouden we meer dan γ orthonormale basisvectoren hebben gevon-
den, terwijl we uit Propositie 5.3 weten dat de dimensie van de Krylov deelruimte niet groter kan zijn dan γ¡.


 Stel nu dat de graad van v gelijk is aan j. Als er dan zou gelden hj�1,j x 0 zouden we in staat zijn
om qj�1 te definiëren. Echter uit Propositie 5.3 volgt dat de dimensie van Kl�A,v� � j voor j B l. Dan zouden
we dus j � 1 basisvectoren kunnen vinden voor een ruimte van dimensie j ¡.

Er volgt dus indien er geldt hj�1,j � 0 dat j dan de graad is van v in A. Uit Propositie 5.2 volgt er dat
Kj�A,v� een invariante deelruimte is van A. In combinatie met Propositie 5.5 volgt er dat alle Ritz paren
ook echte eigenparen zijn van A.

7.3 Convergentie en Nauwkeurigheid

We hebben nu het Arnoldi algoritme om eigenparen van A te benaderen gegeven. Echter weten we nog niets
over de algemene nauwkeurigheid van dit algoritme. We hebben in paragraaf 7.2 alleen gezien dat indien
de dimensie van de Krylov deelruimte bereikt is, het algoritme dan Ritz paren geeft die ook gelijk zijn aan
eigenparen van A.

Als maat voor de convergentie van een Ritz paar, definiëren we opnieuw het residu van �θ�k�i , y
�k�
i � als

r
�k�
i � Ax

�k�
i � θ

�k�
i y

�k�
i . (7.9)

Als we nu gebruiken dat θ
�k�
i een eigenwaarde is van Hk en Propositie 7.2 toepassen volgt er

Ax
�k�
i � θ

�k�
i x

�k�
i � �AQk �Qkθ�k�i � v�k�i � �AQk �QkHk� v�k�i � hk�1,kqk�1 � e

H
k � v

�k�
i .

We zien nu dat er geldt SSr�k�i SS2 � hk�1,k Sv�k�i �k�S. Aangezien we nu meestal niet met hermitische matrices zul-
len werken, daarvoor gebruiken we de Lanczos methode, hebben we geen equivalent van Stelling 3.5. Echter
indien een convergentie criterium voor een Ritz paar is gewenst, wordt hier meestal de waarde van het residu
voor gebruikt. Het residu is immers nog altijd een maat voor de lokale fout van een Ritz paar.

Voor de convergentie van de Arnoldi methode van een enkelvoudige eigenwaarde is het volgende bekend:

Stelling 7.4 (Convergentie Arnoldi methode). Laat A > Cn�n een matrix zijn, waarop we de Arnoldi methode
toepassen met als beginvector x0 > Cn. Laat vi een genormeerde eigenvector zijn behorend bij een willekeurige
enkelvoudige eigenwaarde λi van A. Dan geldt er dat :

sin�vi,Kk�A,x0�� B 1SαiS min
p>Pk�1,p�λi��1

SSp�A� �I �P� SS2. (7.10)

Hierbij is P de spectrale projector behorend bij eigenwaarden λi en volgt αi uit de vergelijking Px0 � αivi.
In het geval dat A diagonaliseerbaar is met eigendecompositie A � V ΛV �1 is de bovenstaande grens ook te
schrijven als

sin�vi,Kk�A,x0�� B SSV SS2SSV �1SS2SαiS min
p>Pk�1,p�λi��1

max
λ>Λ�A��λi Sp�λ�S. (7.11)

Indien er geldt QHKviQk x 0 , bestaat er een Ritz waarde θ�k� > Λ�Hk� zodat er geldt:

Sλi � θ�k�S B 4� δSSASS2º
1 � δ2

� 1
k �2SSASS2 � δSSASS2º

1 � δ2
�1� 1

k

, (7.12)

waarbij geldt δ � sin�vi,Kk�A,x0��.
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7 ARNOLDI METHODE

Deze stelling is een combinatie van Stelling 28.2 en opmerkingen uit §28 [8]. We herkennen ook Stelling 5.4
in de afschatting van Sλi �θ�k�S. Er volgt uit deze stelling dat vi gedurende de iteraties niet verder verwijderd
kan raken van de Krylov deelruimte. Immers minp>Pk�1,p�λi��1 SSp�A� �I �P� SS2 kan alleen maar afnemen
als k toeneemt. We kunnen hieruit geen algemene convergentiesnelheid van het algoritme afleiden, echter
kunnen we wel concluderen dat het lastig is om een eigenwaarde te bepalen die in de buurt ligt van andere
eigenwaarden. Ook volgt nu niet noodzakelijk dat Sλi � θ�k�S elke iteratie afneemt. Als sin�vi,Kk�A,x�� � 0
voor k �ª zal er ook gelden Sλi �θ�k�S� 0. Echter als sin�vi,Kk�A,x�� nauwelijks afneemt ten opzichte van

sin�vi,Kk�1�A,x��, kan het zijn dat de afname in δSSASS2º
1�δ2

niet opweegt tegen de groter macht voor 2SSASS2 �

2
»
ρ �AHA� waardoor de fout tussentijds de mogelijkheid heeft om te groeien.

7.4 Variaties op het Arnoldi algoritme

De Arnoldi methode uit algoritme 5 is de standaard variant van het Arnoldi algoritme. Er zijn ook vele
variaties op dit algoritme al naar gelang de toepassing, voorbeelden hiervan zijn te vinden in [1, 14]. Een van
de redenen waarom men variaties op dit algoritme bekijkt is de benodigde opslag en het benodigde aantal
bewerkingen. Immers voor een Krylov deelruimte van dimensie m moeten we een n�m matrix en een m�m
boven-hessenberg matrix opslaan en is een aantal bewerkingen van orde O�m2�1 � n�� vereist. Indien we
slechts k eigenparen willen bepalen, hebben we nu soms een grote dimensie van de Krylov deelruimte nodig
om convergentie te bereiken. Een manier om toch convergentie te bereiken voor een kleinere dimensie van
de Krylov deelruimte, is om Arnoldi met herstarts uit te voeren. Dit zullen we verder uitwerking in 7.4.1.

Ook zijn we soms niet gëınteresseerd in de eigenwaarden met de grootste modulus, waar de Ritz paren
van Arnoldi meestal het eerst naar toe convergeren, maar in de eigenwaarden het dichtst bij de waarde σ > C.
Dit kan wederom gerealiseerd worden door toepassing van het algoritme op de shift-and-invert operator. Dit
werken we verder uit in paragraaf 7.4.2 [1].

7.4.1 Arnoldi met herstart

De methode die we in deze paragraaf zullen bespreken komt uit [14]. Stel nu dat we de k eigenwaarden van
A willen bepalen met de grootste modulus. Een grote dimensie van de Krylov deelruimte kan noodzakelijk
zijn voor de convergentie van Ritz waarden naar deze eigenwaarden voor algoritme 5. We nemen hierbij het
residu van een Ritz paar als maat voor de convergentie van de Ritz waarden. We weten uit Stelling 7.4 dat
de Ritz waarden verbeteren als de sinus van de eigenvector en de Krylov deelruimte, die nooit zal toenemen
gedurende de iteraties, afneemt. Het idee is nu de dimensie van de Krylov deelruimte niet groter te laten
worden dan m. Indien de Ritz waarden dan nog niet geconvergeerd zijn, beginnen we opnieuw een Arnoldi
iteratie. Echter als startvector gebruiken we nu een lineaire combinatie van Ritz vectoren behorend bij de
Ritz waarden waarvan we convergentie willen. Dit baseert zijn werking op dat de startvector zo al steeds
beter de gewenste richtingen bevat. We sturen eigenlijk richting een invariante deelruimte, immers dan zijn

de eigenwaarde die we vinden exact. De nieuwe startvector is dus gegeven door xres �
P
k
i�1 ρiy

�m�
iSSPki�1 ρiy
�m�
i SS2 . Echter

een nadeel van deze methode is dat er geen systematisch methode is om ρi te bepalen om altijd convergentie
te bereiken [14]. Wij zullen twee mogelijkheden voor ρi beschouwen:

1. ρi � 1 voor i > �1,2,�, k�;

2. ρi � SSr�m�
i SS2 voor i > �1,2,�, k�.

De eerste methode is de meest eenvoudige lineaire combinatie die we kunnen verzinnen. De tweede methode
berust op het idee dat hoe kleiner het residu hoe kleiner de lokale fout en dus des te dichter de Ritz vector bij
de Krylov deelruimte zal liggen. De Ritz vectoren die nog het verst van convergentie verwijderd zijn, zal de
Krylov deelruimte het meest bëınvloeden en hopelijk dus het meest verbeteren tijdens een Arnoldi iteratie.
Het algoritme voor Arnoldi met expliciete herstart is te vinden in algoritme 6.
We zien in regel 2 en 9 de uitvoering van het standaard Arnoldi voor de maximale dimensie m van de Krylov
deelruimte. In regel 6 zien we de eis dat alle Ritz waarden geconvergeerd zijn, door een restrictie te zetten
op het residu van al deze waarden. Tot slot zien we in regel 7 de twee opties voor de waarden van ρi.
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7 ARNOLDI METHODE

1 def Arnoldire(A,x0, k,m, tol):

Input : -A > Cn�n matrix waarvan we de eigenwaarde en eigenvectoren willen benaderen.
- x0 > Cn de vector waarmee we de eerste Krylov deelruimte opspannen.
-k het aantal te convergeren eigenvectoren.
-m de maximale dimensie van de Krylov deelruimte
-tol de gewenste waarde van het residu van elke eigenpaar

Output: -Q > Cn�m�1 matrix waarvan de kolommen een orthonormale basis van de Krylov
deelruimte vormen.
-H > Cm�1�m een boven-hessenberg matrix, de projectie van A op de Krylov deelruimte.
-Λk > Ck een vector met de geconvergeerde k Ritz waarden met het grootste reële deel
-Vk > Cn�k matrix met de geconvergeerde k Ritz vectoren behorend bij Ritz waarden uit Λk

als kolommen.
2 �Q,H� � Arnoldi�A,x0,m�
3 Bepaal de eigendecompositie V ΛV H van H
4 Sorteer de eigenwaarde zodat ze aflopen in modulus sorteer de eigenvectoren mee met de

eigenwaarden.
5 Vk � V ��,1 � k� en Lk � �λ1, λ2,�, λk�
6 while maxi>�1,2,�,k�Shm�1,mVk�m, i�S C tol:
7 xres � P

k
i�1Q��,1 �m�Vk��, i� of xres � P

k
i�1 SShm�1,mVk�m, i�SS2Q��,1 �m�Vk��, i�

8 xres �
xresSSxresSS2

9 �Q,H� � Arnoldi�A,xres,m�
10 Bepaal de eigendecompositie H � V ΛV H van H
11 Sorteer de eigenwaarde zodat ze aflopen in reële component en sorteer de eigenvectoren mee met

de eigenwaarden.
12 Vk � V ��,1 � k� en Lk � �λ1, λ2,�, λk�
13 end
14 Vk � Q��,1 �m�Vk

Algoritme 6: Arnoldi methode met expliciete herstart

7.4.2 Shift-and-invert Arnoldi

We nemen nu aan gëınteresseerd te zijn in de eigenwaarden van A die het dichtst bij een waarde σ > C liggen.
Hiertoe kunnen we de shift-and-invert operator voor σ op de matrix A toepassen, zoals we ook al deden voor
de Lanczos methode (paragraaf 6.5). Immers uit de eigenwaarden van �A � σI��1

met de grootste modulus

kunnen we de eigenwaarde het dichtst bij σ bepalen, zie hoofdstuk 4. Dit zijn de eigenwaarden van �A � σI��1

die het eerst zullen convergeren bij toepassing van de Arnoldi methode op deze matrix. [1, §8.1.3]

Om dit toe te kunnen passen moet nog steeds gelden dat A � σI inverteerbaar is. Als A � σI niet inver-
teerbaar is, hebben we gevonden dat σ een eigenwaarde is van A. Om dan de bijbehorende eigenvector en
andere eigenwaarden in de buurt van σ te bepalen moeten we de shift-and-invert operator voor een net iets
andere shift dan σ toepassen.
Om dit te implementeren hoeven er maar een paar aanpassingen gedaan te worden aan de Arnoldi methode
uit algoritme 5:

� In regel 5 vervangen we w � Aqi door het oplossen van het lineaire stelsel �A � σI�w � qi voor w;

� Voeg aan regel 16 toe dat de elementen van Λ, vervangen worden door θi � σ �
1
λi

.

7.5 Numerieke voorbeelden

In deze paragraaf bekijken we een twee numerieke voorbeelden van de Arnoldi methode. We beginnen met
een voorbeeld van de Arnoldi methode uit algoritme 5.
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(a) Het reële deel (*) van θ
�k�
i voor de eerste 20 iteraties

van de Arnoldi methode en het reële deel van de eigen-
waarden(+) van N1.
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(b) Het imaginaire deel (*) van θ
�k�
i voor de eerste 20

iteraties van de Arnoldi methode en het imaginaire deel
van de eigenwaarden(+) van N1.
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(c) De echte eigenwaarden (j) en de Ritz waarden (+) na
100 iteraties van Arnoldi voor N1 in het complexe vlak.
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(d) De lokale fout (+) en het residu (j) van de vier Ritz
waarden met de grootste modulus.

Figuur 9: In deze figuren zien we de waarde van θ
�k�
i voor k > �1,2,�,20,100� uit de Arnoldi iteratie en de

eigenwaarde van N1. Ook zien we de lokale fout en het residu van de vier Ritz waarden met de grootste
modulus.
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Voorbeeld 7.5. In dit voorbeeld bekijken de matrix N1 > C2000�2000 gevormd als N1 � 60 � RSSRSS2 �D met

R > C2000�2000 een uniforme matrix en D > C2000�2000 een Gauss �0,60� diagonaalmatrix. Hierop voeren
we de Arnoldi methode, algoritme 5, uit met een uniforme startvector w1 > C2000 gedurende 100 iteraties.
In de figuren 9a en 9b zijn voor de eerste 20 iteraties het reële en imaginaire deel van alle Ritz waarden
te zien. Tevens zijn alle eigenwaarden van N1 weergegeven (+). We zien hierin niet een duidelijk patroon
van de convergentie. Dit komt doordat de Ritz waarden bij de Arnoldi methode ongeveer convergeren op
volgorde van de modulus. Hierdoor kan een eigenwaarden met niet het grootste reële/imaginaire deel eerder
convergeren omdat de modulus in totaal wel groter is. Echter zien we niet hoe de reële en imaginaire delen
van de Ritz waarden aan elkaar verbonden zijn. Daarom hebben we in figuur 9c de uiteindelijke Ritz (+)
waarden in het complexe weergeven samen met de eigenwaarden (j) van N1. We zien nu inderdaad dat
de Ritz waarden vooral naar de eigenwaarden met een grote modulus convergeren. In figuur 9d zien we de

lokale fout minλ>Λ�N1� Uλ � θ�k�i U en het residu voor de vier Ritz waarden met de grootste modulus per iteratie.

We zien hierbij dat de Ritz waarden met een grotere modulus eerder convergeren. Ook zien we dat de Ritz
waarden (blauw en paars) die verder weg zitten van de grote cluster van eigenwaarden sneller convergeren
dan de Ritz waarden (blauw en paars) die dichterbij de cluster zitten. Het residu blijkt hier een bovengrens
op de lokale fout te zijn, tot het bereiken van de machine precisie. Q

We bekijken nu voor dezelfde matrix hoe snel algoritme 6 convergeert voor de verschillende keuzen van ρi.
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Figuur 10: Het residu van de drie Ritz waarden met de grootste modulus voor standaard Arnoldi (j) en

Arnoldi met herstart (ρi � SSr�m�
i SS2, Q) totdat het residu voor al deze Ritz waarden kleiner is dan 10�10.

Voorbeeld 7.6. We bekijken opnieuw de matrix N1 uit voorbeeld 7.5. We passen hier nu de Arnoldi met
herstart, algoritme 6 op toe voor m � 20, k � 3, tol � 10�10 en dezelfde startvector w1 als uit voorbeeld

7.5. We doen dit voor beide keuzen voor ρi, oftewel ρi � 1 en ρi � SSr�m�
i SS2. Er blijken in beide gevallen 8

herstarts nodig te zijn om de gewenste convergentie te bereiken. Ter vergelijking bepalen we ook de benodigde
dimensie van de Krylov deelruimte om het residu van deze drie Ritz waarden kleiner dan 10�10 te krijgen
voor standaard Arnoldi. Deze dimensie blijkt gelijk te zijn aan 122. In figuur 10 is de waarde van het

residu voor de standaard Arnoldi (j) en voor de Arnoldi met hertstart voor ρi � SSr�m�
i SS2 (Q) weergeven voor

deze drie Ritz waarden. Hierbij is de herstart met ρi � 1 niet weergegeven omdat op deze schaal de beide
herstarts nauwelijks te onderscheiden zijn. Bij de standaard Arnoldi is k gelijk aan de dimensie van de Krylov
deelruimte. Voor de herstart is de dimensie op 1� k20 weer gelijk aan 1 en zijn we in de kde herstart beland
voor k > N. De pieken het residu voor de herstart komt doordat het residu voor een Krylov deelruimte van

kleine dimensie hoog is, immers als v
�k�
i genormaliseerd is en k is klein zullen de componenten groter zijn.
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De gaten komen doordat pas voor een Krylov deelruimte van dimensie drie en hoger alle drie de residuen
bestaan. We zien nu dat er minder iteraties nodig zijn voor de standaard Arnoldi dan voor Arnoldi met
herstart. Ook de grootste twee Ritz waarden met standaard Arnoldi eerder convergeren dan met herstart.
Echter als de rekentijd voor beide algoritmen vergelijken blijkt er te gelden de herstart maar 64% van de
looptijd van de standaard Arnoldi nodig heeft. Dat Arnoldi met herstart toch sneller is, komt doordat voor
een kleinere dimensie de rekentijd zodanig korter is dat iets meer iteraties bij een kleinere dimensies opweegt
tegen minder iteraties voor grotere dimensies. Q

We zien nu dus geen noemenswaardig verschil in de beide keuzen voor de ρi voor Arnoldi met herstart. We
zien wel dat deze methode inderdaad de benodigde rekentijd en opslag voor de convergentie van een aantal
Ritz waarden sterk kan verminderen.

8 Conclusie

Afhankelijk van welke eigenparen van een matrix A we willen benaderen, hebben we een methode om een
deel van het spectrum van A te benaderen. Indien we de eigenwaarde met de grootste modulus willen
bepalen volstaat de machtsmethode, zie hoofdstuk 3. Echter moet er wel één eigenwaarde met de grootste
modulus bestaan om convergentie te verkrijgen. Als we opzoek zijn naar de eigenwaarde het dichtst bij
σ > C ligt, wenden we ons tot de inverse iteratie, zie hoofdstuk 4. Omdat deze methode werkt door de
machtsmethode toe te passen op een shift-and-invert operator, is het noodzakelijk dat het maximum 1Sλ1�σS
maar voor één eigenwaarde λ1 > Λ�A� wordt aangenomen om convergentie mogelijk te maken. Als er geldtSλ1S � Sλ2S � � � Sλj S blijkt voor een normale matrix de machtsmethode een convergente lineaire combinatie
van deze eigenwaarde te geven als benadering van de eigenwaarde. Echter de eigenvector benadering, die
geen eigenvector is, convergeert nu niet, waardoor het algoritme zelf ook niet convergeert. We kunnen alleen
zeggen dat deze eigenvector zich in de ruimte opgespannen door de eigenvectoren van λ1 tot en met λj
bevindt. Indien we meerdere eigenparen van een matrix willen benaderen of het zojuist genoemde probleem
willen omzeilen wenden we ons tot methoden gebaseerd op de toepassing van de Rayleigh-Ritz procedure
op Krylov deelruimten. Voor een hermitische matrix gebruiken we de Lanczos methode, zie hoofdstuk 6, en
anders wenden we ons tot de Arnoldi methode, zie hoofdstuk 7. Deze methoden zijn ook te gebruiken om de
eigenwaarden het dichts bij σ > C te bepalen door toepassing van de methode op de shift-and-invert operator
voor σ. De convergentie naar een eigenwaarde wordt bij al deze methoden bëınvloedt door de afstand tussen
de desbetreffende eigenwaarde en de overige eigenwaarden. Voor de Arnoldi methode kunnen we ook Arnoldi
met herstart toepassen om de convergentie naar een paar eigenwaarden te versnellen. Bij de Lanczos methode
nemen we het merkwaardige gedrag waar dat zonder herorthogonalisatie de norm van SSQHi Qi � ISS2 verhoogt
met één indien vlak voordat er een kopie ontstaat van de Ritz waarde voor de eigenwaarde met de grootste
modulus van A. Voor de oorzaak van dit fenomeen hebben we wel een vermoeden, zie in paragraaf 6.4, echter
dient dit nog verder uitgezocht te worden.
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A CODE

A Code

In deze appendix geven we de implementatie van de algoritmen gebruikt om de numerieke voorbeelden te
creëren. Deze code is gëımplementeerd in Matlab versie versie R2017b (9.3.0.713579).

A.1 Machtsmethode

f unc t i on [ lm , v , r e s ] = machtit (A, y , t o l )
% Input :
% �A in Cˆ(n x n) een matrix
% � y in Cˆn een s t a r t v e c t o r
% � t o l de gewenste waarde van het r e s i d u
% Output :
% �lm een vec to r met op p o s i t i e i de benader ing van de eigenwaarde
% met g r o o t s t e modulus van A na i i t e r a t i e s
% �v een vec to r met op kolom i de benader ing van de e i g e n v e c t o r behorend b i j lm( i )
% � r e s een vec to r met op p o s i t i e i de waarde van het r e s i d u op d i e i t e r a t i e
% Deze f u n c t i e voer t de machtsmethode u i t voor matrix A en s t a r t v e c t o r y totdat
% het r e s i d u k l e i n e r i s dan t o l . Het ver loop van lm
% gedurende de i t e r a t i e s wordt ook gep lo t .
i =1;
x=y ;
v ( : , i )=x*(1/norm( x ) ) ;
x=A*v ( : , i ) ;
lm( i )=v ( : , i ) ’* x ;
r e s ( i )=norm(x�lm( i )*v ( : , i ) ) ;
whi l e r e s ( i )> t o l

i=i +1;
v ( : , i )=x*(1/norm( x ) ) ;
x=A*v ( : , i ) ;
lm( i )=v ( : , i ) ’* x ;
r e s ( i )=norm(x�lm( i )*v ( : , i ) ) ;

end
i f i s r e a l ( lm)==1

p lo t ( lm , ’m x ’ )
x l a b e l ( ’nummer i t e r a t i e ( k ) ’ )
y l a b e l ( ’\ theta k ’ )

e l s e
p l t r=r e a l ( lm ) ;
p l t i=imag ( lm ) ;
p l o t ( p l t r , ’m * ’ )
x l a b e l ( ’nummer i t e r a t i e ( k ) ’ )
y l a b e l ( ’\ theta k ’ )
hold on ;
p l o t ( p l t i , ’ o ’ , ’ Color ’ , [ 0 0 1 ] )
hold o f f ;

end

func t i on [ lm , v ] = p o w e r i t t o l l (A, y , to l , i t )
% Input :
% �A in Cˆ(n x n) een matrix
% � y in Cˆn een s t a r t v e c t o r
% � t o l de gewenste waarde van het v e r s c h i l tus sen lm( i ) en lm( i �1)
% � i t het aanta l gewenste i t e r a t i e s na s t a b i l i s a t i e van de benader ing van de eigenwaarde .
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% Output :
% �lm een vec to r met op p o s i t i e i de benader ing van de eigenwaarde
% met g r o o t s t e modulus van A na i i t e r a t i e s
% �v een vec to r met op kolom i de benader ing van de e i g e n v e c t o r behorend b i j lm( i )
% Deze f u n c t i e voer t de machtsmethode u i t voor matrix A en s t a r t v e c t o r y
% totdat de eigenwaarde benader ing lm n i e t meer dan t o l v e r s c h i l t van
% die van de vo r i g e i t e r a t i e . Daarna worden nog i t
% i t e r a t i e s u i tgevoerd . Het ver loop van lm wordt ook gep lo t .
i =1;
x=y ;
v ( : , i )=x*(1/ s q r t (x ’* x ) ) ;
x=A*v ( : , i ) ;
lm( i )=v ( : , i ) ’* x ;
i =2;
v ( : , i )=x*(1/ s q r t (x ’* x ) ) ;
x=A*v ( : , i ) ;
lm( i )=v ( : , i ) ’* x ;
whi l e norm( lm( i )�lm( i �1))> t o l

i=i +1;
v ( : , i )=x*(1/ s q r t (x ’* x ) ) ;
x=A*v ( : , i ) ;
lm( i )=v ( : , i ) ’* x ;

end
f o r j = 1 : i t

i=i +1;
v ( : , i )=x*(1/ s q r t (x ’* x ) ) ;
x=A*v ( : , i ) ;
lm( i )=v ( : , i ) ’* x ;

end
i f i s r e a l ( lm)==1

p lo t ( lm , ’m * ’ )
x l a b e l ( ’nummer i t e r a t i e ( k ) ’ )
y l a b e l ( ’\ theta k ’ )

e l s e
p l t r=r e a l ( lm ) ;
p l t i=imag ( lm ) ;
p l o t ( p l t r , ’m * ’ )
x l a b e l ( ’nummer i t e r a t i e ( k ) ’ )
y l a b e l ( ’\ theta k ’ )
hold on ;
p l o t ( p l t i , ’ b o ’ )
hold o f f ;

end

A.2 Inverse iteratie

f unc t i on [mu, lm , v , r e s ] = i n v i t (A, y , s i g , t o l )
% Input :
%� A in Cˆ(n x n) een matrix
%� y in Cˆn een s t a r t v e c t o r
%� s i g de waarde van de s h i f t
% � t o l de gewenste waarde van het r e s i d u
% Output :
% �mu een vec to r met de benader ing van de g r o o t s t e eigenwaarde van de
% s h i f t �and� i n v e r r t matrix na i i t e r a t i e s op p o s i t i e i .
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% �lm een vec to r met benader ing van de eigenwaarde van A
% het d i c h t s t b i j s i g na i i t e r a t i e s op p o s i t i e i
% �v een vec to r met op kolom i de benader ing van de e i g e n v e c t o r behorend b i j lm( i )
% Deze f u n c t i e voer t de i n v e r s e i t e r a t i t e u i t voor matrix A, s t a r t v e c t o r y
% en s h i f t s i g met a l s c o n v e r g e n t i e c r i t e r i u m dat het r e s i d u k l e i n e r i s dan
% t o l . Ook wordt het ver loop van lm en mu gep lo t .
[ ˜ ,m]= s i z e (A) ;
i =1;
x=y ;
[ L ,U,P]= lu (A� s i g * eye (m,m) ) ;
v ( : , i )=x/norm( x ) ;
x=U\(L\(P*v ( : , i ) ) ) ;
mu( i )=v ( : , i ) ’* x ;
lm( i )= s i g +(1/mu( i ) ) ;
r e s ( i )= norm(x�mu( i )*v ( : , i ) ) ;
whi l e r e s ( i )> t o l
i=i +1;
v ( : , i )=x*(1/norm( x ) ) ;
x=U\(L\(P*v ( : , i ) ) ) ;
mu( i )=v ( : , i ) ’* x ;
lm( i )= s i g +(1/mu( i ) ) ;
r e s ( i )=norm(x�mu( i )*v ( : , i ) ) ;
end
i f i s r e a l ( lm)==1

p lo t ( lm , ’m * ’ )
x l a b e l ( ’nummer i t e r a t i e ( k ) ’ )
y l a b e l ( ’\ theta k ’ )

e l s e
lmr=r e a l ( lm ) ;
lmi=imag ( lm ) ;
p l o t ( lmr , ’m * ’ )
x l a b e l ( ’nummer i t e r a t i e ( k ) ’ )
y l a b e l ( ’\ theta k ’ )
hold ; p l o t ( lmi , ’ b o ’ )

end
f i g u r e ;
i f i s r e a l (mu)==1

p lo t (mu, ’m * ’ )
x l a b e l ( ’nummer i t e r a t i e ( k ) ’ )
y l a b e l ( ’\mu k ’ )

e l s e
mur=r e a l (mu) ;
mui=imag (mu) ;
p l o t (mur , ’m * ’ )
x l a b e l ( ’nummer i t e r a t i e ( k ) ’ )
y l a b e l ( ’\mu k ’ )
hold ; p l o t (mui , ’ b o ’ )

end

A.3 Lanczos methode

f unc t i on [Q,T, e i g v a l ]=Lanczosn (A, v , k )
%Input :
% �A in Cˆ(n x n) een he rmi t i s che matrix
% �v in Cˆn een vec tor om de Krylov dee l ru imte mee op te spannen
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% � k een n a t u u r l i j k g e t a l ( g r o t e r dan nul ) , de dimens ie van de Krylov dee l ru imte
%Output :
% �Q in Cˆ(n x k+1) een matrix met de orthonormale b a s i s van de Krylov dee l ru i tme
% a l s kolommen
% �T in Cˆ( k+1 x k+1) een t r i d i a g o n a l e matrix , de p r o j e c t i e van A op de Krylov dee l ru imte
% � e i g v a l in Cˆ( k b i j k ) matrix met op kolom i en r i j 1 : i de Ritz
% waarden voor Krylov dee l ru imte van dimens ie i
%Deze f u n c t i e voer t een Lanczos methode u i t voor de matrix A met
%s t a r t v e c t o r v en k i t e r a t i e s . Er i s h i e r b i j geen sprake van
%h e r o r t h a g o n a l i z a t i e .
[ ˜ , n]= s i z e (A) ;
q1=v/norm( v ) ;
Q=ze ro s (n , k+1);
Q( : ,2 )= q1 ;
a=ze ro s (n , 1 ) ;
b=ze ro s (n , 1 ) ;
e i g v a l=ze ro s (k , k ) ;
T=spar s e (k , k ) ;
f o r i = 1 : k

w=A*Q( : , i +1);
a ( i )=(Q( : , i +1)) ’*w;
w=w�a ( i )*Q( : , i +1)�b( i )*Q( : , i ) ;
b ( i +1)=norm(w) ;
i f b ( i +1)==0

break
end
Q( : , i +2)=(w/(b( i +1)) ) ;
T( i , i )=a ( i ) ;
T( i , i +1)=b( i +1);
T( i +1, i )=b( i +1);
e igva=e i g ( f u l l (T( 1 : i , 1 : i ) ) ) ;
e i g v a l ( 1 : i , i )=e igva ;

end
Q=Q( : , 2 : end )

func t i on [Q,T, e i g v a l ]= Lanczos f (A, v , k )
%Input :
% �A in Cˆ(n x n) een he rmi t i s che matrix
% �v in Cˆn een vec tor om de Krylov dee l ru imte mee op te spannen
% � k een n a t u u r l i j k g e t a l ( g r o t e r dan nul ) , de dimens ie van de Krylov dee l ru imte
%Output :
% �Q in Cˆ(n x k+1) een matrix met de orthonormale b a s i s van de Krylov
% dee l ru i tme a l s kolommen
% �T in Cˆ( k+1 x k+1) een t r i d i a g o n a l e matrix , de p r o j e c t i e van A op de Krylov dee l ru imte
% � e i g v a l in Cˆ( k x k ) een matrix met op kolom i en r i j 1 : i de Ritz
% waarden voor Krylov dee l ru imte dimens ie i
%Deze f u n c t i e voer t een Lanczos methode met v o l l e d i g e h e r o r t h o g o n a l i s a t i e u i t voor
% de matrix A met s t a r t v e c t o r v en k de dimens ie van de Krylov dee l ru imte .
[ ˜ , n]= s i z e (A) ;
q1=v/norm( v ) ;
Q=ze ro s (n , k+1);
Q( : ,2 )= q1 ;
a=ze ro s (n , 1 ) ;
b=ze ro s (n , 1 ) ;
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e i g v a l=ze ro s (k , k ) ;
T=spar s e (k , k ) ;
f o r i = 1 : k

w=A*Q( : , i +1);
a ( i )=(Q( : , i +1)) ’*w;
w=w�a ( i )*Q( : , i +1)�b( i )*Q( : , i ) ;
w=w�Q( : , 2 : i )* ( (Q( : , 2 : i ) ’ )*w) ;
b( i +1)=norm(w) ;
i f b ( i +1)==0

break
end
Q( : , i +2)=(w/(b( i +1)) ) ;
T( i , i )=a ( i ) ;
T( i , i +1)=b( i +1);
T( i +1, i )=b( i +1);
e igva=e i g ( f u l l (T( 1 : i , 1 : i ) ) ) ;
e i g v a l ( 1 : i , i )=e igva ;

end
Q=Q( : , 2 : end )

func t i on [Q,T, e i gva l , orth , r e s ]= Lanczosso (A, v , k )
%Input :
% �A in Cˆ(n x n) een he rmi t i s che matrix
% �v in Cˆn vec to r om de Krylov dee l ru imte mee op te spannen
% � k een n a t u u r l i j k g e t a l ( g r o t e r dan nul ) , de dimens ie van de Krylov dee l ru imte
%Output :
% �Q in Cˆ(n x k+1) een matrix met de orthonormale b a s i s van de Krylov dee l ru i tme a l s kolommen
% �T in Cˆ( k+1 x k+1) een t r i d i a g n o a l e matrix , de p r o j e c t i e van A op de Krylov dee l ru imte
% � e i g v a l in Cˆ( k x k ) een matrix met op kolom i en r i j 1 : i de Ritz
% waarden voor Krylov dee l ru imte dimens ie i
%�orth een matrix met twee r i j e n met op de e e r s t e r i j het nummer van de
%i t e r a t i e en op de tweede r i j het nummer van de Ritz waarde d i e voor
%h e r o r t h o g o n a l i s a t i e i s g e s e l e c t e e r d .
%�r e s in Cˆ( k x k ) een matrix met op kolom i en r i j 1 : i het r e s i d u voor
% de Ritz paren voor de Krylov dee l ru imte van dimens ie i
%Deze f u n c t i e voer t een Lanczos methode met s e l e c t i e v e h e r o r t h o g o n a l i s a t i e u i t
%voor de matrix A met s t a r t v e c t o r v met k de dimens ie van de Krylov dee l ru imte .
[ ˜ , n]= s i z e (A) ;
q1=v/norm( v ) ;
Q=ze ro s (n , k+1);
Q( : ,2 )= q1 ;
a=ze ro s (n , 1 ) ;
b=ze ro s (n , 1 ) ;
e i g v a l=ze ro s (k , k ) ;
r e s=ze ro s (k , k ) ;
T=ze ro s (k , k ) ;
orth = [ ] ;
f o r i = 1 : k

w=A*Q( : , i +1);
a ( i )=(Q( : , i +1)) ’*w;
w=w�a ( i )*Q( : , i +1)�b( i )*Q( : , i ) ;
i f i >1

f o r j = 1 : i �1
i f b ( i )* abs ( e i gve ( i �1 , j ) ) <= s q r t ( eps )*norm(T( 1 : i �1 ,1 : i �1))
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orth =[ orth , [ i ; j ] ] ;
y=Q( : , 2 : i )* e i gve ( : , j ) ;
w=w�(y ’*w)*y ;

end
end

end
b( i +1)=norm(w) ;
i f b ( i +1)==0

break
end
Q( : , i +2)=(w/(b( i +1)) ) ;
T( i , i )=a ( i ) ;
T( i , i +1)=b( i +1);
T( i +1, i )=b( i +1);
[ e igve , e igva ]= e i g ( f u l l (T( 1 : i , 1 : i ) ) ) ;
e i g v a l ( 1 : i , i )=diag ( e igva ) ;
r e s ( 1 : i , i )= b( i +1)* e i gve ( i , 1 : i ) ;

end
Q=Q( : , 2 : end )

A.4 Arnoldi methode

f unc t i on [Q,H, e i gva l , res , e i gve c ]= Arnoldi (A, v , k )
%Input :
% �A in Cˆ(n x n) een matrix
% �v in Cˆn een vec tor om de Krylov dee l ru imte mee op te spannen
% � k een n a t u u r l i j k g e t a l ( g r o t e r dan nul ) , de dimens ie van de Krylov dee l ru imte
%Output :
% �Q in Cˆ(n x k+1) een matrix met de orthonormale b a s i s
% van de Krylov dee l ru i tme a l s kolommen
% �H in Cˆ( k+1 x k ) een boven�hessenbergmatr ix , de p r o j e c t i e van A
% op de Krylov dee l ru imte
% � e i g v a l in Cˆ( k x k ) een matrix met op kolom i en r i j 1 : i de Ritz
% waarden voor Krylov dee l ru imte dimens ie i geordend op a f lopende modulus
%� r e s in Cˆ( k x k ) een matrix met op kolom i en r i j 1 : i het r e s i d u van
% de Ritz paren voor een Krylov dee l ru imte van dimens ie i
%�e i gve c in Cˆ(n x k ) een matix met de Ritz vectoren a l s kolommen
%Deze f u n c t i e voer t een standaard Arnoldi methode toe op de matrix A met
%beg invec to r v met k i t e r a t i e s .
[ ˜ , n]= s i z e (A) ;
q1=v/norm( v ) ;
Q=ze ro s (n , k+1);
Q( : ,1 )= q1 ;
H=ze ro s (k , k ) ;
e i g v a l=ze ro s (k , k ) ;
r e s=ze ro s (k , k ) ;
f o r j = 1 : k

w=A*Q( : , j ) ;
f o r i =1: j

H( i , j )=(Q( : , i ) ’ )*w;
w=w�H( i , j ) . *Q( : , i ) ;

end
H( j +1, j )=norm(w) ;
i f H( j +1, j )==0

break
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end
Q( : , j +1)=(w/(H( j +1, j ) ) ) ;
[ e igvec , e i gv ]= e i g (H( 1 : j , 1 : j ) ) ;
e i gv=diag ( e i gv ) ;
[ l ,˜ ]= s i z e ( e i gv ) ;
[ e i g v a l ( 1 : l , j ) , I ]= s o r t ( e igv , ’ descend ’ , ’ ComparisonMethod ’ , ’ abs ’ ) ;
e i gve c=e i gve c ( : , I ) ;
r e s ( 1 : l , j )=H( j +1, j )* abs ( e i gve c ( j , 1 : j ) . ’ ) ;

end

func t i on [Q,H, e i gva l , res , e i gve c ]= Arnoldicon (A, v ,m, t o l )
%Input :
% �A in Cˆ(n x n) een matrix
% �v in Cˆn een vec tor om de Krylov dee l ru imte mee op te spannen
% � m het aanta l Ritz waarden met de g r o o t s t e modulus waarvan we conve rgent i e w i l l e n
%�t o l de waarde van het r e s i d u om een Ritz paar a l s geconvergeerd te
%beschouwen .
%Output :
% �Q een matrix met de orthonormale b a s i s van de Krylov dee l ru i tme a l s kolommen
% �H een boven�hessenbergmatr ix , de p r o j e c t i e van A op de Krylov dee l ru imte
% � e i g v a l een matrix met op kolom i op r i j 1 : i de Ritz
% waarden voor Krylov dee l ru imte dimens ie i geordend op a f lopende modulus
%� r e s een matrix met op kolom i op r i j 1 : i het r e s i d u van de Ritz
% paren voor een Krylov dee l ru imte van dimens ie i
%�e i gve c een matix met de Ritz vectoren a l s kolommen
%Deze f u n c t i e voer t een standaard Arnoldi methode toe op de matrix A met
%beg invec to r v totdat het r e s i d u van de m Ritz waarden
% met de g r o o t s t e modulus k l e i n e r i s dan t o l .
q1=v/norm( v ) ;
Q( : ,1 )= q1 ;
f o r j = 1 :m

w=A*Q( : , j ) ;
f o r i =1: j

H( i , j )=(Q( : , i ) ’ )*w;
w=w�H( i , j ) . *Q( : , i ) ;

end
H( j +1, j )=norm(w) ;
i f H( j +1, j )==0

break
end
Q( : , j +1)=(w/(H( j +1, j ) ) ) ;
[ e igvec , e i gv ]= e i g (H( 1 : j , 1 : j ) ) ;
e i gv=diag ( e i gv ) ;
[ l ,˜ ]= s i z e ( e i gv ) ;
[ e i g v a l ( 1 : l , j ) , I ]= s o r t ( e igv , ’ descend ’ , ’ ComparisonMethod ’ , ’ abs ’ ) ;
e i gve c=e i gve c ( : , I ) ;
r e s ( 1 : l , j )=H( j +1, j )* abs ( e i gve c ( j , 1 : j ) . ’ ) ;

end
con=abs ( r e s ( 1 :m,m) ) ;
whi l e max( con)>=t o l

j=j +1;
w=A*Q( : , j ) ;
f o r i =1: j

H( i , j )=(Q( : , i ) ’ )*w;

VIII
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w=w�H( i , j ) . *Q( : , i ) ;
end
H( j +1, j )=norm(w) ;
i f H( j +1, j )==0

break
end
Q( : , j +1)=(w/(H( j +1, j ) ) ) ;
[ e igvec , e i gv ]= e i g (H( 1 : j , 1 : j ) ) ;
e i gv=diag ( e i gv ) ;
[ l ,˜ ]= s i z e ( e i gv ) ;
[ e i g v a l ( 1 : l , j ) , I ]= s o r t ( e igv , ’ descend ’ , ’ ComparisonMethod ’ , ’ abs ’ ) ;
e i gve c=e i gve c ( : , I ) ;
r e s ( 1 : l , j )=H( j +1, j )* abs ( e i gve c ( j , 1 : j ) . ’ ) ;
con = abs ( r e s ( 1 :m, j ) ) ;

end

func t i on [Q,H, vk , lk , e i gva l , i t , res , l ]= Arnold iher (A, v ,m, to l , k )
%Input :
% �A in Cˆ(n x n) een matrix
% �v in Cˆn een vector , s t a r t v e c t o r Krylov dee l ru imte e e r s t e i t e r a t i e
% � m een p o s i t i e f g ehee l ge ta l , de maximale dimens ie van de Krylov dee l ru imte
% � t o l een waarde waar het r e s i d u van een Ritz paar k l e i n e r dan
% moet z i j n om a l s geconvergeerd beschouwd te worden
%�k het aanta l Ritz paren met de g r o o t s t e modulus waarvan we conve rgent i e wensen
%Output :
% �Q in Cˆ(n x m+1) een matrix met de orthonormale b a s i s van de Krylov dee l ru imte
% a l s kolommen van de l a a t s t e Arnoldi procedure
% �H in Cˆ(m+1 x mk) een boven�hessenbergmatr ix , de p r o j e c t i e van A
% op de Krylov dee l ru imte van de l a a t s t e Arnoldi procedure
% �vk de geconvergeerde gewenste Ritz vectoren
% � l k de geconvergeerde gewenste Ritz waarden
% � e i g v a l in Cˆ(m x m) een matrix met op r i j i de Ritz waarden van
% i t e r a t i e i van de l a a t s t e Arnoldi procedure
% � i t het aanta l h e r s t a r t van de Arnoldi methode
% � r e s een matrix met op kolom i het r e s i d u van de te convergeren Ritz waarden
% � l g e e f t met de kolomen het ver loop van de te convergeren Ritz waarden aan
%Deze f u n c t i e voer t Arnoldi met h e r s t a r t u i t voor de matrix A met
%beg invec to r v met k te convergeren Ritz waarden een een maximale
%dimens ie van m voor de Krylov dee l ru imte . De rho i ’ s z i j n h i e r g e l i j k aan 1 .
[ n ,˜ ]= s i z e (A) ;
[Q,H, e i gva l , r e s i , e i gv ]= Arnoldincon (A, v ,m) ;
vk=Q( : , 1 : end�1)* e i gv ( : , 1 : k ) ;
l k=e i g v a l ( 1 : k , end ) ;
l=e i g v a l ( 1 : k , : ) ;
r e s=r e s i ( 1 : k , : ) ;
i t =1;
con=max( abs ( r e s ( : , end ) ) ) ;
whi l e con>=t o l

i t=i t +1;
vre=ze ro s (n , 1 ) ;
f o r i = 1 : k

vre=vk ( : , i )+vre ;
end
[Q,H, e i gva l , r e s i , e i gv ]= Arnoldincon (A, vre ,m) ;
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vk=Q( : , 1 : end�1)* e i gv ( : , 1 : k ) ;
l k=e i g v a l ( 1 : k , end ) ;
r e s =[ res , r e s i ( 1 : k , : ) ] ;
l =[ l , e i g v a l ( 1 : k , : ) ] ;
con=max( abs ( r e s ( : , end ) ) ) ;

end

func t i on [Q,H, vk , lk , e i gva l , i t , res , l ]= Arno ld ihe r r e s (A, v ,m, to l , k )
%Input :
% �A in Cˆ(n x n) een matrix
% �v in Cˆn een vector , s t a r t v e c t o r e e r s t e i t e r a t i e Krylov dee l ru imte
% � m een gehee l g e t a l m>=1, de maximale dimens ie van de Krylov dee l ru imte
% � t o l een waarde waar het r e s i d u van een Ritz paar k l e i n e r dan
% moet z i j n om a l s geconvergeerd beschouwd te worden
%�k het aanta l Ritz paren met de g r o o t s t e modulus waarvan we conve rgent i e wensen
%Output :
% �Q in Cˆ(n x m+1) een matrix met de orthonormale b a s i s van de Krylov dee l ru imte
% a l s kolommen van de l a a t s t e Arnoldi procedure
% �H in Cˆ(m+1 x m) een boven�hessenbergmatr ix , de p r o j e c t i e van A
% op de Krylov dee l ru imte van de l a a t s t e Arnoldi procedure
% �vk de geconvergeerde gewenste Ritz vectoren
% � l k de geconvergeerde gewenste Ritz waarden
% � e i g v a l in Cˆ(m x m) een matrix met op r i j i de Ritz waarden van
% i t e r a t i e i van de l a a t s t e Arnoldi procedure
% � i t het aanta l h e r s t a r t van de Arnoldi methode
% � r e s een matrix met op kolom i het r e s i d u van de te convergeren Ritz waarden
% � l g e e f t met de kolomen het ver loop van de te convergeren Ritz waarden aan
%Deze f u n c t i e voer t Arnoldi met h e r s t a r t u i t voor de matrix A met
%beg invec to r v met k te convergeren Ritz waarden een een maximale
%dimens ie van m voor de Krylov dee l ru imte . De rho i ’ s z i j n h i e r g e l i j k aan
%het r e s i d u van het Ritz paar .
[ n ,˜ ]= s i z e (A) ;
[Q,H, e i gva l , r e s i , e i gv ]= Arnoldincon (A, v ,m) ;
vk=Q( : , 1 : end�1)* e i gv ( : , 1 : k ) ;
l k=e i g v a l ( 1 : k , end ) ;
l=e i g v a l ( 1 : k , : ) ;
r e s=r e s i ( 1 : k , : ) ;
i t =1;
con=max( abs ( r e s ( : , end ) ) ) ;
whi l e con>=t o l

i t=i t +1;
vre=ze ro s (n , 1 ) ;
f o r i = 1 : k

vre=vk ( : , i ) . * r e s ( i , end)+vre ;
end
[Q,H, e i gva l , r e s i , e i gv ]= Arnoldincon (A, vre ,m) ;
vk=Q( : , 1 : end�1)* e i gv ( : , 1 : k ) ;
l k=e i g v a l ( 1 : k , end ) ;
r e s =[ res , r e s i ( 1 : k , : ) ] ;
l =[ l , e i g v a l ( 1 : k , : ) ] ;
con=max( abs ( r e s ( : , end ) ) ) ;

end
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