&y

2 b = Universiteit Utrecht

NS

Faculteit Betawetenschappen

Benaderen van enkele eigenwaarden en
eigenvectoren van grote matrices met Krylov
methodes

BACHELOR ScrirTIE TWIN

Femke van Ieperen

Natuur- en Wiskunde

54

52

50

48 -
46
%— 44

42+

40

38

36

34 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 20 40 60 80 100 120 140 160
nummer iteratie (k)

Begeleider:

Dr. S. W. GAAF
Mathematisch Instituut

Datum van voltooiing:
11-06-2018



Samenvatting

We bekijken vier verschillende methoden om een aantal eigenparen van matrices van grote dimensies te
benaderen. De machtsmethode is geschikt om het eigenpaar met de eigenwaarde met de grootste modulus
te benaderen, indien deze bestaat. De inverse iteratie is te gebruiken om een eigenwaarde het dichtst bij
een willekeurige complexe waarde te benaderen, indien deze uniek bepaald is. Als we meerdere eigenparen
van een matrix willen bepalen zullen we ons tot de Lanczos methode moeten wenden voor een hermitische
matrix en anders tot de Arnoldi methode. Ook bij deze methoden is het mogelijk om de eigenwaarde het
dichtst bij een gekozen complex getal het eerst te laten convergeren.
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2 ACHTERGROND LINEAIRE ALGEBRA & EIGENWAARDE
PERTURBATIETHEORIE

1 Introductie

In veel toepassingsgebieden komen eigenwaardenprobleem voor. Bijvoorbeeld bij het analyseren van me-
chanische vibraties: het vinden van de resonantie frequenties van een systeem van door veren aan elkaar
verbonden massa’s [I]. Ook in de kwantum mechanica komen veel eigenwaardenproblemen voor: de mo-
gelijke uitkomsten voor de meting van een operator zijn namelijk de eigenwaarden van deze operator. Het
bekendste eigenwaardenprobleem uit de kwantum mechanica is de tijdonafhankelijke Schrodinger vergelijking.
Dit is het eigenwaardenprobleem van de Hamiltoniaan, wat dus neerkomt op het bepalen van de mogelijke
energieén van een systeem [2]. De directe algoritmen die gebruikt worden om het eigenwaardenprobleem op
te lossen, bijvoorbeeld QR-iteratie en variaties hierop [3], werken prima voor kleine matrices. Echter deze
algoritmen vereisen vaak een aantal bewerkingen van de orde O(n?®), met n de dimensie van de matrix [3].
Voor matrices met n > 1000 is de looptijd van deze algoritmen onwenselijke groot. Stel nu dat we slechts
een paar eigenwaarden en eigenvectoren van een matrix willen weten, bijvoorbeeld omdat we alleen in de
laagste energieniveaus van ons systeem geinteresseerd zijn, dan willen we een graag een algoritme met een
lager aantal bewerkingen aangezien we niet alle eigenparen hoeven te bepalen. In deze scriptie zullen we
dergelijke algoritmen bekijken die gebaseerd zijn op Krylov deelruimten. De algoritmen die we bekijken zijn
bestaande algoritmen die ook terug te vinden zijn in [I, [3] [6] 12].

In hoofdstuk [2| beginnen we met noodzakelijke achtergrond uit de lineaire algebra. De laatste paragraaf
van dit hoofdstuk is gewijd aan eigenwaarde perturbatietheorie: wat is de invloed van een kleine verandering
in de matrix op de eigenwaarden. Daarna bekijken we in hoofdstuk [3| het eerste algoritme: de machtsme-
thode. Een kleine variatie op de machtsmethode leidt tot de inverse iteratie die we in hoofdstuk @] behandelen.
Daarna bekijken we een aantal eigenschappen van een Krylov deelruimte in hoofdstuk [5} Hierna volgen twee
methoden die de gehele Krylov deelruimte gebruiken om eigenparen te benaderen, de Lanczos methode, zie
hoofdstuk [6} en de Arnoldi methode, zie hoofdstuk [7] Tot slot volgt de conclusie in hoofdstuk

2 Achtergrond lineaire algebra & eigenwaarde perturbatietheorie

In de eerste drie paragrafen van dit hoofdstuk bespreken we een aantal basisconcepten uit de lineaire algebra
die we later zullen gebruiken voor het analyseren van de algoritmen. Indien de lezer bekend is met de basis
van lineaire algebra kunnen deze paragrafen overgeslagen worden. Voor verdere achtergrond uit de lineaire
algebra verwijzen we naar [4, [5]. Tot slot bekijken we in paragraaf|2.4|kort de eigenwaarde perturbatietheorie.
Algemeen zullen we alleen matrices A € C™*™ met n € N = {1,2,3,---} beschouwen en het element van A op
rij ¢ en kolom j aanduiden met a;; voor ,j € {1,2,---,n}.

2.1 Lineaire deelruimte en basissen

Aangezien alle matrices die we beschouwen een element zijn van C™*™ komen, bespreken we alleen vectoren uit
de vectorruimte C™. Met een vector bedoelen we hier een kolomvector. Echter een verzameling {vy,vs, vy }
voor k € N spant ook een deelvectorruimte op, die bevat is in C".

Definitie 2.1. Laat {vq, vo, -vx} een verzameling vectoren zijn met v; € C* waarbij er geldt k,n € N, dan is
de lineaire deelruimte opgespannen door deze vectoren als volgt gedefinieerd:

k
span {vy,vg, Uk} = {Z Aivi| A € (C}. (2.1)
i=1

Een vectorruimte V' kan nu worden opgespannen door verschillende verzamelingen van vectoren. Indien voor
elke vector w € V' een unieke verzameling coéfficiénten A1, Ao, -+, A € C bestaat, zodat er geldt w = Zf;l AU,
wordt {v1,vs, v} een basis van V genoemd. De vectoren {vi,vs, vy} blijken een basis van V te vormen
indien ze aan de volgende eisen voldoen:

e span{vy, vy, v} =V,

) Zfﬂ Aiv; =0 A = Ag =X =0 voor \; € C. Een verzameling vectoren die hieraan voldoet wordt ook
wel lineair onafhankelijk genoemd.
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We noemen dan k de dimensie van V. De dimensie van een vectorruimte is onafhankelijk van de basis. Later
zullen we gebruiken dat voor een vectorruimte W van dimensie m het volstaat om een van de bovenstaande
eisen te controleren voor verzameling van vectoren {wy,ws, -, Wy, }, om aan te tonen dat dit een basis is van

W [, hoofdstuk 2.C].

2.2 Eigenwaarden en eigenvectoren

In deze paragraaf bespreken we de definitie van eigenvectoren en eigenwaarden van een matrix. Ook bekijken
we een aantal stellingen over de diagonaliseerbaarheid van matrices.

De eigenwaarden A; van de matrix zijn gedefinieerd als de nulpunten van het polynoom p(\) = det(A — AL).
Uit de hoofdstelling van de Algebra [B stelling 5.27], volgt dat er ¢, A1, -, A\x € C en mq,---my, € N, zodat er
geldt n =mq +mg +---my, bestaan waarvoor geldt det(A—AI) =c(A—X1)™" (A= X2)™% (A= Ap)™*. Indien
voor de eigenwaarde \; geldt m; = 1, noemen we deze enkelvoudig, anders is \; een meervoudige eigenwaarde.
Alle eigenwaarden van een matrix A te samen vormen het spectrum van een matrix, dat we noteren als

A(A) = {\ € C|det(A - AT) = 0}.

Gegeven een eigenwaarde \; € A(A) worden de eigenvectoren van A behorend bij deze eigenwaarden gegeven
door de vergelijking

Avi = )\ﬂ}z

Indien een combinatie (\;,v;) aan de bovenstaande vergelijking voldoet, noemen we dit een eigenpaar van A.
Alle eigenvectoren behorend bij een eigenwaarde spannen een lineaire deelruimte op, die we noteren als £(\;)
. De dimensie van deze deelruimte van de deelruimte is gelijk aan d; < m;. Indien er voor elke eigenwaarde
van A geldt dat d; =m,; is A diagonaliseerbaar.

Definitie 2.2 (Diagonaliseerbare matrix). Laat A e C™™ een willekeurige matrix zijn. Dan noemen we deze
matrix diagonaliseerbaar als er een inverteerbare matrix P € C™*™ en een diagonaalmatrix D € C"**™ bestaan,
zodat er geldt

A=PDP!
Er blijkt zelfs te gelden:

Lemma 2.3 (Diagonaliseerbaarheid matrix & eigenvectoren (5.41 [4])). Neem een matrizx A € C™". Er
geldt, A is diagonaliseerbaar dan en slechts als voor alle \; € A(A) geldt d; = m,;.

De matrices P en D hebben een vorm die we uit kunnen drukken in termen van de eigenwaarden en ei-
genvectoren van A. Definieer de matrix V = [v1,v9, v, ] met als kolommen de genormeerde eigenvectoren
van A. Een vector heet genormeerd als deze voldoet aan ||v;|]a = 1, zie definitie Verder definiéren we
de diagonaalmatrix A waarbij er geldt dat \;; gelijk is aan de eigenwaarde behorend bij v;. Dan geldt er
A=VAV~! wat ook wel de eigendecompositie van A wordt genoemd.

In het algemeen weten we niet op voorhand van een matrix niet of deze diagonaliseerbaar is. Echter van
matrices met bepaalde eigenschappen is bekend dat deze altijd diagonaliseerbaar zijn. Deze eigenschappen
maken gebruik van de hermitisch geconjugeerde van een matrix.

Definitie 2.4. (Hermitische conjugatie) Neem een matrix A € C™*". De hermitisch geconjugeerde van A is
dan gelijk aan:

AH = AT 2 pT"

Hierbij staat AT voor de getransponeerde van een matrix, wat wordt bepaald door aijT = aj;. Verder staat
A* voor het elementsgewijs complex conjugeren van de matrix A.

Zo blijkt een normale matrix altijd diagonaliseerbaar waarbij de matrix P uit definitie [2:2] unitair is.
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Definitie 2.5 (Normale matrix). Een matrix A € C™" is normaal als er geldt A7 A= AAH.

Definitie 2.6 (Unitaire matrix). Een matrix A € C™" noemen we unitair als er geldt AAH =1 = A7 A
oftewel A7! = AH. Indien dit geldt voor een matrix A € R™" wordt A ook wel een orthogonale matrix
genoemd.

Stelling 2.7. (Spectraal stelling voor normale matrices, [0, Gevolg 2.50]) Zij A e C™™ met n € N een matriz.
Dan geldt er dat A een normale matrixz is dan en slechts dan als er een unitaire matriz V e C™"™ en een
diagonaal matriz A € C™™ bestaan zodat er geldt A=V AV~

Als een matrix ook hermitisch is, blijkt zelfs dat we op voorhand al weten dat alle eigenwaarden reéel zijn.
Definitie 2.8 (Hermitische matrix). Een matrix A e C™" is een hermitische matrix als er geldt A = A7,

Stelling 2.9. (Spectraal stelling voor hermitische matrices,[6, Gevolg 2.51]) Zij A € C™™ met n € N een
matriz. Dan geldt er dat A een hermitische matriz is dan en slechts dan als er een unitaire matriz V e C™"
en een diagonaal matric A € R™™ bestaan zodat er geldt A=VAV™L.

2.3 Inproduct & norm

In de vorige paragraaf hebben we een vectornorm gebruikt. De vectornorm die wij zullen hanteren is afgeleid
van een inproduct. Een functie van C" x C" - C op C" is een inproduct, indien deze aan de volgende vier
eigenschappen voldoet:

1. (.,.) is lineair in de tweede component. Oftewel {(z, \y + pz) = XNz, y) + u{x, z) voor x,y,z € C" en
A, € G

2. (z,y) = ({y,2))" voor alle z,y € C";
3. (z,z) > 0 voor alle x € C™;
4. Er geldt (z,2) = 0 dan en slechts dan als = = 0 voor € C".

Uit deze lijst met eigenschappen volgt dat elk inproduct ook aan de volgende eigenschap zal voldoen
(A + py, z) = Xz, 2) + ™y, 2) voor alle z,y,z € C"en A\, u € C.
Deze eigenschap noemen we de toegevoegde lineariteit van het inproduct.

Definitie 2.10 (Inproduct). Laat x,y € C™ twee vectoren zijn met n € N. Dan definiéren we het inproduct
tussen deze twee vectoren als volgt:

n
(z,y) = 3 (@) yi ="y, (2:2)
i=1
Het is eenvoudig na te gaan dat dit inproduct aan de bovengestelde eisen voldoet. Nu we een inproduct

hebben kunnen we de notie van een verzameling orthogonale vectoren introduceren.

Definitie 2.11 (Orthogonaliteit vectoren). Neem een verzameling vectoren {vq,ve,---vy} met v; € C*. We
noemen deze verzameling van vectoren orthogonaal indien er geldt

(vi,vj) = 0voor alled, j € {1,2,---k} meti # j.

We willen nu met behulp van ons inproduct een vectornorm definieéren. We weten dat een vectornorm een
functie van C" — R is die aan de volgende eigenschappen voldoet:

1. ||z|| = 0 voor alle € C™;
2. ||#|| = 0 dan en slecht dan als x = 0;

3. [|Az|| = |All|=|| voor alle A € C en x € C™;
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4. lz +yll < [l=l| + [ly[| voor alle z,y e C™.
We weten dat ||.|| = \/{.,.) een norm definieert indien {.,.) een inproduct vormt.[4, hoofdstuk 6].

Definitie 2.12 (2-norm vectoren). Laat x € C" een vector zijn, dan definiéren we de norm van z als volgt

lallz = /(@ 2) = z 4]

Nu kunnen we ook de notie van een orthonormale verzameling vectoren geven. De verzameling {vy,va, -, vy }
met v; € C" is orthonormaal indien deze orthogonaal is en er voor alle ¢ geldt |Jv;]|2 = 1.

We willen niet alleen een vectornorm hebben maar ook een matrixnorm. De norm van een matrix is namelijk
een vaak gebruikt concept om de convergentie of nauwkeurigheid van een algoritme af te schatten. Wij zullen
als matrixnorm de operatornorm afgeleid van de 2-norm voor vectoren, definitie gebruiken.

Definitie 2.13 (2-norm matrices). Laat A € C"*" een matrix. De norm van A definiéren we nu als volgt

A
Ao = max 1Azl
zeCn,z#0 ||ZC||2

Deze norm voldoet aan de volgende vijf eigenschappen [1]:

||A||2 < 0 voor alle A € (Cnxn;

[|Allz = 0 dan en slecht dan als A = 0;

INA]2 = M| A]]2 voor A e C en A e C™™;

|A+ Bll2 <||All2 + || B|l2 voor alle A, B € C™™;
o ||AB|2 <||A|l2]|B||2 voor alle A, B € C™™.
Het blijkt dat de 2-norm van een matrix uit te drukken is in termen van de spectrale radius van A7 A.

Definitie 2.14 (spectrale radius). Laat A € C™™ een matrix zijn. Dan wordt de spectrale radius van A
gegeven door

p(A) = max{|\] | A € A(A)}.
Aangezien de matrix A” A per constructie een hermitische matrix is, volgt er uit stelling dat de spectrale
radius A” A gelijk is aan de wortel van absolute waarde van de grootste eigenwaarde.

Propositie 2.15. Laat A € C™*" een matriz zijn dan geldt er

|A]l2 =/ p(ATA).

Indien A hermitisch is volgt er bovendien

[[A4]l2 = p(A).
Bewigs. Er geldt

H AH

xt AY Ax

A 2 = max —————.
|| ||2 zeCm,z=0 zHax

Uit stelling volgt er dat geldt AP A =VAVH,

cHVAVH g
= max —————.
zeC™, z=0 cHVVHy
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Gebruik nu de basis transformatie y = Vg,

HA INillyal?
- max 2 o Y- max M = max |\|=p(ATA).
veCry20 YRy yecr y20 XLy [yl AieA(AHA)

Er volgt nu ||A]]2 = \/p(AH A).
Als A een hermitisch is, geldt er A = VAV met A € R™" en dus A# A = VA2V, Hieruit volgt dat geldt
|All2 = \/p(AH A) = \/max; {|\i|2|]A € A(A)} = p(A) voor een hermitische matrix. O

2.4 Eigenwaardenperturbatietheorie

We willen numeriek de eigenwaarden van een matrix A € C™™ benaderen. Echter door de eindige precisie van
de computer kan de numerieke implementatie A van A verschillen van A zelf. Het algoritme benadert dus
de eigenwaarden X; van A in plaats van de eigenwaarden A; van A. Maar eigenwaarden 6; uit het algoritme
zijn ook niet exact gelijk aan X;i. De totale fout in de benadering is dus gelijk aan |0; — \;| < [0; — \| + |):~Z = Ail.
De term |0; — \;| is de fout van het algoritme. Dit zullen we later per algoritme bespreken. De term |\; — Ay
beschrijft het verschil tussen de eigenwaarden van A en A. en wordt beschreven door eigenwaardenperturba-
tietheorie. Dit is waar we ons in deze paragraaf over zullen buigen.

Definieer de matrix F zodat er geldt A= A+ E. Voor een hermitische matrix volgt dan dat de eigenwaarden
van A en A niet meer dan ||E||; afwijken.

Stelling 2.16. (Stelling van Weyl [7, Stelling 1.1]) Laat A, A+ E € C™" twee hermitische matrices zijn met

eigenwaarden Ay < Ay << A, en pg < o < < pi,. Dan geldt er

max |A; = pif < || Ell2- (2.3)

Om voor een algemene matrix iets over het verschil tussen de eigenwaarden van A en A te zeggen, definiéren
we de linker eigenvectoren u; van een matrix. Deze worden bepaald door de vergelijking

Hy_y  H
u; A= Nuj

met \; € A(A). Om het onderscheid tussen deze eigenvectoren en die uit paragraaf duidelijk te maken
noemen we de v;’s de rechter eigenvectoren. Als er geen verwarring bestaat over dat we de rechter eigenvecto-
ren bedoelen, noemen we deze simpelweg de eigenvectoren. Indien de matrix A n verschillende eigenwaarden
heeft geldt er

|>\1 _ X1| < |t|||u1||||v1||
(1, v1)]

met ¢t € C en flf A+tF en ||F|jz = 1.[8, vergelijking (52.3) ]. Indien O([t|*) verwaarloosbaar is volgt er nu
dat de fout in A; altijd gelijk is aan (\;)[¢] met

+O([t]), (2.4)

|[will2]vi]|2
[(ws, vi)|

R = (2.5)
Dit wordt ook wel het conditiegetal van de eigenwaarde \; genoemd. Wegens de Cauchy-Schwarz vergelijking
[4 6.15] geldt er k(\;) > 1. Ook volgt er xK(\;) = 1 dan en slechts dan als u; = av; voor a € C. Voor een
normale matrix geldt dat voor alle eigenwaarden het conditiegetal gelijk is aan 1, voor een niet normale
matrix is het alleen mogelijk dat dit voor enkele van de eigenwaarden geldt [8, §52]. Voor een eigenwaarde
met x();) > 1 wordt de fout ¢ in X; dus vergroot. We definiéren nu de spectrale projector P; waarvoor geldt

[Pill2 = £ (X)-

Definitie 2.17. (Spectrale projector) Laat A € C™*™ een matrix zijn en )\; een enkelvoudige eigenwaarde van
A zijn. Neem u; en v; de genormeerde linker en rechter eigenvector behorend bij \;. De spectrale projector
voor A; volgt nu als

Pi = ViU;.
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Deze projector projecteert een willekeurige vector op de ruimte span{v;}. Verder geldt er AP; = P; A = \;P;.
[8, §52]. Het spectrum van de matrix A is onderdeel van het pseudospectrum van A.

Definitie 2.18 (e-pseudospectrum). Laat A € C™™ een matrix zijn en neem € € R,q. Het e-pseudospectrum
van A volgt nu als:

A(A)={2€C|z e A(A+ E)met||E||2 < €}

Dit is de definitie van een pseudospectrum uit [9, (3.2)], die equivalent is met de definitie uit [§], zie [9]. We
kunnen nu analoog aan het spectrum van A en de spectrale radius ook de pseudo-spectrale radius van A
definiéren.

Definitie 2.19 (pseudo-spectrale radius). Laat A € C™" een matrix zijn en neem € € R,o. De pseudo-
spectrale radius p. is gelijk aan

pe(A) = sup |z].
zeN(A)

Deze waarde zullen we in volgende hoofdstukken gebruiken om de convergentie en nauwkeurigheid van algo-
ritmen te bepalen.

Als we nu stellen ||E||y = € volgt er dus A(A) c A(A).

Stelling 2.20. (Bauer-Fike Stelling [8, Stelling 52.2]) Laat A € C™"™ een matriz zijn met n verschillende
etgenwaarden. Dan geldt er voor alle € >0

Ae(A) c U (A’L + Aenn(ki)) )

i=1
waarbij geldt Ag = {z € C| |z| < 8}.

Er volgt nu voor een algemene matrix met n verschillende eigenwaarden dat |\; —Xi| altijd van boven begrensd
is door max; Ay x(n,)-

3 Machtsmethode

In dit hoofdstuk bespreken we de machtsmethode. Dit is het eenvoudigste algoritme dat we zullen beschou-
wen. De machtsmethode is een algoritme om de eigenwaarde met de grootste modulus en de bijbehorende
eigenvector van een matrix te bepalen. We beginnen dit hoofdstuk met het uitwerken van de theorie waarop
de machtsmethode zijn werking baseert in paragraaf We kijken hierbij naar een diagonaliseerbare matrix
met één eigenwaarde met de grootste modulus. Vervolgens introduceren we het algoritme voor de macht-
smethode in paragraaf Hierna analyseren we wat er gebeurt bij toepassing van de machtsmethode op
een normale matrix met meerdere eigenwaarden met de grootste modulus in paragraaf[3.3] Daarna bekijken
we de convergentie en de nauwkeurigheid van het algoritme in paragraaf [3.4] Tot slot bekijken we een aantal
numerieke voorbeelden, zie paragraaf

3.1 Theorie achter de machtsmethode

We zullen nu het idee achter de machtsmethode uitwerken. Stel dat we van een diagonaliseerbare matrix
A e C™™ de eigenwaarde met de grootste modulus en de bijbehorende eigenvector willen bepalen. Omdat
deze matrix diagonaliseerbaar is, bestaan dus een inverteerbare matrix V' e C™™ en een diagonaalmatrix
A € C™™ zodanig dat geldt A = VAV L. Hierbij zijn de diagonaalelementen van A de eigenwaarden van A en
de kolommen van V zijn de eigenvectoren van A. Oftewel als we met v; de i9° kolom van V' noteren geldt er
dus Av; = A;v;. We nemen verder aan dat de eigenvectoren van A genormaliseerd zijn, oftewel dat voor alle
i€{1,2,-,n} geldt ||vs|]2 = 1. Aangezien we nu een basis van eigenvectoren hebben, kunnen we elke vector
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xg € C™ uitdrukken in de basis van eigenvectoren. Voor z bestaan er dus «; € C zodat er geldt xg = Yiv; a;v;.
Als we nu de vector A¥zg in deze basis van eigenvectoren uitschrijven, voor k € N, vinden we:

Ak(ﬂo = Ak i ;0 = i )\faivl-. (3]_)
i=1

i=1
Stel nu dat er voor de eigenwaarden van A geldt

Al > [Aa] 2 [Ag] 2+ 2 [An]. (3.2)

Dan kunnen we )\’f voor de sommatie halen in vergelijking (3.1). Dit leidt tot de volgende uitdrukking voor
AF gy

n kK
Ak$0 = )\]f Z (7) V5. (33)

k 0 p# 1
Aangezien er geldt dat || > |\;] voor 4 # 1, volgt nu (f\‘—) - {1 voor Z | voor k — oo. Indien ook geldt
! VOOr % =

dat oy # 0 volgt er dus
AFzg - Majv, voor k- co. (3.4)

Oftewel als de matrix A één eigenwaarde \; heeft met de grootste modulus en we bepalen A*zy, met
een vector xy die een component ongelijk aan nul heeft in de richting van v;, convergeert A¥zy naar de
eigenvector behorend bij A;. Als we deze vector vervolgens normaliseren verkrijgen we v;. Wanneer we
eenmaal de genormaliseerde eigenvector v; hebben, kunnen we de bijbehorende eigenwaarde bepalen. Deze
voldoet namelijk aan de vergelijking \; = (v1, Av1). Immers als v, een eigenvector is, geldt er dat Avy = A\jvy.
Ook we hebben v; genormaliseerd, dus geldt inderdaad (v, Avy) = (v, Adyv1) = A1 {v1,v1) = A1

3.2 Algoritme machtsmethode

De machtsmethode is gebaseerd op de limiet uit vergelijking (3.4]) en is weergegeven in algoritme |1} We zien
k
in het algoritme in regel 3 en 7 dat we yi = Hszixi(hz bepalen en niet A¥zy. Dit doen we om te voorkomen dat

Ay tegen de eindige precisie van de computer aanloopt. Als benadering van de eigenwaarde behorend bij
yi definiéren we 0y, = (yx, Ayr), zie regel 5 en 9. De definitie van 6y, is zo gekozen omdat, als yi wel een echte
eigenvector is, dan 0 de echte eigenwaarde behorend bij die eigenvector is. In regel 6 van het algoritme zien
we dat het benaderde eigenpaar (0, yx) als geconvergeerd wordt beschouwd indien de norm van

T = Ayk - Hky;w (3.5)

kleiner is dan tol. Hierbij is tol de zelf te bepalen gewenste nauwkeurigheid van het benaderd eigenpaar.
We noemen 7y, het residu van het benaderd eigenpaar (0x,x). Er volgt nu dat rj, = 0 als (0x,yx) een echt
eigenpaar is van A. Het residu rj geeft dus aan hoever het benaderde eigenpaar afligt van een echt eigenpaar
van A en is dus een zinvol criterium voor de convergentie van het benaderde eigenpaar.

3.3 Normale matrices & de machtsmethode

In het algemeen is het voor een matrix A niet bekend of de eigenwaarden voldoen aan vergelijking . Nu
rijst dus de vraag: wat er gebeurt met 0y en y; uit de machtsmethode als we een matrix A hebben waarvoor
niet één eigenwaarde met de grootste modulus bestaat?

Hiertoe zullen we analyseren wat er gebeurt als we de machtsmethode toepassen op een normale matrix
B e C™"™ waarvoor geldt

Aal = ol = = [N > gl 2 2 Anl, (3.6)

met j € {1,2,---,n}. We willen nu weten wat de uitdrukkingen zijn voor 0y en y; na k iteraties van de
machtsmethode uitgevoerd op B met een startvector xg € C". Ook willen we weten of 6 en y, convergeren
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1 def power(A,xzg,tol):

Input :-AeC™" een matrix.
- xg € C™ de startvector van de iteratie.
- tol de gewenste nauwkeurigheid.

Output: -(6,y) de benadering van het eigenpaar van A voor de eigenwaarde met de grootste
modulus.

© 0 N o0 ook W N

=
S
[¢]
=
=1

Algoritme 1: Machtsmethode

voor k — oo en indien ze convergeren ook waarnaar ze convergeren. Aangezien B normaal is, bestaan er
volgens Stellingeen unitaire matrix V e C™™ en een diagonaalmatrix A € C™" zodat er geldt B = VAV L.
Er bestaan dus, net zoals in paragraaf ay, g, an € C zodat geldt xg = Y1y a;v;. Er volgt nu dat 6y,
na k iteraties gelijk is aan:

kao a Bk+1$0
"\ |

| B¥2l2 | B¥2l2
aq
1 + + s\ 1 H H\F { Hy A k+1y,H Q2
(o} a3 - a)VIV(AT) VAVARYHY
zi (BH)" Brx, '
an
1 n

= = PRIV DY
zdV (A VHVARVHgy i3

_ i |evi [ \i[*F A
Yic a2 A2
S a1 PF A

Sim P3P

Uit vergelijking volgt er dat

R P |ai|2)\i.
Yict ail?

A
A1

. oy
- { VOOr' =) Hieruit volgt dat voor k — oo geldt dat

<1 wvoort>j

We hebben nu dus een uitdrukking voor 85 gevonden. Ook weten we nu dat 6y convergeert en waarnaartoe
het convergeert voor k — co. We zien ook dat in het geval dat j = 1 we inderdaad krijgen dat 6; — A1 voor
k — oo, zoals we in paragraaf hebben afgeleid. Nu willen we bekijken waaraan de benadering van de
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eigenvector y; gelijk is na k iteraties. Er volgt dat:

k n k
B ZTo _ Zi:l ai)\i Vi

yk = - =
1B¥xolla /S, o] 2[A2*

k
/\’1“ Zi=1 Q; (71) Ch

ROWE %
Yi el |3
k
) Beds) -
- [A1] 2k
Yol |3

1 oort < j
v ], volgt er dat voor k — oo

Aangezien er nog steeds geldt dat |/’\\—;| = { ) T
<1 wvoori>j

u = (Al)k Zgﬂai(ii)kvi, (3.7)

| A1 /Zgzl lovs|2

Er is nu niet noodzakelijk sprake van convergentie voor yj voor k - co. Immers we weten alleen dat er geldt
As

A1
met zekerheid kunnen zeggen is dat het element altijd op de eenheidscirkel S' c C zal liggen aangezien de
modulus wel voor alle k € N gelijk is aan 1. Wel geldt voor k — oo, yj, € span{vy,va, -, v }.

2
=1, voor i € {1,2,--,5} . Dus kunnen we niet zeggen of (f\‘—l) convergeert voor k — oo. Wat we wel

We weten nu dus wat er met y, en 6 gebeurt gedurende de iteraties en welke waarde ze aannemen voor
k — oo. Er volgt nu voor k£ - oo

k s A . j YY) (A .
B~yk=B'()\1) Zi:lal( 1) 2 e 9~y=( §=1|O‘i|2)‘i).(/\1) Zi:laz(h) -
- n 12 - :

|Adl >7 Jouf? Yica lail A VI, Jeal?

We zien nu dat alleen indien A\; = Ay = ---A; er geldt || By, —0xyx|l2 = 0 voor k — oo. In alle andere gevallen met
j > 2 en minstens twee verschillende waarden ¢ € {1,2, -, j} zodat geldt a; # 0 convergeert de machtsmethode
voor B dus niet.

3.4 Convergentie & Nauwkeurigheid

We bestuderen nu hoe snel de machtsmethode convergeert en hoe nauwkeurig de benadering van (A1, v1)
door (6,y) is. We zullen alleen matrices beschouwen waarvan de eigenwaarden voldoen aan vergelijking
, tenzij anders vermeld.

Als maat voor de convergentie van de machtsmethode zullen we de sinus van de hoek tussen vy en yy
beschouwen.

Definitie 3.1. (Sinus van de hoek tussen een vector en een lineaire deelruimte )

Laat x € C™ een vector zijn met x # 0. Laat {y1,y2, --yx } met y; € C™ een basis zijn van de lineaire deelruimte
W. Dan definiéren we de sinus van de hoek tussen x en W als:

[l = w2

sine, W) = i Tl
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Als W deelruimte van dimensie één is, met y als mogelijke basis, noteren we sin(z, W) ook met sin(z,y) en
spreken we over de sinus van de hoek tussen z en y.

Er volgt nu dat de sin(x,y) afneemt als de hoek tussen de twee vectoren afneemt en we de lengte van de
vectoren constant houden. Immers als de hoek tussen de twee vectoren afneemt zal ||z — y;||2 0ok afnemen.
Dus voor de machtsmethode om te convergeren moet sin(vy,yx) afnemen als k toeneemt. Indien er geldt
dat sin(v1,yx) = 0 is de hoek tussen v; en y; nul en aangezien beide vectoren door normalisatie lengte één
hebben,p geldt er dan v; = cy voor zekere ¢ € S1. Voor de waarde van sin(vy,yy) blijken we de volgende
bovengrens te hebben:

Stelling 3.2 (Convergentie machtsmethode). Laat A € C™" een matriz zijn waarvan de eigenwaarden
voldoen aan (3.2)). Laat v1 de genormeerde eigenvector zijn behorend bij de eigenwaarde A\1. Neem verder yy
de benadering van de grootste eigenvector na k iteraties van de machtsmethode. Dan geldt er dat:

1 p(AI-P)"

ai|  [AfFt

sin(vy,yx) < (3.8)

Hierbij is p. de pseudo-spectrale radius. Deze vergelijking geldt voor alle € > 0. Verder is P de spectrale
projector behorend bij eigenwaarde .
In het geval dat A diagonaliseerbaar is vereenvoudigt deze grens tot

V2]Vl ht

|avs |

A2

sin(vy, <
(v1,yx) N

(3.9)

Hierbij is V' de matriz met de basis van eigenvectoren van A.

Hierbij zijn P en p. zoals gedefinieerd in hoofdstuk 2} Deze stelling komt voort uit het combineren van
het eerste deel van stelling 28.1, vergelijking (16.10) en (16.6) [8]. We vinden nu dus dat sin(vi,yr+1) <

AP sin(vy,yx). Uit de definitie van p, (A (I-P)) volgt dat er geldt p. (A (I-P)) - |Ag| voor € - 0.

(Al
Voor een diagonaliseerbare matrix vinden we sin(vq, yg+1) < % sin(v1, yx ), en wordt de convergentiesnelheid
van de machtsmethode dus bepaald door % Voor een algemene matrix wordt deze bepaald door W.

Voor een diagonaliseerbare matrix is er dus altijd sprake van convergentie omdat |A1]| > |A2| geldt. Echter
bij een niet diagonaliseerbare matrix kan het zijn dat de machtsmethode niet convergeert indien er geldt

pe (A(I=P)) > |-

Nu we gezien hebben wat de convergentiesnelheid van de machtsmethode is, willen we ook weten hoe nauw-
keurig deze is. De volgende stelling geeft een indicatie van het verschil in modulus tussen A; en 6.

Stelling 3.3 (Nauwkeurigheid machtsmethode, [§] stelling 28.1). Laat A € C™*™ een matriz zijn waarvan de
eigenwaarden voldoen aan , en laat v1 de eigenvector zijn behorend bij A1. Neem 6, de benadering van
de grootste eigenwaarde en yi de bijbehorende benaderde eigenvector na k iteraties van de machtsmethode.
Dan geldt er dat

sin(v, yp ) || All2

A1 = 0| <4 S .
1-sin (v17y7€)

(3.10)

In combinatie met stelling volgt hieruit dat |A; — 0| - 0 voor k — oo voor een diagonaliseerbare matrix.
Dit komt overeen met onze eerdere afleiding over de werking van de machtsmethode. Of dit ook het geval is
voor een niet diagonaliseerbare matrix hangt af van of W kleiner is dan 1.

Tot slot hebben we in het geval dat A een hermitische matrix is, een afschatting voor miny, e (a) |A; — O]
en |lv; — ykll2, met v; € E(A;) voor A; = argminy cz(ay|Ai — Ok, in termen van het residu ry. Dit geeft dus
geen grens op de fout tussen het eigenpaar (A1,v1) en het benaderde eigenpaar (0, yx). Echter stelt dit ons
wel instaat om de fout tussen het benaderde eigenpaar en een echt eigenpaar van A dat het dichtstbij het
benaderde eigenpaar ligt af te schatten. Dit wordt de lokale fout van het benaderde eigenpaar genoemd. Om
deze afschatting te geven, definiéren we eerst nog de eigenwaarde kloof als volgt:

10
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Definitie 3.4. (Eigenwaarde kloof [6]|Definitie 3.12]) Zij A € C™*™ een hermitische matrix. Voor alle A € A(A)
definiéren we de eigenwaarde kloof van A en A als

Ya(A) = inf{lu—Allw e ACA) ~ {A}} (3.11)

De afschattingen van de fout van het benaderde eigenpaar met het werkelijke eigenpaar worden gegeven door
de volgende stelling:

Stelling 3.5 (Lokale fout machtsmethode, hermitische matrix). Laat A € C™™ een hermitische matriz
zijn. Neem nu 0, en y, de benadering van de grootste eigenwaarde en bijbehorende eigenvector van de
machtsmethode na k iteraties. Laat ry, het residu zijn van (0, yr) zoals gedefinieerd in vergelijking .
Dan bestaan er een eigenwaarde X van A en een vector x € E(N) , zodat er geldi:

lI7k||2 .
ya(A)

Deze stelling is de specifieke toepassing van Stelling 4.9 [6] op de machtsmethode. Deze stelling is geldig voor
een willekeurige hermitische matrix. De eigenwaarden van A hoeven dus niet aan vergelijking te voldoen
voor deze stelling om toepasbaar te zijn. Uit deze stelling volgt dat als het algoritme van de machtsmethode
een benaderd eigenpaar 0,y geeft, dat dan |\ — 6| < tol geldt. De waarde van tol is dus in ieder geval een
bovengrens op het verschil tussen 6 en en eigenwaarde van A.

XN =0kl <llrillz, Nl = wrll2 < 2 (3.12)

3.5 Numerieke voorbeelden

In deze paragraaf bekijken we een aantal numerieke voorbeelden van de machtsmethode. Alle numericke
voorbeelden zijn uitgevoerd met Matlab versie R2017b (9.3.0.713579). In het algemeen zullen we bij nu-
merieke voorbeelden de eigenvectoren en eigenwaarden, bepaald met de functie eig uit Matlab, als de echte
eigenwaarden en eigenvectoren van de matrix beschouwen. Bij alle voorbeelden in deze paragraaf is de start-
vector van de machtsmethode dezelfde vector en we noteren deze met o € R?°°°. De elementen van xq zijn
bepaald uit uniforme verdeling op (0,1). In het vervolg zullen we een vector of een matrix met een dergelijke
elementen aanduiden als een uniforme vector of matrix. Verder geldt er bij alle voorbeelden tol = 10710, Met
v(4) zullen we de i9° component van een vector aanduiden. We beginnen met de voorbeelden en
waarvan de eigenwaarden voldoen aan vergelijking

Voorbeeld 3.6. In dit voorbeeld bekijken de uniforme matrix A; e C2999%2900 " dije niet hermitisch is. In
figuur is de waarde van 6 op elke iteratie te zien. We zien hier dat de machtsmethode al na 8 iteraties

convergeert. Deze snelle convergentie was ook te verwachten omdat er voor deze matrix geldt ;fgﬁ; ~ (.01.
In ﬁguurzien we dat voor alle iteraties geldt |\ — 0x| < ||7g]|2 en ||z —ykll2 < 27||Arfﬂf) Hierbij is = gelijk aan

[v1 (Dyr (1)
v1 (D] (1)]
behorend bij A; worden gegeven door {wvi|w € ST ¢ C} en z is nu die eigenvector in dezelfde richting als

yr. Ondanks dat Stelling [3.5] alleen geeft dat de machtsmethode voor hermitische matrices aan vergelijking
voldoet, blijkt dit ook voor A; te gelden. Verder zien we dat ||rg||2 altijd een bovengrens vormt op de
globale fout |A; — 6| ondanks dat ||r||2 alleen een maat is voor de lokale fout. Echter door het grote verschil
tussen A; en As is de lokale fout voor A; al direct gelijk aan de globale fout. A

v1 met v; een genormeerde eigenvector behorend bij A;. Immers alle genormeerde eigenvectoren

Voorbeeld 3.7. In dit voorbeeld bekijken een hermitische matrix Ay € C2000x2000 geyormd door Ay =

QT DQ+(QT DQ)" . . . . . .
—————— met Q een willekeurige unitaire matrix en D een diagonaalmatrix waarvan de elementen

komen uit een normale verdeling met verwachtingswaarde p = 0 en standaarddeviatie o = 20. In het vervolg
zullen we dit aanduiden met een Gauss (p,0) diagonaalmatrix D. (De normale verdeling wordt ook wel
de Gauss-verdeling genoemd.) In figuur [la] is de waarde van ) voor alle iteraties te zien. We zien dat de
imaginaire component van de eigenwaarde naar 0 convergeert. Dit was ook te verwachten omdat A hermitisch
is en dus wegens Stelling alle eigenwaarden van A reéel zijn. Convergentie van de machtsmethode voor
dezelfde waarde van tol kost nu veel meer iteraties dan in voorbeeld Dit komt omdat er hier geldt

ifgﬁ; ~ (0.91 terwijl dit in het vorige voorbeeld ongeveer 0.01 was en voor een hermitische matrix is dit een

maat voor de convergentiesnelheid van de machtsmethode. Figuur |Lb|laat zien dat er al na een paar iteraties

11
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(a) Het reéle deel (*) en imaginaire deel (o) van ) weer- (b) De waarde van ||rg||2, | A1 = Okl, ||z - yk||2,zvlrk(l‘)\21) zijn

gegeven per iteratie. weergegeven per iteratie.
Figuur 1: In deze figuren zien we voor elke iteratie van de machtsmethode, uitgevoerd op de matrix A;, de

waarde van O, ||[rkll2, | A1 — Okl, ||z — y&l|2, 27”3)'\'2) We zien hierbij dat voor alle iteraties geldt |\ — x| < ||7x]|2

en ||z — yill2 < 2711:’“(!\21).
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(a) Het reéle deel (*) en imaginaire deel (o) van ) weer- (b) De waarde van ||rg||2, | A1 = Okl ||z - yk||2,27!”‘(”fl) zijn

gegeven per iteratie. weergegeven per iteratie.
Figuur 2: In deze figuren zien we voor elke iteratie van de machtsmethode, uitgevoerd op Ao, de waarde van

O, 17kll2s N1 = Okl 12 = ykll2, 2 “Tfk) We zien hierbij dat al na een paar iteraties geldt |[A\; — x| < ||7x||2 en

_ [k [l2
o=l < 251

geldt |A1 —0x| < ||rkll2 en ||z —yrll2 < 2 ”’"6'\'2) Hierbij is z op dezelfde manier bepaald als in voorbeeld Uit

Stelhng volgt er nu dat al na een paar iteraties de globale fout gelijk is aan de lokale fout. Dat [A; — 6|
rond iteratie 200 sterk begint te schommelen komt doordat de machine precisie bereikt is. Opvallend in deze

grafiek is dat de afschatting van ||z — yk||2 veel scherper is dan die van |A; — 6| A

We bekijken nu een normale matrix met eigenwaarden die voldoen aan vergelijking (3.6) om te zien of

inderdaad 6 convergeert en y; het gedrag uit (3.7) gaat vertonen. Omdat we hebben afgeleid dat de
machtsmethode uit algoritmenu niet zal convergeren, vervangen we regel 6 uit dit algoritme door while||6—

Or-1||2 > tol. Om duidelijk te kunnen zien of y;, zich volgens vergelijking (3.7) gaat gedragen bekijken we een

12
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diagonaalmatrix. Immers voor een diagonaalmatrix zijn de eigenvectoren gelijk aan de standaard basis van
(C2000x2000 oy de eigenwaarden gelijk aan de diagonaalelementen.

0.8 ; ;
o +
06+ * 5
04t . o
02t A
= o + T ©
s of * o
€ or . o x N
. 02p  © O gv
= *
04 # N
%
*
06 N
08 : : : : : : :
08 06 04 02 0 02 04 06 08
Re (us())
“© o 8 101 (b) De vectorcomponenten (1) , yx(2), yx(3) , yr(4)
nummer iteratie (k) ..
en zijn weergegeven voor k € {conv+1 (*),conv + 2
(a) Het reéle deel (*) en imaginaire deel (o) van ) weer- (o), conv +3 (4), conv +4 (.), conv +5 (x), conv + 6 (O),
gegeven per iteratie. conv+7 (¢), conv +8 (&), conv+9 (%) en conv+10 (%) }

in het complexe vlak. Hierbij is conv het aantal iteraties
om convergentie voor 0 te bereiken.

Figuur 3: In deze figuren zien is voor elke iteratie van de machtsmethode voor B de waarde van 0 te zien.
Ook zien we dat de componenten van de eigenvectoren met de eigenwaarde met gelijke grootste modulus
inderdaad over een cirkel bewegen.

Voorbeeld 3.8. We bekijken een diagonaalmatrix D e C2990x2000 Do onderste 1996 diagonaalelementen
van D zijn complexe waarden waarvan zowel het reéle als het imaginaire deel uit een Gauss-verdeling met
p=0en o =20 komt. De bovenste vier diagonaalelementen zijn complexe waarden met gelijke modulus,
die groter is die van de andere 1996 diagonaalelementen. Figuur toont dat 6 inderdaad convergeert.
In figuur BD] zijn de eerste vijf componenten van yj, te zien voor tien extra iteraties van de machtsmethode
nadat 0 is geconvergeerd. De punten van gelijke kleur zijn dezelfde componenten gedurende de verschillende
iteraties. We zien hierbij dat yi(5) constant gelijk aan 0+ 0 * 4 is. Dit was ook voorspeld omdat y(5) de
component van vs is in yi. Wegens |§—i| < 1 dooft deze component inderdaad uit als 6 convergeert. De
overige weergegeven componenten van yy zijn gelijk aan de component vy, vg, v3 en vy in Y. Omdat deze vier
vectoren de eigenvectoren zijn behoren bij de eigenwaarden met de grootste modulus verwachtten we al uit
vergelijking [3.7] dat deze over een cirkel bewegen. Dit zien we ook zien in figuur [Bb] Het verschil in straal van

xoi(i). Dat de cirkels met verschillende snelheden
Shilze ()P
) 5

doorlopen worden, komt doordat de snelheid bepaald word door (
We zien nu dat de machtsmethode inderdaad het verwachte gedrag vertoont.

de cirkels komt voort uit het verschil in waarden van

Ai
(A1
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4 Inverse iteratie

In het vorige hoofdstuk hebben we gezien dat met de machtsmethode we het eigenpaar, waarvan de eigen-
waarde de grootste modulus heeft, van een matrix A kunnen bepalen, indien er één eigenwaarde is met de
grootste modulus. Wellicht zijn we niet geintereseerd in de eigenwaarde met de grootste modulus van een
matrix, maar willen we weten wat de eigenwaarde is die het dichtst bij een waarde o € C ligt. Dit kunnen we
bepalen door de machtsmethode op een iets andere matrix toe te passen dan op A zelf. We krijgen wederom
een benadering voor één eigenpaar. Deze methode heet de inverse iteratie. In paragraaf zullen we eerst
beschrijven hoe de inverse iteratie werkt, waarna we het algoritme bekijken in paragraaf Vervolgens
bekijken we in paragraaf [£.3] de convergentie van deze methode en zijn nauwkeurigheid. We besluiten dit
hoofdstuk met een paar numerieke voorbeelden in paragraaf [£.4]

4.1 Werking inverse iteratie

De inverse iteratie werkt door de machtsmethode toe te passen op een matrix B waarvan we uit de eigenwaarde
met de grootste modulus v, de eigenwaarde A; van A die het dichtst bij o € C ligt kunnen bepalen. Met de
eigenwaarde die het dichtst bij o ligt, bedoelen we A\; = min{|\; —o||A; € A(A)}, oftewel we meten de afstand
tussen o en een eigenwaarde met de modulus van het verschil. We nemen aan dat de eigenwaarden van A
aan de volgende vergelijking voldoen:

|)\1—O'|S|)\2—U|S"'S|)\n—0'|. (41)

Stel nu dat A diagonaliseerbaar is. Dan heeft A dus een eigendecompositie, oftewel er bestaan een diago-
naalmatrix D € C™*™ met de eigenwaarden en een inverteerbare matrix S € C™” met de eigenvectoren als
kolommen zodat er geldt A = SDS™'. Aangezien we op zoek zijn naar de eigenwaarde \; van A waarvoor
geldt dat |\ —o| minimaal is, is ﬁ maximaal. Om A; te bepalen zullen we de volgende strategie hanteren.

o Construeer een matrix B € C™"™ met de eigenwaarden v; = ﬁ voor \; € A(A).
i

e Bepaal met de machtsmethode de eigenwaarde 11 met de grootste modulus van B en de bijbehorende
eigenvector w.

e Bepaal uit 11 en w, A\; en v.

We willen nu dus een matrix B construeren met als eigenwaarden )\—1_0 voor \; € A(A). Zolang er geldt dat

Ai —o # 0 voor alle )\;, kunnen we de diagonaalmatrix met als elementen A%U creéren. Deze matrix is dan
gelijk aan (D - 0]1)_1. Nu voldoet in principe elke matrix van de vorm W (D - 0]1)_1 WL met W e C™"

inverteerbaar, aan de eis die we hierboven hebben gesteld op B. We gebruiken de volgende matrix voor B:
B=S(D-ol) " S = (S(D=-0T)57") " = (A-0l)™". (4.2)

Er volgt nu direct dat de eigenvectoren van B ook gegeven worden door de kolommen van S. Oftewel de
eigenvectoren van A en B zijn gelijk, wat ook de reden is voor onze keuze van B. Er volgt dus dat er geldt
v=wen A\ = U+Vi1. Echter we gebruiken de machtsmethode om v; en w te bepalen. Dus de zojuist besproken
methode kan alleen convergeren als er geldt

|)\1—J|<|)\2—0|S"'S|)\n—0|, (43)

omdat anders de machtsmethode uitgevoerd op B niet convergeert naar v;. Dus indien A—oT inverteerbaar is
en de eigenwaarden van A voldoen aan vergelijking , hebben we nu een methode om A; en v te bepalen.
Indien A - ol niet inverteerbaar is o zelf een eigenwaarde van A. Dan hebben we dus wel de eigenwaarde het
dichtst bij o, namelijk o zelf bepaald, echter geeft deze methode niet hoe we dan de bijbehorende eigenvector
kunnen bepalen. Om toch de eigenvector behorend bij o te bepalen kunnen we dan o vervangen door &, dat
vlak bij ¢ in het complexe vlak ligt, zodat A — &1 wel inverteerbaar is en de methode naar o convergeert.
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4 INVERSE ITERATIE

1 def inverseit(A, zg, o, tol ):

Input :-AeC™" een matrix.

- 0 € C een complex getal.

- xg € C" de start vector van de iteratie.

- tol de gewenste nauwkeurigheid.
Output: -(0,y) de benadering van het eigenpaar van A voor de eigenwaarde het dichtst bij o.
w =T

w N

_ w
Y= Tullz
w=(A-ol)"y
p=y"w
while ||w — pyll2 > tol:
w

N 0 c s

Y= Tull
w=(A-ol)"'y
9 p=yHw

10 end
11 =0+

®

1
“w

Algoritme 2: Inverse iteratie

4.2 Algoritme inverse iteratie

In de vorige paragraaf hebben we besproken hoe de inverse iteratie werkt. De inverse iteratie is weergegeven
in algoritme

In regel 4 en 8 wordt (A —ol)™" gebruikt. Het is echter niet noodzakelijk om (A - o)™ ook daadwerkelijk
te bepalen. Meestal wordt hiervoor de lineaire vergelijking (A — o) w = y voor w opgelost. Ook zien we dat
in regel 6 het convergentiecriterium bepaald hoe klein het residu van het benaderde eigenpaar (u,y) van B
moet zijn en niet het residu van (6,y) van A.

4.3 Convergentie & Nauwkeurigheid

We bestuderen nu hoe snel de inverse iteratie convergeert en wat de nauwkeurigheid van de benadering is.
Aangezien de inverse iteratie niets anders is dan toepassing van de machtsmethode op (A - J]I)_l volgt de
convergentie van de inverse iteratie uit de toepassing van Stelling op de matrix (A - O’]I)_l.

Stelling 4.1 (Convergentie inverse iteratie). Laat A € C™*™ een matriz zijn en de eigenwaarden van A voldoen
aan vergelijking voor een zekere o € C. Laat verder (A - ol) inverteerbaar zijn en vy de genormeerde
eigenvector zign behorend bij de eigenwaarde Ay van A. Neem verder y de benadering van de eigenvector
behorend bij A1 na k iteraties van de inverse iteratie. Dan geldt er dat :

ﬁn@qﬁm)g—i—p404—0D4(H—PDkM1—UW4. (4.4)

ela]

Hierbij is p. de pseudo-spectrale radius. Deze vergelijking geldt voor alle € > 0. Verder is P de spectrale
projector behorend bij eigenwaarde vy van de matriz (A - O'H)_l. Tot slot is a1 gegeven door Pyy = a1v1.
In het geval dat (A—-ol)™" diagonaliseerbaar is vereenvoudigt de grens op sin(vy,yy) tot

VIVl -

A —
sin(v1, yx) < L=
||

(4.5)

)\2 -0
met V de matriz met de basis van eigenvectoren van A.

We hebben hierbij gebruikt dat de eigenvectoren van (A — U]I)_1 en A gelijk zijn. Aangezien de eigenvectoren
van deze matrices hetzelfde zijn, geldt er ook dat A diagonaliseerbaar is dan en slechts dan als (A - cr]I)_1 dia-
gonaliseerbaar is. Er geldt nu dus dat voor een diagonaliseerbare matrix A er geldt dat de convergentiesnelheid
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van de inverse iteratie bepaald wordt door ’A\;:Z ‘ Voor een algemene matrix wordt de convergentiesnelheid
bepaald door p.((4-ol)™" (I-P))A1 - o|]. We weten dat er voor e - 0 geldt p.((A—ol) ™ (I-P)) - A;_U

hieruit volgt echter niet noodzakelijk dat de inverse iteratie voor een willekeurige matrix convergeert, omdat
het mogelijk is dat er p.((A—-ol)™ (I-P))|A1 —o| > 1 geldt.

Uit toepassing van stelling [3.3/op de matrix (4 — 1) volgt een afschatting voor |y — | afschatten. Hier-
bij is v1 de grootste eigenwaarde qua modulus van (A—ol)™" en py = yHd (A~ oT)™" y,. Echter zijn we nu
geinteresseerd in de grens op |A\; — 0| met O = o + uik Al=0+ u% Er volgt nu:

P = Vi e — vl
A1 =0kl = | | = (A1 -0)]. (4.6)
pkY |1
Ondanks dat |(A; — 0)| niet bekend is, kunnen we nu wel het verloop van |A; — 6i| gedurende de iteraties
bepalen omdat onze onbekende een constante is. Het combineren van stelling en vergelijking (4.6) geeft

nu:

Stelling 4.2 (Nauwkeurigheid inverse iteratie). Laat A € C™"™ een matriz zijn waarvan de eigenwaarden
voldoen aan (4.3), en laat v1 de eigenvector zijn behorend bij A1. Neem (ug,yr) de benadering van het
. -1 . . . . . 1
eigenpaar met de grootste modulus van (A — o)™, (v1,v1), na k iteraties van de inverse iteratie en 0 = ot

Dan geldt er

[A1 = o] sin(vy,yr)||All2
|1kl 1—sin2(v1,yk)

Als A een diagonaliseerbare matrix is volgt er nu uit stelling dat |A\; = 0| = 0 als k — oo zolang |kl
niet naar 0 convergeert. Verder volgt er dat algemeen geldt, dat des te groter || is des te nauwkeuriger de
benadering van A\; met 6 wordst.

|A1 = Ok < (4.7)

4.4 Numerieke voorbeelden

We bekijken nu een aantal numerieke voorbeelden van de inverse iteratie. In onze implementatie wordt regel
4 en 8 uit algoritme [2] uitgevoerd als L\U\Py met [L,U, P] = lu(A - oI). Hierbij is lu de LU-decompositie
van een matrix uit Matlab en is \ een Matlab functie die gegeven A en x de lineaire vergelijking = = Ay
oplost voor y. Voor beide voorbeelden is de startvector van de iteratie een uniforme vector w € R?°°° en geldt
er tol = 10719, In beide voorbeelden voldoen de eigenwaarden van de matrix aan vergelijking voor de
gekozen waarde van o.

Voorbeeld 4.3. In dit voorbeeld bekijken opnieuw de matrix A; e C2009*2000 yit voorbeeld We passen
nu de inverse iteratie toe op A; voor o = 7. In figuur [4a] is de waarde van 0}, op elke iteratie weergegeven en
in figuur [Ab] die van p;. Opvallend is dat de inverse iteratie 53 iteraties nodig heeft om te convergeren terwijl

het bij de machtsmethode maar 8 iteraties duurde. Dit komt omdat de convergentiesnelheid van de inverse
A1—

=
is begrensd. Verder zien we dat uj gedurende een aantal iteraties redelijk verspringt terwijl 6, dit niet doet.
Dit komt doordat 0y = o + ;%k geldt, waardoor we het verschil in 0 niet zien omdat op de schaal van de plot

het verschil tussen % en % niet zichtbaar is. Dat 6, veraf ligt van de overige waarde van 6, komt doordat pi;
klein is waardoor /%1 groot wordt. In figuur [1bfzien we dat al na een paar iteraties geldt |A; — x| < ||rkl2 en

[vs (Dyx (1)
v (Dyx (1)l
vy een genormeerde eigenvector behorend bij A;. We zien dat ||rk|l2 al na een paar iteraties groter is dan

|1 — x| oftewel dat een bovengrens op de lokale fout ook al snel een bovengrens op de globale fout vormt.
Verder zien we dat er vanaf iteratie 2 geldt dat |\ — 0| < |1 — x| < [|rkll2, dus het convergentiecriterium zegt
nu ook iets over de fout in ;. Ook zien we dat de eigenvector convergeert. A

iteratie door ‘ ~ (.61 wordt begrensd, terwijl de convergentiesnelheid bij de machtsmethode door 0.01

lvr = | < |[rsllo, met |[relle = || (A = o1) ™ yi — purysll2. De vector z is wederom bepaald als v met

Voorbeeld 4.4. In dit voorbeeld bekijken opnieuw de hermitische matrix Ay € C2000%2000 yit voorbeeld
We passen nu de inverse iteratie toe op As met o = 11. In figuur [{a is de waarde van 6 op elke iteratie
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(c) De waarde van ||rill2,|Ar = Okl, [1 = pl, |l = ykll2 zijn
weergegeven per iteratie.

Figuur 4: In deze figuren zien voor elke iteratie van de inverse iteratie,uitgevoerd op de matrix A; met o =7,
de waarde van O, pg, [|rell2, [A1 — Okl, |1 — pelen |z — yg||2-

weergegeven en in figuur 4b| die van p. Opvallend is dat de inverse iteratie maar 21 iteraties nodig heeft om

te convergeren terwijl het bij de machtsmethode bijna 300 iteraties kostte. Dit komt omdat de convergentie-

)\1—0'

snelheid voor de inverse iteratie /\2_0‘ ~ (.23 is, terwijl de convergentiesnelheid van de machtsmethode 0.91

was. Verder lijken 6, en py, even snel te convergeren. Echter in figuur [ID] zien we dat 6 sneller convergeert

dan pg. Dit komt doordat er geldt |’\|;;r| < 1, zie vergelijking (4.6). Verder zien we dat vanaf iteratie 20

geldt |1 = wi| > Il = || (A2 = 01) ™ i — iyrllo, echter aangezien v; dan toch de dichtstbijzijnde eigen-
waarde van (As — U]I)_l voor py, is spreekt dit stelling tegen (immers we voeren de machtsmethode uit op
(A - o1)™"). Dit komt omdat rond iteratie 10 de waarde van i, en daarmee ook die van 6y, stagneert. Dit
blijkt weer te komen omdat we niet exact de machtsmethode gebruiken maar lineaire vergelijkingen oplossen
voor de LU-decompositie van (As — o), immers bij directe toepassing van de machtsmethode op (As — O']I)_l
treedt deze stagnatie niet op. Verder zien we in dit figuur ||z — yx||2, met x op dezelfde manier bepaald als in
voorbeeld afnemen met ongeveer dezelfde snelheid als het residu. We zien ook dat ||rg||2 hier groter is
dan zowel |\ — 0] als ||z — yx||2 en dus convergentie van de inverse iteratie geeft hier ook een bovengrens op
de globale fout van het benaderde eigenpaar. A

We zien dus dat convergentie van de inverse iteratie voor tol in onze voorbeelden een bovengrens op de fout

17



5 KRYLOV DEELRUIMTE

* Ok ok ok ok ok Kk ok Sk ok ok kK ok ok k% ok Kk
-20 1

40 F 4

60 F 4

<< 6 i e
* -80 ¢ ]
4l 1
-100 F 1
L 4 *
2 -120 F 1
* ok ok ok ok ok ok ok ok ok kK ok ok ok K ok ok K
0 o o o o 140 . . . .
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
nummer iteratie (k) nummer iteratie (k)

(a) Het reéle deel (*) en imaginaire deel (o) van 6 weer- (b) Het reéle deel (*) en imaginaire deel (o) van ux weer-

gegeven per iteratie. gegeven per iteratie.
10° !
— O -Irell2
= W |
—A— v — il
—O—-|lz — wll
100 ]
3
% 10° & ]
o Qen
m@\& o
o_ e
1ol A—A—A—A—.@—‘é:é—g—ﬁ—é ]
10 o °
n@
12} o
N
O9-g-8-8-8-8-80-5-8-5-0
10'15 1 1 1 L
0 5 10 15 20 25

nummer iteratie (k)

(c) De waarde van ||rill2,|Ar = Okl, [1 = pl, |l = ykll2 zijn
weergegeven per iteratie.

Figuur 5: In deze figuren zien voor elke iteratie van de inverse iteratie,uitgevoerd op de matrix As met o = 11,
de waarde van O, pg, [|rell2, [A1 — Okl, |1 — pelen |z — yg||2-

in het eigenpaar geeft.

5 Krylov deelruimte

In de afgelopen twee hoofdstukken [3len[d] hebben we twee methoden gezien die berusten op een reeks machten
van de matrix A of (A - or]I)_1 om een eigenpaar van A te benaderen. Hierbij bepalen we alle genormeerde

k
vectoren van de vorm v, Av, A%v,---AFv voor een zekere v € C" totdat we Hf"'ivvllz als geconvergeerd naar

de gewenste eigenvector beschouwen. Hierbij gebruiken we uiteindelijk alleen de informatie die in ﬁ
A-ol)™ v

of e

informatie kunnen halen over de eigenparen van A dan uit alleen A¥v. Het idee dat dit mogelijk moet zijn

wordt ondersteund door de volgende analyse. Stel dat we een matrix B € C™*™ hebben, B kan gelijk zijn

aan A of (A- cﬂl)_l7 met de lineair onafhankelijke eigenvectoren si, ss, -, S. Aangezien we niet eisen dat B

diagonaliseerbaar is, geldt er k < n. Als we nu een vector v € C" hebben zodat er geldt v = Zi-ll ;8; VOOT

a; € C dan is elke vector van de vorm B™v voor m € N ook een lineaire combinatie van dezelfde eigenvectoren

zit. Nu rijst de vraag of we uit de verzameling van vectoren v, Av, A%v,---A¥v niet meer
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5 KRYLOV DEELRUIMTE

als v. Het idee is nu dat met behulp van de lineaire deelruimte, opgespannen door v, Bv,---, B¥v, meer
eigenwaarden en eigenvectoren van B benaderd kunnen worden. Immers deze deelruimte bestaat dan uit
lineaire combinaties van eigenvectoren. Deze lineaire deelruimte wordt een Krylov deelruimte genoemd.
In paragraaf [5.1] zullen we een aantal eigenschappen van de Krylov deelruimten bespreken. De meeste
eigenschappen die wij zullen afleiden zijn ook terug te vinden in [II hoofdstuk 6] of hebben we hieruit
overgenomen. Daarna zullen we in paragraaf de Rayleigh-Ritz procedure bespreken. Deze methode
zullen we gebruiken om uit een Krylov deelruimte benaderingen voor de eigenwaarden en eigenvectoren van
A te bepalen. In de volgende hoofdstukken zullen we de Lanczos(hoofdstuk @ en Arnoldi (hoofdstuk
methode bespreken. Deze methoden werken beide door toepassing van de Rayleigh-Ritz procedure op een
Krylov deelruimte.

5.1 Eigenschappen Krylov deelruimten

Voordat we de eigenschappen van een Krylov deelruimte uitlichten, zullen we deze eerst definiéren.

Definitie 5.1 (Krylov deelruimte). Neem een matrix A € C™*" en een vector v € C". We definiéren nu de
Krylov deelruimte KC,,(A,v) voor m e N als:

K (A, v) = span{v, Av, -, A" v}, (5.1)

Uit de definitie van de Krylov deelruimte ,, (A, v) volgt er nog een mogelijke karakterisatie van een Krylov
deelruimte. We zien immers dat de Krylov deelruimte wordt opgespannen door alle vectoren A‘v voor
i€{0,1,--m —1}. Oftewel elk element van de Krylov deelruimte kan geschreven worden als ¥.75" a;A'v =
(Z?Zal aiAi)v voor a; € C. Deze sommatie is een polynoom van graad m —1 of lager geévalueerd in A
vermenigvuldigd met v. Aangezien alle mogelijke combinaties van waarden voor a; toegestaan zijn, zien we
dat er ook geldt:

Km(A,v) ={p(A)v | p is een polynoom in A over C van graad m — 1 of lager}. (5.2)

Voor elke vector v € C" bestaat er een monisch polynoom g, oftewel een polynoom waarvan de coéfficiént
voor hoogste macht gelijk is aan 1, met minimale graad zodat er geldt dat ¢(A)v = 0, waarbij ¢ niet het
triviale polynoom is. Dit polynoom ¢ heet het minimaal polynoom van v in A. De graad van dit polynoom ¢
wordt ook wel de graad van v in A genoemd. Als het duidelijk is om welke matrix en vector het gaat wordt
er vaak gesproken over het minimale polynoom van A en de graad van v. Stel dat « de graad is van v en ¢
het minimaal polynoom. Neem nu vector 7(A)v waarbij r een willekeurig polynoom is. Dan verwachten we
dat er geldt r(A)v = p(A)v waarbij p een polynoom is van graad « — 1 of lager. Dit vermoeden leidt tot de
volgende propositie:

Propositie 5.2. (Invariantie Krylov deelruimten, [1, proposite 6.2] ) Laat A € C™" een matriz zijn en
v € C™ een vector met o de graad van v. Dan geldt er dat A-Ko(A,v) c Ko(A,v), oftewel K, (A,v) is een
invariante deelruimte van A. Er geldt zelfs dat Ko (A,v) = Kg(A,v) voor alle 5 > a.

Bewijs. We beginnen met het aantonen van A - K,(A4,v) c K4(A,v). Neem een element w € A - K, (A,v).
Uit vergelijking volgt er dan w = Y% a; A'v met a; € C. Echter was a de graad van v en dus bestaat
het minimale polynoom ¢(A) waarvoor geldt q(A)v = Y5 biA'v = 0 voor b; € C met b, = 1. Er zijn nu
twee opties voor w ofwel a, = 0, waaruit volgt dat w € K,(A,v). Of er geldt a, # 0, maar dan volgt er
w=w-aaq(A)v= Y% a; AW —ag Y80 biAw = Y55 (a; — agbs) A'v. Hierbij valt de term met A% weg omdat
er geldt ao — agby =0. Dus nu is w opnieuw gerepresenteerd door een polynoom van graad « — 1 of lager en
dus geldt er w € K, (A,v). Er geldt dus inderdaad dat A-Kn(A4,v) c Ko(A,0).

Nu rest er dus te bewijzen K,(A4,v) = Kg(A,v) voor alle 8 > . Er volgt uit de definitie van de Krylov
deelruimte direct dat er geldt Kn(A,v) c Kz(A4,v). Het volstaat dus om te bewijzen Kg(A4,v) c Ko(A4,v).
Hiertoe zullen we bewijs met volledige inductie gebruiken. Schrijf 8 = «+n -1 voor n € N en pas nu inductie
toe op n.

Inductie stap: Voor n =1 volgt er 8 = v en volgt er dus direct dat er geldt Kz(A4,v) c Lo(A4,v).

Inductie hypothese: Stel het is waar voor n, dus er geldt Kg(A4,v) c Ko(A,v) voor B=a+n-1.
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We nu bewijzen dat er voor 8" = a+ (n+1) -1 geldt Kg(A,v) c Ko(A4,v). Echter uit de inductie hypo-
these volgt er dat Kg(A,v) ¢ Ky(A,v). Als we dus Kg(A4,v) c Kz(A,v) aantonen volgt uit de inductie
hypothese dat Kg(A,v) c Kg(A4,v) ¢ Ko(A4,v) geldt en zijn we ook klaar. Neem nu een willekeurige
element w € Kg (A,v). Dan bestaat er dus een polynoom p(A) van graad 8 — 1 of lager zodat er geldt

w = Zgal a;A'v. Echter hebben we ook het minimaal polynoom ¢(A) van v van graad a. Er volgt nu
w=w-ag_1A"q(A)v = Zgal a;iA—ag 1 A" Y b Al = ZZ;Q a;A'v—ag_1 A" Z?;Ol b; A'v. We hebben
nu dus 7y geschreven als van graad -1 of lager en dus geldt er v € Kg(A,v). We hebben nu dus met inductie
bewezen dat er geldt Kg(A4,v) c Ko (A,v) voor alle 8> a. O

We zien inderdaad dat de Krylov deelruimte opgespannen door A en v maximaal dimensie « kan hebben,
met « de graad van v. Nu willen we graag instaat zijn de dimensie van de Krylov deelruimte C,,,(A,v) te
bepalen. Uit Propositie volgt dat de dimensie van K, (4, v) vaststaat zodra m de waarde van « bereikt.
De volgende propositie geeft de dimensie van een Krylov deelruimte voor alle waarden van m:

Propositie 5.3 (Dimensie Krylov ruimte). Laat A € C™™ een matriz zijn en v € C" een vector met « de
graad van het minimaal polynoom van v in A. Dan geldt er dat

m  voorm <«

dim (K, (A,v)) = {

« voorm > «

Bewijs. Dat de dimensie van K, (A,v) gelijk is aan de dimensie van K, (A,v) voor m > « volgt uit Propositie
Immers, er geldt K, (A,v) = K,n(A,v), en als twee vectorruimten gelijk zijn, moeten hun dimensies ook
gelijk zijn. Dat voor m < « geldt dim (K, (A,v)) = m volgt uit dat de graad van v gelijk is aan «. Dat de
graad van v gelijk is aan « is namelijk equivalent aan dat v, Av, ---A% 1o lineair onafhankelijke vectoren zijn.
Aangezien K, (A, v) wordt opgespannen door de eerste m vectoren van deze verzameling vormen ze dus een
basis voor K,,(A,v) voor m < a, waaruit volgt dat geldt dim (K,,(A,v)) =m. O

Een zelfde propositie voor m — 1 < « is te vinden in [I], propositie 6.3]. We weten nu wat de dimensie van de
Krylov deelruimte K., (A4, v) is als de graad van v bekend is.

5.2 Rayleigh-Ritz procedure

Nu hebben we een Krylov deelruimte, echter hebben we nog een methode nodig om uit deze deelruimte
ook een benadering voor de eigenwaarden en eigenvectoren te bepalen, wat wel ons uiteindelijke doel is.
De methode die hiertoe wordt toegepast in de algoritmen, die we in de komende hoofdstukken behandelen,
gebruiken we de Rayleigh-Ritz procedure. Deze procedure is een algemene methode om uit de projectie
van de oorspronkelijke matrix op een deelruimte eigenparen te benaderen. Neem nu een matrix A waar we
eigenparen van willen benaderen door projectie van A op de deelruimte WW. De Rayleigh-Ritz procedure is
nu als volgt:

1. Bepaal een orthonormale basis {wy,ws, ~wy} van W en zet dit in een matrix W = [wy, wa, -+, wg]-
2. Bepaal B=WHAW

3. Bepaal de eigenwaarden piq, po-, i, van B.

4. Bepaal de eigenvectoren y; van B behorend bij u; en bepaal z; = Wy;.

Het eigenpaar (u;, ;) is nu een benadering van het eigenpaar (A,v) van A waarvoor er geldt u; ~ \;. We
noemen nu p; een Ritz waarde en Wy, een Ritz vector. Als we een deelruimte van dimensie k& hebben, kunnen
we met de Rayleigh-Ritz procedure k eigenparen van A benaderen. Er geldt nu niet noodzakelijk dat elk
Ritz paar het eigenpaar waar het het dichtstbij ligt even goed benaderd.

We hebben nu alleen een benadering van een eigenpaar gevonden. Maar we hebben nog geen indicatie
van de nauwkeurigheid van dit eigenpaar. Voor een algemene deelruimte W kunnen we in ieder geval het
verschil tussen de Ritz waarden en de echte eigenwaarden van de matrix afschatten. Deze afschatting is
een combinatie van Theorem 4.1 en Corrollary 4.2 uit Jia en Stewart [I0]. Voordat we de afschatting geven,
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definiéren we eerst de setting waarin deze stelling geldt. Stel dat we een eigenruimte X van A hebben, dus een
lineaire deelruimte waarvoor geldt A-X c X en dat we een basis X € C"* hebben van X, met [ de dimensie
van X. Dan bestaat er een unieke matrix L € C*! zodat er geldt AX = XL. Stel nu dat de eigenwaarden van
L verschillen van alle overige eigenwaarden van A. Stel verder dat we een deelruimte VW hebben waarvoor er
voor de matrix WH AW = B e Ck** geldt dat A(L) ~ A(B) met k > 1. Dan geldt er het volgende:

Stelling 5.4. (Algemene convergentie Ritz waarden) Laat A1, A, -+, N de eigenwaarden van L zijn en py, o, -+, b
de eigenwaarden van B. Dan bestaan er gehele getallen ji,---, j; zodat er geldt

1

-7 ®
€ €
<4l|All2 |2+ voor i=1,2,-1. 5.3

| ”2( M) (M) 53

Hierbij geldt dat € = sin(X, W) = |[|[WH X||z.

|A\i = 11,

We kunnen nu deze Stelling gebruiken voor de convergentie van de eigenwaarden voor methoden in de vol-
gende hoofdstukken als we een afschatting voor € kunnen bepalen. Deze stelling is ook de basis voor de
afschatting van het verschil tussen A; en 6§ in Stelling [3.3| voor de machtsmethode.

Er blijkt echter dat het ook mogelijk is dat de Ritz paren echte eigenparen van de matrix zijn. Dit is
het geval als W een invariante deelruimte van A is.

Propositie 5.5. (Invariante deelruimte ) Laat W een invariante deelruimte zijn van A en laat W een
orhtonormale basis vormen voor W. Dan is elk Ritz paar (u, ) gelijk aan een (A, v) van A.

Bewijs. Laat (u,y) een Ritz paar zijn van A. Dan geldt er dus WH AWy — uy = 0. Als we nu gebruiken dat
er geldt z = Wy volgt dat W Az - WH py = WH (Ax — px) = 0. Uit de definitie van 2 volgt dat 2 € W en
omdat W een invariante deelruimte is van A volgt hieruit dat er ook geldt Az € W. Daaruit volgt dat WH Az
niets anders is dan een basistransformatie van Az en dus geldt er dat Az — px = 0 waaruit volgt dat het Ritz
paar (u,z) inderdaad een echt eigenpaar is van A. O

Aangezien uit propositie volgt dat K, (A,v) een invariante deelruimte is van A, met o de graad van v,
volgt er nu dat we uit K, (A4, v) « exacte eigenparen van A kunnen bepalen.

6 Lanczos methode

In dit hoofdstuk zullen we de Lanczos methode bespreken. De werking van deze methode berust op toepassing
van de Rayleigh-Ritz procedure op een Krylov deelruimte. Aangezien de dimensie van een Krylov deelruimte
groter kan zijn dan één, kunnen we met deze methode meerdere eigenparen benaderen. Echter werkt de
Lanczos methode alleen voor hermitische matrices. Voor algemene matrices bespreken we in hoofdstuk [7] de
Arnoldi methode, die op een vergelijkbare manier werkt als de Lanczos methode.

We beginnen dit hoofdstuk met een theoretische bepaling van een orthonormale basis van de Krylov deel-
ruimte en de projectie van de matrix op deze deelruimte in paragraaf[6.1] We bepalen dus uitdrukkingen om
de eerste twee stappen van de Rayleigh-Ritz procedure uit te voeren, zie paragraaf Daarna bespreken
we het algoritme voor de Lanczos methode in paragraaf waarna we in paragraaf de convergentie en
nauwkeurigheid van dit algoritme bekijken. Echter blijkt de theoretisch orthonormale basis van de Krylov
uit paragraaf numeriek niet orthogonaal te zijn. Manieren om te voorkomen dat de convergentie van
de Ritz paren hier onder lijdt, bespreken we in paragraaf[6.4] In paragraaf [6.5] bespreken we de spectrale
transformatie. Dit behelst toepassing van de Lanczos methode op de matrix (A - 011)_1 om de Ritz paren
eerst naar de eigenparen in een gewenst gebied te laten convergeren. Tot slot bekijken we in paragraaf
een aantal numerieke voorbeelden.

6.1 Orthonormale basis Krylov deelruimte & projectie van A op deze deelruimte

We willen een orthonormale basis van de Krylov deelruimte K,,(A,v) en de projectie van A op K,,(A,v)
bepalen voor een hermitische matrix A € C™*™. Voordat we een orthonormale basis van Krylov deelruimte
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bepalen, zullen we eerst laten zien dat de orthonormale basis van /C,,, (A4, v) als onderdeel van de orthonormale
basis van K, (A4, v) kan dienen voor m < n. We nemen hierbij aan dat de dimensie van K,,(A,v) gelijk is aan
n. Hiertoe hebben we de volgende propositie nodig.

Propositie 6.1 (Recursieve basis). Laat {a1,as, -, ar} en {b1,bs, -, b} twee verzamelingen vectoren zijn
waarvoor er geldt a;,b; € C™ met n, k,l € N. Neem verder nog een vector c € C™*. Als er dan geldt:

span{ay,as, -, ar} = span{by,ba, -, b}, (6.1)
geldt er ook

spand{ai,az, -, ag,c} = span{by,ba, -, by, c}. (6.2)

Bewijs. Neem een willekeurige vector v € span{a,as, -, ax,c}. Uit definitie volgt er dat geldt v =
w + pc voor zekere w € span{ai,as, -, ar} en p € C. Echter uit de aanname, vergelijking volgt nu
w € span{by, by, -, b }. Echter uit definitie volgt dan v = w + pc € span{by,be, -, b;,c}. Aangezien v
een willekeurige vector is hebben we dus bewezen dat er geldt span{aj,as,-,ar,c} c span{by,ba, -, by, c}.
Uit hetzelfde argument met de rol van de a;’s en de b;’s omgewisseld volgt dat ook geldt span {a1,as, -, ag, c} o
span {by, ba, -, by, c}. We hebben dus bewezen dat uit vergelijking[6.1]inderdaad volgt dat span {a1, as, -, ax, c} =
span {by, ba, -+, by, c}. O

Uit deze propositie in combinatie met definitie volgt nu dat indien {q1,q2, ¢m} een basis vormt van
Km(A,v), dat {q1,q2, *qm, A™v, A" Lv} dan een basis vormt voor K,, (A, v). De basis {q1, g2, **Gm, A™v, A" 1v}
kan omgevormd worden tot een orthonormale basis door toepassing van een Gram-Schimdt procedure. Uit

de werking van de Gram-Schimdt procedure, volgt er dat de vectoren q1, go,---q,, hierbij ongewijzigd blijven

[5]. Een orthonormale basis van K,,(A,v) kan dus inderdaad een onderdeel zijn van een orthonormale basis

van KC,, (A, v).

We zullen nu een stelling geven die uitdrukkingen voor een orthonormale basis van de Krylov deelruimte
en de projectie van A op deze deelruimte geeft. Hierbij zullen we de volgende definitie gebruiken.

Definitie 6.2 (Hessenberg matrices). Een matrix A € C™*" is

e cen beneden-hessenbergmatrix als er geldt a;; = 0 voor alle j >4 + 1.

e een boven-hessenbergmatrix als er geldt a;; = 0 voor alle ¢ > j + 1.
Een matrix die zowel benden-hessenberg als boven-hessenberg is wordt tridiagonaal genoemd.
De rest van deze paragraaf omvat het bewijs van de volgende stelling.

Stelling 6.3. Laat A € C™" een hermitische matriz zijn. Neem een vector v € C" en noem de graad van
v, v. Voor een Krylov deelruimte K, (A,v) met m <~ geldt er dat {q1,q2,-qm} een orthonormale basis van
deze deelruimte vormt met:

v

q1 = 77> (63)
l[0ll2
Agr —
gp = 20" ad1 (6.4)
B
Agi = Bi-1Gi-1 — g .
Giv1 = il lﬂq 1Z% or i e {2,3,--m -1}, (6.5)
waarbij er geldt
Q= qlﬂAQiy B1 = lAq1 - c1qillz, Bi = [|Ags = Bi—1Gi-1 — |2 (6.6)
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Definieer verder de matriz Qu, € C™™ als Qum = [q1,92,¢m]- Dan volgt er dat de projectie van A op de
Krylov deelruimte, QX AQ,,,, wordt gegeven door

ar B

Bi az B2

T, -
ﬂm—l

5m—1 Om
Hierbij zijn oy en B; gedefinieerd door vergelijking[6.6]

Bewijs. Voor het bewijs van deze stelling gebruiken we stelling[7.1] uit het hoofdstuk over de Arnoldi methode
(hoofdstuk . Uit deze stelling volgt dat voor een algemene matrix A en een Krylov deelruimte &, (A,v)
van dimensie m, er een unitaire matrix @, € C"*™ en een boven-hessenbergmatrix H,, ¢ C"™*™ bestaan,
zodat er geldt Q2 AQ,, = H,,. We beschouwen nu het geval dat A een hermitische matrix is. Hieruit volgt

H
QI AQ,, = (QgAQm) = HY | wat impliceert dat H,, = HX geldt. Maar een hermitische boven-hessenberg
matrix moet ook een beneden-hessenberg matrix zijn. Uit definitie volgt nu dat H,, een tridiagonale
matrix is. Omdat H,, tridiagonaal is zullen we deze vanaf nu noteren met T,,.

Uit propositie [7.2] volgt er
AQm = QnLTm + 5mCIm+1€§1- (68)

Hierbij geldt er 3, = ¢ +144¢m en noteren we met g; de i9¢ kolom van Q,,. Als we nu uit vergelijking
bepalen waar Ag; aan gelijk is volgt er

Aq = oaq1 + P1g, (6.9)
Ag; = Bic1qi-1 + 04qi + Bigiv1,  voori €{2,3,--m}. (6.10)

Als we nu de orthogonaliteit van de ¢;’s gebruiken, immers @, is een unitaire matrix, volgt er:
@i = q;' Ag;, Bio1 = ai21 Ags, Bi = 41 Adi. (6.11)

Aangezien A hermitisch is volgt er nu dat «; en ; reéel zijn. Ook vormen de «;’s de diagonaal en de f;’s
de nevendiagonaal van T,,. Aangezien T, een hermitische tridiagonale matrix is, zijn dit ook gelijk alle
elementen van T, die ongelijk kunnen zijn aan nul. Dus T, heeft inderdaad de vorm van vergelijking (6.7]).
Echter weten we nu alleen dat a; en (§; voldoen aan en niet of 8; ook voldoet aan vergelijking

Verder volgt er uit vergelijking en (6.10) inderdaad dat g, voldoet aan (6.4) en dat g; voldoet aan
(6.5) voor i €{3,4,---,m—1}. Rest nu nog aan te tonen dat {q1,qz, -, ¢m } 00k een orthonormale basis vormt
van K,,(A,v) en dat de uitdrukking voor §; uit vergelijking (6.11)) overeenkomt met die uit vergelijking .

Aangezien we de basis van K, (A,v) recursief bepalen, zullen we nu met inductie bewijzen dat {q1, ¢2, ", qx }
een orthonormale basis vormt voor Ki(A,v) voor alle k < m. Voor k =1 volgt er uit de definitie van ¢; dat er
geldt ||¢1]]2 = 1. Aangezien {g; } maar uit één genormeerde vector bestaat is dit een orthonormale verzameling
van vectoren. Het rest nu aan te tonen dat {q1} ook K1(A,v) opspant. Er geldt K1(A,v) = span{v} en

span {q1 } = span {mv} Aangezien de ruimte opgespannen door één vector bestaat uit die vector maal een

scalair, zie definitie volgt er nu dat span {q1} = K1(A,v). Dus {q1} is inderdaad een orthonormale basis
van K1 (A,v).

Neem nu aan dat we weten dat {qi,¢2, -, qx} een orthonormale basis is van Ki(A,v) en dat k+1 < m.
Dan volgt er met propositie dat {q1,q2, - qr, A¥v} een basis vormt van Kj.1(A,v). Om dan aan te tonen
dat {q1, 92, qk, qx+1} een orthonormale basis vormt van K1 (A, v) volstaat het om de volgende drie punten
aan te tonen:

o |lgr+1ll2 = 1;
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e (¢i,qr+1) =0 voor ie{1,2,- k};
e span {(J1,(I2, ...qk7Akv} = span {q1,q2, Q. Qi+1 }-

Om dit aan te tonen definiéren we nu 3y = 0 en qo = 0 zodat we nu vergelijking (6.10) en (6.5) ook kunnen
gebruiken voor ¢s.

We beginnen nu met aan te tonen dat geldt ||gxs1|l2 = 1. Echter aangezien er geldt ||grs1]l2 > 0, volgt er
dat [|gg+1]l2 = 1 equivalent is met ||gx+1][3 = 1.

||Qk+1||§ = (Qr+1, Qr+1)
1
= ?(Aqk = Br-1qk-1 = kqr, Aqk = Br-1qr-1 — Qi qi)-
k
Als we nu gebruik maken van de vergelijkingen (6.11]) en (6.10) en de (toegevoegde) lineariteit van het
inproduct volgt er

1
T 32 (Bhoy + o + B - 207 - 287, + i + B_y)
k
1
7ﬂ1§ =1
e

Dus er geldt inderdaad ||gg+1]|2 = 1. Verder volgt hieruit dat geldt 57 = ||Ag; — Bi—1gi—1 — :q:||3 wat impliceert
dat B; = ||Ag; — Bi-1Gi—1 — @;qi]|2. We zien nu dus dat f§; gedefinieerd door vergelijking (6.11]) inderdaad ook
voldoet aan vergelijking .

Vervolgens controleren we de orthogonaliteit tussen gr41 en ¢; voor i € {1,2 - k}. Om (g;,qx+1) te be-
palen gebruiken we vergelijking (6.5). Om na toepassing van deze vergelijking (g;, qr+1) te kunnen bepalen,
bepalen we eerst (g;, Aqi,). Hiertoe gebruiken we vergelijking (6.10) en dat geldt A= AX:

(g5, Aqr) = (Agi, ar) = Bior(@i-1, ar) + @il ar) + Bildir1, ax)- (6.12)
Aangezien we al weten dat er geldt (g;,q;) = §;; voor 4,5 € {1,2,--- k} volgt dus uit vergelijking (6.12)) dat
0 i<k-1
Bi-1 i=k-1 . . ,
(i, Agqr) = E Omdat we hier alleen kijken naar het geval i € {1,2, -+, k} volgt er nu
Q; 1=
ﬂi i=k+1
1 B «
(@ @re1) = = (a0 Aar) = = {ai, ar-1) = Z-(4iax) = 0. (6.13)
Br Br Br

Er volgt dus dat geldt {(g;,qr+1) =0 voor alle ¢ € {1,2,--, k}.

Er rest er nu te bewijzen dat span{qi,-,qr,qr+1} = span {ql,---,qk,Akv}. Als we nu vergelijking (6.10)
herhaaldelijk toepassen op qr+1 vinden we dat er geldt qpeq = vA*v + Zle wiq; voor u; v € C. Hierbij
hebben we gebruik gemaakt van de definitie ¢; = m Er volgt nu dat er geldt span{qi, -, qk,qr+1} =
span {ql, e g, VAR + Zi?:l ,uiqi}. Echter omdat de ruimte opgespannen door een verzameling bestaat uit line-

aire combinaties van vectoren uit die verzameling, volgt er nu: span {q1, -, g, vA*v + v 1:q; } = span{qu, -, qi, A¥v}
en dus geldt er dat span{qi,-, qr,qr+1} = Krg+1(A,v). We hebben nu dus met inductie aangetoond dat
{q1,92"",qm } een orthonormale basis vormt voor K,,(A4,v). O

We hebben nu uitdrukkingen gevonden om recursief een orthonormale basis van K,,, (A, v) te bepalen en voor
de projectie van A op deze Krylov deelruimte gevonden.
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6.2 Het algoritme

De Lanczos methode werkt door het toepassen van de Rayleigh-Ritz procedure op K, (A, v), met A e C™" v €
C™ en m € N met m kleiner dan de graad van v. Het algoritme hiervoor is weergegeven in algoritme 3] Hierbij
noteren we met ¢; de i + 19¢ kolom van Q,,. Met B(i : j,k : 1) noteren we de rijen i tot en met j en de
kolommen k tot en met [ van een matrix B. Indien 7 :j dan wel k : [ is vervangen door :, nemen we alle rijen
dan wel kolommen van de matrix. We zien hierbij dat in regel 3 niet alleen ¢; maar ook g en 5y gedefinieerd
worden. Dit is zodat we in alle gevallen de recursie uit vergelijking kunnen gebruiken en niet voor go
apart vergelijking hoeven te nemen. Omdat gy verder geen deel uitmaakt van de basis voor de Krylov
deelruimte, verwijderen we deze kolom weer uit ) in regel 16. In regel 3 tot en met 16 zien we de uitvoering
van de eerste twee stappen van de Rayleigh-Ritz procedure. We zien hier dat de vergelijkingen en
worden toegepast om de orthonormale basis van de Krylov deelruimte en T, te bepalen. Aangezien deze
beide vergelijkingen recursief werken, vormen de eerste k kolommen van @, en de k x k submatrix van T,
linksboven, een orthonormale basis van en een projectie op A voor Ki(A,v) voor k <m. Voor het bepalen

1 def Lanczos(A,xg,k):

Input :-AeC™" een hermitische matrix.
-xg € C™ de vector waarmee we de Krylov deelruimte opspannen.
-k de dimensie van de Krylov deelruimte.
Output: -Q € C™**! een unitaire matrix, waarvan de kolommen een orthonormale basis van de
Krylov deelruimte vormen.
-T e CFH+1xk+1 gep tridiagonale matrix, de projectie van A op de Krylov deelruimte.
-A € C*** een diagonaalmatrix met de Ritz waarden als elementen.
-Y € C* een matrix met als kolommen de Ritz vectoren.

2 Creéer een n x k + 2 matrix Q en een k +1 x k + 1 matrix 7.
3 Definieer ¢; = ”;ﬁﬁo =0enqy=0
4 fori=1:k:
5 z=Ag;
6 ;= qZHz
7 z2=2-iq — Bi-1¢i-1
s Bi=lll
9 if g, =0:
10 break
11 end
12 Qi1 =g
13 tii =0y
14 tiiv1 = B
15 tiv1,i = B
16 end

17 Definieer @ = Q(:,2 : end).
18 Bepaal de eigendecompositie T, = VAV van T), = T'(1: k,1: k).
19 Bepaal de Ritz vectoren Y = Q(:,1: k)V

Algoritme 3: Lanczos methode

van de eigendecompositie van T, de laatste stappen van de Rayleigh-Ritz procedure, zullen wij de functie eig
uit Matlab gebruiken.

In regel 9 wordt gecontroleerd of de norm van z ongelijk aan 0 is. Als deze gelijk is aan nul, zou de
nieuwe basisvector gelijk zijn aan de nulvector. Echter kan de nulvector geen onderdeel zijn van een basis en
dus stopt het algoritme. Het blijkt echter zo te zijn dat §; = 0 geldt als ¢ de waarde van de graad van v heeft
bereikt.

Propositie 6.4 (afbraak Lanczos algoritme). Laat T gevormd worden door het Lanczos algoritme voor een
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hermitische matriz A € C™™ en een vector v € C™. Noem = de graad van v. Dan geldt er 3; =0 dan en
slechts dan als geldt i = .

Bewijs. = Stel dat 8; = 0. Dan volgt er dat Ag; — «;q; — Bi—1¢;—1 = 0. Aangezien we alle vectoren ¢; kunnen
schrijven als lineaire combinaties van A*v voor k € {0,1,2,--,1 — 1}, hebben we dus een lineaire combinatie
van vectoren van de vorm AJv voor j = 0,1,--,i die gelijk is aan nul. Omdat we nu een polynoom p van
graad ¢ hebben zodat er geldt p(A)v = 0 volgt er v < 4. Maar er kan niet gelden ~ < i. Immers als dit wel het
geval was, zouden we meer dan v orthonormale basisvectoren hebben gevonden, terwijl we uit propositie 5.3
weten dat de dimensie van de Krylov deelruimte niet groter kan zijn dan 7.

< Stel nu dat geldt v =14. Als er dan zou gelden §; # 0 zouden we in staat zijn om ¢;41 te definiéren. Echter
uit propositie volgt dat de dimensie van K;(A,v) =i voor [ > i. Dan zouden we dus 7 + 1 basisvectoren
kunnen vinden voor een ruimte van dimensie 7 7. O

Uit het combineren van Proposities en volgt er nu: als 3; gelijk is aan nul, dan zijn alle Ritz
paren echte eigenparen zijn van A.

6.3 Convergentie en nauwkeurigheid

In deze paragraaf bestuderen we de nauwkeurigheid en de convergentie van de Ritz paren en naar welk
eigenpaar van A een Ritz paar convergeert. Gedurende dit hoofdstuk werken we met de Krylov deelruimte
K (A,v) met v e C" een vector en een hermitische matrix A € C™*". Hierbij nemen we aan dar k voor alle
Krylov deelruimten die we beschouwen kleiner is dan of gelijk aan de graad van v. De kolommen van Qj, € C™*
vormen de orthonormale basis van de Krylov deelruimte en T}, € C*** is gedefinieerd door vergelijking .
Met (9§k), vi(k)) duiden we een eigenpaar van T}, aan. De i is hierbij de index van Hgk) als we de Ritz waarden
als volgt ordenen

o <o <. <o) (6.14)

Omdat hermitische matrices reéle eigenwaarde hebben, zoals volgt uit Stelling kunnen we de eigenwaar-
den op deze manier ordenen. Het bijbehorende Ritz paar is nu (ng),ygk)) met yi(k) = kai(k).

We beginnen met de analyse van naar welk eigenpaar van A het Ritz paar (HZ(k),yZ(k)) convergeert. Om

dit te bepalen gebruiken we de Cauchy interlace Stelling die als volgt wordt gegeven:

Stelling 6.5. (Cauchy interlace Theorem, [11]) Laat A € C™™ een hermitische matriz zijn en neem m €
N, m <n. Stel dat er een hermitische matriz B € C™*™, een matriz C € C™* ™™™ en een matriz D ¢ C*~m*n=m

bestaan zodat er geldt:
B C
[ 9]

Laat de eigenwaarden van A gegeven zijn door ay < ag < -+ <y, en de eigenwaarden van B door 51 < B9 <
- < Bg. Dan geldt er dat

ak < B < Qgyn-m voork €{1,2 - m}.

Ty C
cH (0778}
met 0 als de eerste k£ — 1 elementen en f§j, als laatste element. Het toepassen van Stelling [6.5] op Tk+1 met Tk
als de hermitische submatrix geeft nu dat er geldt:

Deze stelling kunnen we nu toepassen op Tx+1, er geldt immers dat Ty41 = ] met C e C* de vector

efkﬂ) < gz(k-) Sei(fz-l) < g(k) <9(k+1). (6.15)

i+l = V42
Hierbij voldoen de eigenwaarden van Ty en Tj.1 aan vergelijking (6.14]). Uit vergelijking (6.15) volgt er nu,
dat voor een vaste i, Gfk) monotoon daalt als k toeneemt. Ook zien we dat de grootste eigenwaarde van T4+
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altijd groter is dan of gelijk aan de grootste eigenwaarde van Ty. Immers vergelijking (6.15)) geeft Ql(ck) < 9,(;:1)

en Tj heeft k eigenwaarden en T.1 heeft er k + 1.

In het geval dat de graad van v gelijk is aan n, zijn de eigenwaarden van A gelijk aan die van T,, omdat deze
matrices gelijkvormig zijn. We nemen aan dat de eigenwaarden \;(A) zo zijn geordend zodat A;(A) < A\j+1(A)
geldt. Omdat moet gelden \;(A) = Hz(n) volgt er dat 92(1@) monotoon dalend convergeert naar \;(A) en dat
OI(Cﬁ)l_i monotoon stijgend convergeert naar Ap41-;(A).

Echter als de graad van v, noem deze +, kleiner is dan n kunnen we niet stellen naar welk eigenpaar van A
een Ritz paar convergeert. Wel volgt er uit propositie en dat de eigenwaarden Q,IY{ AQ~ ook eigen-

(k)

waarden zijn van A. Dus weten we wel dat ng) monotoon dalend convergeert naar /\i(fo AQ~) endat 0, _,

monotoon dalend convergeert naar Ay.1-;(QX AQ,).

Verder volgt uit de Kaniel-Paige-Saad grenzen dat de Lanczos methode convergeert naar die eigenwaar-
den waarvan de vector v een component heeft in de richting van de eigenvectoren. Ook volgt eruit dat de
eigenwaarden met de grootste absolute waarde het eerste convergeren. Tot slot is er ook bekend dat de
Lanczos methode wel convergeert naar een meervoudige eigenwaarde, maar dat we maar één eigenvector voor
de eigenwaarde vinden. Deze eigenvector is een willekeurige vector uit de eigenruimte behorend bij deze
eigenwaarde [12] § 4.4.2].

Nu we gezien hebben waar een Ritz paar van T} naartoe zal convergeren, willen we weten hoe nauwkeu-
rig het Ritz paar het eigenpaar van A benaderd. Om een maat te hebben voor de afstand tussen een Ritz
paar en een echt eigenpaar van A, en dus de nauwkeurigheid van het Ritz paar, definiéren we het residu van
een Ritz paar. Dit lijkt sterk op het residu voor de machtsmethode, zie vergelijking . Het residu van het

Ritz paar (ng),yl(k)) wordt gegeven door

Tgk) _ f1y§k) _.e§k>y§k>. (6.16)

Echter zien we nu dat we de uitdrukking voor het residu, met behulp van vergelijking als volgt kunnen
omschrijven:

Ay — oy *) = (AQk - Qk9§k)) v = (AQk - QuTi) v = Brauer - eff o).

(k)

Als we met vgk)( 4) het j9¢ element van de vector v, noteren volgt er dat het residu gelijk is aan:

r® = g v (k). (6.17)

Dus de norm van het residu ||rz-(k) ll2 = ,Bk|vi(k) (k)| is gegeven door de elementen van T}, en de eigenvectoren van
Ty Aangezien we deze beide bepalen met het Lanczos algoritme hebben we nu dus een maat voor de afstand
tussen een Ritz paar en een echt eigenpaar van A die we gedurende het algoritme kunnen bepalen. Met
het residu van het Ritz paar kunnen we nu de lokale fout van het Ritz paar afschatten op een vergelijkbare
manier als bij de machtsmethode, zie Stelling

Stelling 6.6 (Lokale fout Lanczos). Laat A € C™*™ een hermitische matriz zijn. Neem nu een Ritz paar

(92(1@)7%@)) bepaald uit de eigendecompositie van Ty en Q. Dan bestaan er een eigenwaarde X van A en een

vector x € E(N), zodat er geldt:

Bilot™ ()|

A=6P| < Bl (B, -y Pl <2 :
ya(A)

(6.18)

met y4(\) wederom de eigenwaarde kloof uit Definitie 3.4}

Deze Stelling is een toepassing van Stelling 4.9 uit [6] op de Lanczos methode. We zien voor de Lanczos
methode dat de norm van rgk) een grens volgt op de lokale fout van de Ritz waarde. Hoe goed de Ritz
vector ook een vector uit de eigenruimte van A benadert is ook afhankelijk van de spreiding van de andere

eigenwaarden van A die dicht bij A liggen. Er volgt wel: hoe groter de afstand tussen A en de rest van het
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spectrum, hoe beter de benadering van de Ritz vector is bij dezelfde waarde van het residu.

Er is naast stelling ook nog een afschatting voor de lokale fout van alle Ritz waarden van de matrix
Ty.

Stelling 6.7. (Lokale fout Ritz waarden) Laat VET,V = A de eigendecomopositie van Tj, zijn en met A =
diag(6y,-+,0). Dan zijn er eigenwaarden oy, ap van A zodat er geldt

lo; = 0;| < B woorie{l,2,- k}. (6.19)

Deze Stelling is de veralgemening van Stelling 7.2.1[3]. Daar wordt deze stelling alleen bewezen voor sym-
metrische matrices. Het bewijs maakt echter alleen gebruik van dat de matrix symmetrisch is om de Stelling
van Weyl toe te passen. Daar de Stelling van Weyl is ook geldig voor hermitische matrices, zie Stelling
is het bewijs uit [3] ook geldig voor Stelling [6.7]

We kunnen Stelling ook zien als een gevolg van Stelling Immers als we aannemen dat de eigen-
vectoren van T} genormaliseerd zijn, volgt er |v§k)| < 1 waardoor Stclling inderdaad volgt uit Stelling
Uit Stelling [6.7] volgt nu dat i een bovengrens is voor de lokale fout voor alle Ritz waarden van Tj. Dit
komt ook overeen met dat Sy = 0 impliceert dat alle Ritz paren echte eigenparen van A zijn.

6.4 Orthogonalisatie

Het blijkt echter dat de Lanczos methode uit algoritme [3| niet altijd convergeert zoals besproken in de vorige
paragraaf. Het volgende voorbeeld illustreert het probleem dat optreedt bij de convergentie van algoritme

Voorbeeld 6.8. In dit voorbeeld bekijken we een symmetrische matrix M e R?%00x2000 " Dege is gevormd

H
als M = w waarbij @ e R2000x2000 ey yillekeurige orthogonale matrix en D e R2000x2000 eepy
Gauss(0, 15) diagonaalmatrix is. We passen algoritme [3|toe op M met k = 150 en v € R?°% een willekeurige
uniforme vector. De eigenwaarden van M zijn ook bepaald met de Matlab functie eig. De eigenwaarde met de
grootste absolute waarde van M ligt rond —57. In grafiek [6ais het verloop van alle Ritz waarden kleiner dan

25
-44
-46 [ * * 1 2F I
481 4 p |
* = sf ‘
< |
50 b * * * . ‘\‘
= L ] |
== * < )
s * g f '
* |
|
54 J |
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iy e + /
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nummer iteratie (k)

(b) De waarde van ||Q Qx, —Ii||2 per iteratie. Theoretisch
geldt er ||QF Qr — I||2 = 0. Zoals te zien in deze grafiek
is het numeriek niet het geval dat deze norm gelijk is aan
0 maar heeft het verloop van deze norm gedurende de
iteraties de vorm van een trap.

(a) Het verloop van alle Ritz waarden en alle eigenwaarden
(4) kleiner dan —45 van M voor Lanczos zonder heror-
thogonalisatie. We zien hier dat er meerder Ritz waarden
naar dezelfde eigenwaarde convergeren.

Figuur 6: In deze figuren zien we dat wanneer er een extra Ritz waarde ontstaat die convergeert naar de
grootste eigenwaarde van M in absolute zin, de norm van ||Q Qj, —I;||2 dan of net daarvoor sterk stijgt.

—45 weergegeven. We zien hierbij dat er drie Ritz waarden naar de eigenwaarde rond —57 convergeren, ook
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drie naar de eigenwaarde rond —52 en twee naar de eigenwaarde rond —47. Om het aantal Ritz waarden te
bepalen dat naar een eigenwaarde convergeert, tellen we het aantal Ritz waarden dat naar deze eigenwaarde
dalen. Figuur [6b] toont de norm van Q¥ Qj, — I, voor alle iteraties. Theoretisch moet dit gelijk zijn aan nul
omdat de kolommen van @Qj orthonormaal zijn. Echter zien we dat de norm QkH Qr — I twee keer in een
paar iteraties met één toeneemt. In grafiek zien we nu dat als de norm van QkH Qi — I, bijna met één
is toegenomen, er een extra Ritz waarde ontstaat die naar de grootste eigenwaarde van M, in absolute zin,
convergeert. Uit de gelijktijdigheid van het ontstaan van een kopie van de Ritz waarde, die naar eigenwaarde
van A met de grootste modulus convergeert, en het stijgen van de waarde [|QF Q) — 1|2 , zie figuur
ontstaat het vermoeden dat het verlies van orthogonaliteit van de ¢;’s gelinkt kan worden aan het ontstaan
van kopieén van Ritz waarden. A

In voorbeeld zien we dat de kolommen van @) niet langer orthonormaal zijn en dat dit verband lijkt te
houden met het ontstaan van kopieén van Ritz waarden. Het verlies van de orthonormaliteit van de ¢;’s,
die volgt uit vergelijking , komt doordat de orthogonaliteit van g1 ten opzichte van q1,qs, -, qx ge-
waarborgd wordt door de orthogonaliteit ten opzichte van ¢x—1 en gx. Echter omdat we numeriek te maken
hebben met afrondfouten, zal de orthogonaliteit van gx+1 ten opzichte van g1 en g niet exact zijn. Hierdoor
is qr+1 0ok niet meer exact orthogonaal ten opzichte van de overige vectoren. De waarde van (g;, qx+1) zal
vanaf iteratie k = ¢ + 2 steeds groter kunnebn worden, omdat voor toenemende waarde k elke iteratie een
afrondfout in dit inproduct kan sluipen. Het blijkt dat zodra het residu van een Ritz paar klein wordt de
nieuwe basis vectoren componenten in de richting van die Ritz vector krijgen, wat leidt tot een extra kopie
van de Ritz waarde [12] §4.4.4] Om het ontstaan van kopieén van Ritz waarden te voorkomen moeten we dus
de orthogonaliteit van de ¢;’s verbeteren .

Een manier om de orthogonaliteit van de vectoren ¢1,qo, ", gk, qx+1 te verbeteren is door Ag; te orthogo-
naliseren ten opzichte van alle al bepaalde basisvectoren, in plaats van alleen ten opzichte van ¢; en ¢;—1,
door toepassing van Gram-Schimdt proces. Echter om er zeker van te zijn dat de fout nu klein genoeg is,
dienen we twee keer Gram-Schmidt orthogonalisatie toe te passen [13]. Om dit te implementeren vervangen
we regel 7 uit algoritme [3| door

z:z—Q(:,21i+1)(Q(:,2:(z’+1))Hz),z:z—Q(:,Q:i+1)(Q(:,2:(i+1))Hz).

Dit wordt Lanczos met volledige herorthogonalisatie genoemd.

Echter kost Lanczos met volledige herorthogonalisatie veel extra bewerkingen. Daarom wordt in de praktijk
vaak gebruik gemaakt van selectieve herorthogonalisatie. Hierbij wordt eerst vergelijking (6.5)) gebruikt voor
de orthogonalisatie. Daarna controleren we voor alle Ritz vectoren yi(k) of de component van g1 in de

richting de Ritz vector problemen oplevert voor de convergentie van de Ritz paren. Indien dat het geval is
k

wordt gr+1 0ok georthogonaliseerd ten opzichte van deze Ritz vector. Er geldt yi(k) =Yia vi(k)( J)q; waarbij

vgk)( 4) de j9¢ component van de eigenvector vfk) van T}, is. In feite orthogonaliseren we dus ook nu gx.1 ten

opzichte van de vorige ¢;’s. Nu wordt alleen het belang van orthogonaliseren ten opzichte ¢; aangegeven door
k), .

o ().

Nu rest nog hoe we bepalen wanneer de component van ¢g41 in de richting van yi(k) problematisch is voor

de convergentie. We hebben al genoemd dat dit gelinkt is aan het residu van het Ritz paar. De volgende

Stelling geeft de orde van grootte van het inproduct (ygk), Qr+1)-

Stelling 6.9. (Paige [3, Stelling 7.3] ) Laat Ty, en Qx = [q1, 42, -, qx] de matrices zijn bepaald met het Lanczos
algoritme voor een Krylov deelruimte van dimensie k. Neem aan dat we de exacte eigendecompositie van Ty

hebben, die gegeven is door VkHTka = A met Vi, = [v1,vs,vx]|. Noteer de Ritz vectoren als yz(k) = kafk).
Dan geldt er dat:

(k) H _ O (el All2) 6.20
(5")" s PRI (6.20)

Uit vergelijking (6.17) volgt er dat Bi|v;(k)| gelijk is aan de lengte van het residu van een Ritz paar.
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1 def Lanczosso(A,xg,k):
Input :-AeC™" een hermitische matrix.
-xg € C" de vector waarmee we de Krylov deelruimte opspannen.
-k de dimensie van de Krylov deelruimte.
Output: -Q € C™**! een unitaire matrix, waarvan de kolommen een orthonormale basis van de
Krylov deelruimte vormen.
-T e CH+1xk+1 gep tridiagonale matrix, de projectie van A op de Krylov deelruimte.
-A € C*** een diagonaalmatrix met de Ritz waarden als elementen.
-Y e C* een matrix met als kolommen de Ritz vectoren.
2 Creéer een n x k + 2 matrix Q en een k +1 x k + 1 matrix 7.
3 q1=2%-,60=0,g0=0
4 fori=1:k:
5 z=Ag;
6 a;=qlz
7 z=z-00iq ~ Bim1gi-1
8 for j=1:i-1:
0 if Bioafoy ™ (0= 1)) < V| Tioall:
i~1 (-1
- yj(z ) Q((':712);Il)vj(z(‘ )1)
11 z=z— (yjl z) yjl
12 end
13 end
14 Bi = lzl2
15 if 8;=0:
16 break
17 end
18 qiv1 = é
19 tii =0y
20 tiiv1 = Bi
21 tiv1,i = Bi
22 Bepaal de eigendecompositie T(1:4,1:4) = VOAVOT van T
23 end
24 Definieer Q = Q(:,2: end).
25 Bepaal de benaderde eigenvectoren Y = Q(:,1: k)V

Algoritme 4: Lanczos met herorthogonalisatie

Bij selectieve herorthogonalisatie gebruiken dus vergelijking (6.20) om te bepalen wanneer gx.1 georthogo-
naliseerd moet worden ten opzichte van yi(k). Het is aan te tonen dat het Lanczos algoritme de gewenste

eigenschappen behoudt, indien @}, semi-orthogonaal blijft. Hiermee word bedoelt dat er geldt Q¥ Qy = I, + E

H
met [|El|z < /€ [12, §4.4.4]. We willen dus zorgen dat er geldt (yi(k)) gr+1 < /€. Uit Stelling @ volgt dat

hier meestal aan wordt voldaan indien er geldt SBi|v; (k)| < /€||A|l2. Aangezien ||A||2 wellicht onbekend is maar
|| T%|l2 wel bekend is, vervangen we ||A||z door ||Tk||2 [3, §7.4]. Omdat zowel A als T}, hermitische matrices
zijn is de 2-norm van deze matrices gelijk aan hun de spectrale radius. Aangezien de spectrale radius gelijk
is aan max; |\;|voor \; € A(A) en dit de eigenwaarde is waar de Ritz waarden het eerst naar convergeren, is
het vervangen van ||A||2 door ||Tk|]2 redelijk.

Het algoritme voor selectieve herorthogonalisatie staat in algoritme [4] en is gebaseerd op algoritme 7.3 uit [3].
In regel 8 tot en met 12 zien we de uitvoering van de selectieve herorthogonalisatie. Dat hier 8 en de dimensie
van T waar v een eigenvector van is ¢ — 1 is, komt omdat we ¢ hier al wel met één verhoogd hebben maar
nog niet T; bepaald. Verder zien we nog dat de eigendecompositie van 7; nu elke iteratie bepaald wordt,
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in plaats van pas als we Ty hebben bepaald, zoals in algoritme Dit is noodzakelijk voor de selectieve
herorthogonalisatie omdat we anders de grens uit Stelling uit kunnen bepalen.

Op basis van Stelling [6.9] ontstaat ook een vermoeden voor de oorzaak achter het gedrag van de waarde
|QF Q. - Tx]|2 uit voorbeeld Het vermoeden is dat de waarde van deze norm samenhangt met de maxi-
male kolomsom van QkH Q1 — I, wat gelijk is aan het maximale inproduct van één ¢; met alle overige g;’s.
Als de eerste Ritz waarde, die met de grootste modulus, convergeert zal er wegens Stelling een nieuwe
basisvector ontstaan, die ongeveer gelijk is aan de Ritz vector behorend bij deze Ritz waarde. De som van het
inproduct van deze basisvector met alle overige basisvectoren is dan ongeveer gelijk aan 1. Immers een Ritz
vector is een lineaire combinatie van ¢;’s. Als er daarna andere Ritz waarden convergeren en basisvectoren
ongeveer gelijk worden aan die Ritz vectoren is de maximale som van het inproduct van een deze basisvecto-
ren met alle andere basisvectoren nog steeds ongeveer gelijk aan 1. Echter als er nog een kopie van een Ritz
waarde ontstaat, wat het eerst gebeurd voor de Ritz waarde met de grootste modulus, is er dus wederom
een basisvector ongeveer gelijk aan de bijbehorende Ritz vector. Nu heeft deze basisvector een inproduct van
twee met de overige basisvectoren omdat er al een andere basisvector bestond die een kopie van deze Ritz
vector is.

6.5 Spectrale transformatie

Zoals we hebben gezien in hoofdstuk [6.3] convergeren bij de Lanczos methode de eigenwaarden met de grootste
modulus van A het eerst. Echter als we nu opzoek zijn naar de eigenwaarden van een matrix A die het dichtst
bij de waarde ¢ € R liggen, kan het zijn dat het lang duurt voordat deze eigenwaarden convergeren. Om dit
probleem te verhelpen kunnen we de Lanczos methode toepassen op een shift-and-invert operator, zodat de
eigenwaarden het dichtst bij o als eerste convergeren. Deze operator is gegeven door B = (A - JH)_l. Dit
werkt op een vergelijkbare manier als de inverse iteratie, die de machtsmethode gebruikt om het eigenpaar
het dichtst bij o € C te bepalen. Zoals we al hebben gezien in het hoofdstuk over de inverse iteratie (hoofdstuk
4) geldt er nu voor B:

e Voor alle i € A(B) bestaat er een X\ € A(A) zodat p = flo
e Als er voor v € C" geldt Bv = yv dan geldt ook er Av=Av met A=0+ i

Er moet nog altijd wel gelden dat A — ol inverteerbaar is om dit uit te kunnen voeren. Als A — ol niet inver-
teerbaar is hebben we voor o een eigenwaarde van A gekozen. We kunnen dan natuurlijk wel een waarde &
kiezen die iets van o afligt om dit probleem te voorkomen.

Om dit te implementeren hoeven er maar een paar aanpassingen gedaan te worden aan de gewone Lan-
czos methode. Aangezien Lanczos met selectieve herorthogonalisatie het meest gebruikt wordt, zullen we
aangeven hoe we spectrale transformatie kunnen implementeren uitgaande van algoritme [4 Hiertoe moet
het volgende veranderd worden aan dat algoritme

e In regel 5 vervangen we z = Ag; door het oplossen van het lineaire stelsel (A — ol) z = ¢; voor z.

€1

e Voeg aan regel 21 toe dat de elementen van A, vervangen worden door 6; = o + .

Zoals volgt uit de analyse van paragraaf [6.3] convergeren nu de eigenwaarden van B met de grootste modulus
het eerst. Dit leidt ertoe dat de eigenwaarden X € A(A) waarvoor |ﬁ| het grootst is, en dus die eigenwaarden
die het dichtst bij o liggen, het eerst convergeren.

6.6 Numerieke voorbeelden

We zullen nu een numerieke voorbeeld van de Lanczos methode bekijken. We hanteren hierbij de volgende
drie maten voor de fout van een Ritz waarde ng) voor een matrix A.

Ai(A)_og’“)|
e De globale fout gegeven door ERIw oy
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minyea(a) |/\—91(k)|

e De lokale fout, die gelijk is aan e (A)]

Belol™ (k)]

e Het residu, bepaald door )]

Hierbij is A\;(A) de eigenwaarde van A waar Ofk) naartoe convergeert volgens de analyse uit paragraaf Als
de eigenwaarden van A en de Ritz waarden zijn geordend volgens dan volgt voor negatieve Ritz waarde

9;16) dat die naar A\;(A) convergeert en voor positieve Ritz waarde dat deze naar A,+1-;(A) convergeert met
I=k+1-4[3 §7.3].

In het volgende voorbeeld vergelijken we de werking van de Lanczos methode met volledige, selectieve en
zonder herorthogonalisatie.

Voorbeeld 6.10. We bekijken opnieuw de matrix M e R2000%2000 it yoorbeeld met dezelfde vector
v e C?9% en k = 150. We voeren nu niet alleen de Lanczos zonder herorthogonalisatie uit, algoritme
maar ook met volledige en selectieve, algoritme [4] herorthogonalisatie. In figuur [7] zijn de Ritz waarden
en eigenwaarden groter dan 35 te zien evenals de lokale en globale fout en het residu voor de grootste vier
eigenwaarden, in reéle zin. FEr is voor gekozen om deze resultaten voor de selectieve herorthogonalisatie
niet weer gegeven, omdat deze niet te onderscheiden zijn van de Lanczos met volledige herorthogonalisatie.
We zien in de figuren [7a] en [7Th] dat er bij Lanczos zonder herorthogonalisatie kopieén van Ritz waarden
ontstaan en dat dit niet gebeurt bij de volledige herorthogonalisatie. Verder zien we in figuur [7d en [7d] dat
de lokale fout altijd kleiner is dan de globale fout. Dit volgt overigens ook al uit de definitie van deze twee
fouten. Voor de volledige herorthogonalisatie zien we dat zodra deze fouten rond de machine precisie zitten,
ze daar blijven schommelen. Voor Lanczos zonder herorthogonalisatie zien we dat, behalve voor de grootste
Ritz waarde, de lokale en globale fout rond de iteraties 90 tot 100 terug schieten naar de orde 10°. Dit
komt omdat er dan een kopie van een Ritz waarde is ontstaan, die nu 0;’“) is geworden in de ordening van
vergelijking De fout schiet hier dus omhoog omdat we nu een kopie van Ritz waarde volgen. Omdat
deze kopie nog niet geconvergeerd is vergroot ook de lokale fout, die afneemt als de kopie convergeert. De
globale fout blijft van orde 10° omdat de kopie niet naar A;(A) convergeert maar naar A;(A) met j >i. In
figuur [7€] en [7]] zien we dat het residu altijd groter is dan de lokale fout, wat theoretisch volgt uit stelling
[6-6] totdat de machine precisie bereikt wordt. Daarna blijft het residu krimpen terwijl de lokale fout daar
blijft hangen. Omdat we de machine precisie hebben bereikt is dit niet in tegenspraak met stelling [6.6] omdat
waarden kleiner dan de machine precisie onbetrouwbaar zijn. Verder vertoont het residu hetzelfde gedrag
als de lokale fout bij het ontstaan van kopieén van Ritz waarden omdat het residu ook alleen de afstand tot
het dichtstbijzijnde eigenpaar aangeeft. In figuur |8 zijn per iteratie alle Ritz waarden weergeven waarvan de
eigenvector yfk) gebruikt worden voor de herorthogonalisatie van gi.1. We zien hierbij dat de Ritz waarden
op het oog al geconvergeerd zijn, we eisen immers dat het residu kleiner is dan /€||[Ty||2 voordat we een Ritz
vector selecteren. Ook zien we dat Ritz vectoren met een Ritz waarden met de grootste moduli het eerst
voor herorthogonalisatie worden geselecteerd. Dit reflecteert dat de Ritz waarden het eerst convergeren naar
eigenwaarden met de grootste moduli. A
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(e) De lokale (4) fout en het residu (&) van de grootste (f) De lokale (+) fout en het residu (A) van de grootste
vier positieve eigenwaarden van M met volledige heror- vier positieve eigenwaarden van M zonder herorthogona-
thogonalisatie. lisatie.

Figuur 7: In deze figuren zijn de Ritz waarden en de eigenwaarden groter dan 35 van M te zien voor Lanczos
met volledige en zonder herorthogonalisatie. Ook is de globale en lokale fout en het residu voor beide varianten
van Lanczos voor de vier grootste eigenwaarden te zien. Hierbij zien we dat de fout voor Lanczos zonder
herorthogonalisatie stijgt als er kopieén van Ritz waarden ontstaan.
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Figuur 8: De Ritz waarde (+) waarvan de eigenvectoren yi(k) geselecteerd worden voor de herorthogonalisatie

van gi+1. Ook alle eigenwaarden van M (+) worden getoond.

7 Arnoldi methode

In dit hoofdstuk bespreken we de Arnoldi methode. Net zoals de Lanczos methode uit hoofdstuk [ berust deze
methode op toepassing van de Rayleigh-Ritz procedure op een Krylov deelruimte. Deze methode is in staat
om meerdere eigenparen van een willekeurige matrix A € C™" te benaderen. We beginnen het hoofdstuk
met de afleiding van een methode om een orthogonale basis van de Krylov deelruimte te bepalen in paragraaf
In deze paragraaf leiden we ook de uitdrukkingen voor de projectie van A op de Krylov deelruimte af.
Daarna bespreken we het standaard Arnoldi algoritme in paragraaf en bekijken we de convergentie en de
nauwkeurigheid van dit algoritme in paragraaf In paragraaf [7.4] bekijken we verschillende variaties op
het Arnoldi algoritme om convergentie te verkrijgen met een kleinere dimensie van de Krylov deelruimte of
om gewenste eigenwaarden van A het eerst te laten convergeren. Tot slot bekijken we in paragraaf een
paar numerieke voorbeelden van de Arnoldi methode.

7.1 Bepaling orthonormale basis Krylov deelruimte & projectie van A

We gaan nu een orthonormale basis van de Krylov deelruimte KC,,, (A, v) bepalen voor een willekeurige ma-
trix A. Wederom volgt uit Propositie stel dat we een orthonormale basis {q1,¢2, ", ¢} hebben voor
Km(A,v), dan vormt {q1,q2, -, ¢m, A" v} een basis van K,,,+1(A,v). We nemen hierbij aan dat voor de graad
van v, v, geldt m + 1 <y zodat de dimensie van K,,.1(A,v) gelijk is aan m + 1, zie Propositie

Door volgende iteratieve proces uit te voeren voor k € {2,3,---,m + 1} kunnen we een set genormaliseerde
vectoren {q1,q2, ", gm+1} bepalen. Hierbij geldt er ¢; = m

Qr+1 = Aq
for ie{1,2, k}
Qi1 = Qrr1 — (Qis Qha1 ) G
beéindig for

qk+1
HQk+1H2.

qk+1 =
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Dit proces is het modified Gram-Schimdt orthogonalisatieprocedé [13]. We zullen aantonen dat deze verza-
meling vectoren een orthonormale basis vormt van C,,+1(A,v) in Stelling In dezelfde Stelling bepalen
we ook de projectie van A op K,,4+1(A,v). Het modified Gram-Schimdt orthogonalisatieprocedé kunnen we
ook samenvatten in de volgende formule

Aqr — (a1, Aqr)qr — (Agr — (g1, Agr) a1, @2)q2 — - — (Agqr — (a1, Aqr) a1 — - — (Qr-1. AqQr ) -1, Gk )G

lAgr — (a1, Age)ar — (Agr — (a1, Adr) a1, @2)q2 — - = (Agr — (a1, Agr) g1 — - = (Qk—1, Adr) Q=1 @1 ) ar ]2
(7.1)

qr+1 =

Stelling 7.1. Laat A € C™" een willekeurige matrix zijn. Neem een vector v € C" en noem de graad van
v, v. Voor een Krylov deelruimte K,,(A,v) met m <~y geldt er dat {q1,q2, ", qm } een orthonormale basis van
deze deelruimte vormt met:

v

m, (7.2)

q1 =

en q; voor i € {2,3,--,m} gegeven door vergelijking . Deﬁmeer de matriz Q,, € C™™ als Q,, =
[q1,92,",8qm]. De projectiec van A op de Krylov deelruimte, Q AQ,, = H,, is een boven-hessenberg ma-
triz met de volgende elementen:

(ar, Aq) k<l
hiw =3 1Aq - St (g, Ag)qills k=1+1. (7.3)
0 E>1+1

Bewijs. Aangezien we de verzameling {q1,q2, "+, ¢m } recursief definiéren volstaat een bewijs met inductie op
k om aan te tonen dat {q1,q2, -, ¢m } een orthonormale basis vormt van K,,(A4,v). Uit Stelling volgt er
voor k=1 dat {¢1} een orthonormale basis van K1 (A,v) vormt.

Neem nu aan aan dat {q1,qs, -, qx} een orthonormale basis van Ki(A,v) vormt, met &k < m —1. Als we
nu de (toegevoegde) lineariteit van het inproduct en dat er geldt (g;, g;) = d;; voor ¢, j € {1,2, -, k} gebruiken,
volgt er dat vergelijking gelijk is aan:

A - I’C— 79 A i
Gy = 2 Ekz_l(q Wi (7.4)
||AQk - Zi=1<(h’7 AQk)QiH2

Uit de inductie hypothese volgt dat het voldoende is om de volgende drie punten aan te tonen om te laten
zien dat {q1, g2, -, qr+1 } een orthonormale basis van Ky.1(A,v) vormt:

o |lgrs1ll2 = 1;
e (qr+1,9:;) =0 voor i€ {1,2,- k};

® span {qlana "'7q]€7Akv} = span {Q17Q27 "'7qkan+1}'

Uit vergelijking (7.4) volgt er direct dat er aan het eerste punt is voldaan. Verder volgt er uit vergelijking
(7.4), (gi,q:) = 6i5 voor 4,5 € {1,2,---,k}. Als we dit combineren met de (toegevoegde) lineariteit van het
inproduct volgt er:

1 k
{arer, 0i) = (Agk = (45, Ak ) gz, 9:)
' ||A‘Jk_2 (a5, Aqr)gjll2 j=1 ! !

(

: )~ 3 (g, A )
= Qkan q, Qk Qan
| Agy, - J1<qj,Aqk>qj||2 a0 !
_ (Agwqi) — (@i Agw)*

1Ags - 5% (45, Agr)g; 2
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Dus de vectoren {q1, 92, ", gx+1} vormen inderdaad een orthonormaal systeem. Het rest nu nog het laatste
punt aan te tonen, oftewel dat het ook een basis van K11 (A, v) is. Uit het herhaald toepassen van vergelijking
(7-4) volgt dat er v, p; € C bestaan zodat geldt gy = vAFv + Zfﬂ 1iq;- Er volgt dus

k
span {qlaq27 "',Qkan+1} = Span {qlana Ak VAkv + Z,U/z(h} .
i=1

Uit Definitie [2.1] volgt er dat dit gelijk is aan

span {qi, g2, @, Qk+1} = span{qu, ga, -, g, A¥v} .

We hebben nu dus met inductie aangetoond dat {q1,q2,*, ¢m } een orthonormale basis vormt van /C,, (A4, v)
met g1 = m en ¢; voor i > 2 gedefinieerd door vergelijking (7.1)).

Nu rest het aan te tonen dat H,, = QﬁAQm een boven-hessenberg matrix is met elementen die voldoen
aan vergelijking (7.3]). Uit de definitie van H,, volgt dat er geldt

hkl = qIIqul. (75)

Als we nu vergelijking (7.4]) gebruiken en hier Ag,, uit vrij schrijven, krijgen we

l l
hia = g5 (QI+1||A(IZ = > (ai> Aqi)gilla + Z(%’»AQI)%’) (7.6)
i=1 i=1
(qk)a AQZ) k < l
=34 - Sii (g Aa)aill: k=1+1 (7.7)
0 k>1+1.
Dus H,, is inderdaad een boven-hessenberg matrix met elementen die voldoen aan vergelijking (|7.3)). O

We hebben nu uitdrukkingen gevonden voor een orthonormale basis van K., (A4, v) en de projectie anAQm =
H,,. Het blijkt echter dat we ook een uitdrukking voor AQ,, kunnen bepalen. Deze uitdrukking zullen we
later gebruiken om het residu van een Ritz paar te bepalen.

Propositie 7.2. Neem een willekeurige matrix A € C™™" en een vector v € C*. Noem de graad van v, -y.
Voor een Krylov deelruimte Kp(A,v) met k<~ en Hy en Qy zoals uit Stelling geldt er

AQk = Qi Hp + hiy1 kqreref . (7.8)
Bewijs. Uit de definitie van @y volgt er
AQrk = [Aq1, Aga, - Agr].
Als we uit vergelijking Agq; vrijschrijven volgt er

k k
= @llAq - (g1, Ag ) a1z + (g1, Aqi)qu, -+ el A = D {ais Agr)aill2 + D {ais Ag )i | -
i=1 =1

Met gebruik van vergelijking (7.3) volgt er

= QrHp + his1 rqrerer .
O

De Arnoldi methode net als de Lanczos methode gebruik maakt van de Rayleigh-Ritz procedure op Krylov
deelruimte. We zijn we nu instaat om eerste twee stappen van deze Rayleigh-Ritz procedure uit te voeren.
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1 def Arnoldi(A,xo,k):

Input :-A ¢ C™" een matrix waarvan we de eigenwaarde en eigenvectoren willen benaderen.
- g € C" de vector waarmee we de Krylov deelruimte opspannen.
-k de gewenste dimensie van de Krylov deelruimte.

Output: -Q € C™**! matrix waarvan de kolommen een orthonormale basis van de Krylov
deelruimte vormen.
-H e CF™* een boven-hessenberg matrix, de projectie van A op de Krylov deelruimte.
-A € C*** een diagonaalmatrix met de Ritz waarden.
-Y e C* een matrix met als kolommen de Ritz vectoren.

2 Creéer een n x k+ 1 matrix () en een k + 1 x k matrix H.

—_ o
s g1 = T
91 = Tlaol2

4 for j=1:k:
5 w = Ag;
6 fori=1:7:
7 hij = qZ-H Cw
8 w=w — h”ql
9 end
10 By =l
11 if hj+1’j =0:
12 break
13 end
14 qi+1 = h_j1U17j
15 end

16 Bepaal de eigendecompositie H = VAVH van H
17 Bepaal de benaderde Ritz vectoren Y = Q(:,1: k)V

Algoritme 5: Arnoldi methode

7.2 Algoritme Arnoldi

In algoritme [5] is het Arnoldi algoritme weergegeven. We zien hierbij dat h;; in het algoritme door een net
iets andere vergelijking bepaald wordt, dan we in vergelijking hebben afgeleid. Dit komt doordat ver-
gelijking (7.1)), Gram-Schmidt, en (7.4), modified Gram-Schmidt, theoretisch wel hetzelfde zijn, maar niet
numeriek. We gebruiken voor het algoritme het modified Gram-Schmidt orthogonalisatieprocedé omdat deze
numeriek stabieler is dan de standard Gram-Schmidt. Immers we zien in vergelijking dat we er bij
modified Gram-Schmidt niet vanuit gaan dat (g;,q;) = d;; bij het bepalen ¢, voor i < j < k. Een fout in
de waarde van (g;, g;) heeft nu dus minder invloed op de orthogonaliteit van ¢; en g, dan bij de standaard
Gram-Schimdt waar we wel aannemen dat er geldt (g;,¢;) = d;; [Il §6.2.2].

Uit het omschrijven van vergelijking volgt er dat de definitie van h;; uit het algoritme overeenkomt met
de g;’s bepaald met modified Gram-Schmidt. Onze implementatie van het Arnoldi algoritme is gebaseerd op
algorimte 7.3 uit [12]. Het verschil in de bepaling van h;; voor i < j komt door verschillen in de definitie van
het inproduct. Ons inproduct is gelijk aan (z,y) = ¥i"; 2} y;, zie Definitie terwijl ze in [12] gebruiken
(x,y) = Z?:l xly:

Voor het Arnoldi algoritme geldt eenzelfde relatie tussen de graad van v en de afbraak van het algoritme als
voor het Lanczos algoritme, zie propositie [6.4

Propositie 7.3 (afbraak Arnoldi algoritme). Laat H de matriz zijn uit Arnoldi algoritme voor een matriz
A eC™™ en een vector v e C". Noem de graad van v, v. Er geldt nu hj1 ;=0 dan en slechts dan als j gelijk
18 aan 7.

Bewijs. = Stel dat hj,1; =0. Dan volgt er dat

Agq; — (@1, Agj)ar — (Ag; — (a1, Agj) a1, a2)q2 — -+ = (Agj — (@1, Ags)an — - = {@i-1, Aqj)qi-1,45) 45 -0
l1Ag; —{q1, Agj)ar — (Aq; — (a1, Aqj)q1, q2)q2 — - = (Aq; = (q1, Agj)qr — - = (qj-1, Aqj) a1, 45) 5|2
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Aangezien we door herhaaldelijk toepassen van vergelijking alle vectoren ¢; en kunnen omschrijven
tot een lineaire combinatie van AFv met k € {1,2, i} volgt nu dat we een lineaire combinatie van vecto-
ren van de vorm A’v voor i € {0,1,-,j} hebben die gelijk is aan nul. Oftewel we hebben nu dat v < j
omdat we nu een polynoom p van graad j hebben zodat er geldt p(A)v = 0 . Echter er kan niet gelden
v < 7 . Immers als dit wel het geval was zouden we meer dan v orthonormale basisvectoren hebben gevon-
den, terwijl we uit Propositie weten dat de dimensie van de Krylov deelruimte niet groter kan zijn dan v7.

< Stel nu dat de graad van v gelijk is aan j. Als er dan zou gelden hj;.1; # 0 zouden we in staat zijn
om ¢;4+1 te definiéren. Echter uit Propositie volgt dat de dimensie van K;(A,v) = j voor j <. Dan zouden
we dus j + 1 basisvectoren kunnen vinden voor een ruimte van dimensie j 7. O

Er volgt dus indien er geldt hj4;; = 0 dat j dan de graad is van v in A. Uit Propositie volgt er dat
K;(A,v) een invariante deelruimte is van A. In combinatie met Propositie volgt er dat alle Ritz paren
ook echte eigenparen zijn van A.

7.3 Convergentie en Nauwkeurigheid

We hebben nu het Arnoldi algoritme om eigenparen van A te benaderen gegeven. Echter weten we nog niets
over de algemene nauwkeurigheid van dit algoritme. We hebben in paragraaf alleen gezien dat indien
de dimensie van de Krylov deelruimte bereikt is, het algoritme dan Ritz paren geeft die ook gelijk zijn aan
eigenparen van A.

Als maat voor de convergentie van een Ritz paar, definiéren we opnieuw het residu van (Gl(k), yi(k)) als
k k k) (k
ri( ) =A$§ )—91-( )yi( ), (7.9)
. (k) . : -
Als we nu gebruiken dat 6;"’ een eigenwaarde is van Hj, en Propositie |7.2 toepassen volgt er

3

k k) (k k k k k
Al’z( ) —91-( )IE ) - (AQk - Qk9§ ))vi( ) - (AQx —Qka)U§ ) - Pist kQrsr - €5 M.
We zien nu dat er geldt ||rz(k)||2 = hk+17k|vi(k) (k)|. Aangezien we nu meestal niet met hermitische matrices zul-
len werken, daarvoor gebruiken we de Lanczos methode, hebben we geen equivalent van Stelling [3.5] Echter
indien een convergentie criterium voor een Ritz paar is gewenst, wordt hier meestal de waarde van het residu
voor gebruikt. Het residu is immers nog altijd een maat voor de lokale fout van een Ritz paar.

Voor de convergentie van de Arnoldi methode van een enkelvoudige eigenwaarde is het volgende bekend:

Stelling 7.4 (Convergentie Arnoldi methode). Laat A € C™"™ een matriz zijn, waarop we de Arnoldi methode
toepassen met als beginvector xg € C™. Laat v; een genormeerde eigenvector zijn behorend bij een willekeurige
enkelvoudige eigenwaarde \; van A. Dan geldt er dat :

. 1 .

sin(vs, Kp(A,0)) < min () (1-P) . (7.10)
|a74| pEPk_l,p()\i)=1

Hierbij is P de spectrale projector behorend bij eigenwaarden \; en volgt o; wuit de vergelijking Pxg = a,v;.
In het geval dat A diagonaliseerbaar is met eigendecompositie A = VAV ™! is de bovenstaande grens ook te
schrijven als

-1
IVl N (.11

sin(v;, Kr(A,x9)) <
(vi, Kx (4, 0)) |ovi] PEP_1,p(Ni)=1 AeA(A) N\

Indien er geldt ng@k #0 , bestaat er een Ritz waarde ) ¢ A(Hy) zodat er geldt:

o[ All2 b Sl Al -4
N — 6% 34( 2l|All5 + , 7.12
| | 5 | All2 T (7.12)

waarbij geldt § = sin(vy, Kr(A,x0)).

38



7 ARNOLDI METHODE

Deze stelling is een combinatie van Stelling 28.2 en opmerkingen uit §28 [8]. We herkennen ook Stelling [5.4
in de afschatting van |\; — 9(’“)|. Er volgt uit deze stelling dat v; gedurende de iteraties niet verder verwijderd
kan raken van de Krylov deelruimte. Immers mingep, | p(x,)=1/[P(A4) (I-P)|l2 kan alleen maar afnemen
als k toeneemt. We kunnen hieruit geen algemene convergentiesnelheid van het algoritme afleiden, echter
kunnen we wel concluderen dat het lastig is om een eigenwaarde te bepalen die in de buurt ligt van andere
eigenwaarden. Ook volgt nu niet noodzakelijk dat |A; — §)| elke iteratie afneemt. Als sin(v;, Ki(A4,2)) - 0
voor k — oo zal er ook gelden |\; —0(%)| > 0. Echter als sin(v;, Kr (A, x)) nauwelijks afneemt ten opzichte van
S| All2

-5

sin(v;, Kr-1(A, z)), kan het zijn dat de afname in == hiet opweegt tegen de groter macht voor 2||A||s =

2v/p (AH A) waardoor de fout tussentijds de mogelijkheid heeft om te groeien.

7.4 Variaties op het Arnoldi algoritme

De Arnoldi methode uit algoritme [p| is de standaard variant van het Arnoldi algoritme. Er zijn ook vele
variaties op dit algoritme al naar gelang de toepassing, voorbeelden hiervan zijn te vinden in [I} [14]. Een van
de redenen waarom men variaties op dit algoritme bekijkt is de benodigde opslag en het benodigde aantal
bewerkingen. Immers voor een Krylov deelruimte van dimensie m moeten we een n x m matrix en een m xm
boven-hessenberg matrix opslaan en is een aantal bewerkingen van orde O(m?(1 +n)) vereist. Indien we
slechts k eigenparen willen bepalen, hebben we nu soms een grote dimensie van de Krylov deelruimte nodig
om convergentie te bereiken. Een manier om toch convergentie te bereiken voor een kleinere dimensie van
de Krylov deelruimte, is om Arnoldi met herstarts uit te voeren. Dit zullen we verder uitwerking in [7.4:1]

Ook zijn we soms niet geinteresseerd in de eigenwaarden met de grootste modulus, waar de Ritz paren
van Arnoldi meestal het eerst naar toe convergeren, maar in de eigenwaarden het dichtst bij de waarde o € C.
Dit kan wederom gerealiseerd worden door toepassing van het algoritme op de shift-and-invert operator. Dit
werken we verder uit in paragraaf .

7.4.1 Arnoldi met herstart

De methode die we in deze paragraaf zullen bespreken komt uit [I4]. Stel nu dat we de k eigenwaarden van
A willen bepalen met de grootste modulus. Een grote dimensie van de Krylov deelruimte kan noodzakelijk
zijn voor de convergentie van Ritz waarden naar deze eigenwaarden voor algoritme [5| We nemen hierbij het
residu van een Ritz paar als maat voor de convergentie van de Ritz waarden. We weten uit Stelling [7.4] dat
de Ritz waarden verbeteren als de sinus van de eigenvector en de Krylov deelruimte, die nooit zal toenemen
gedurende de iteraties, afneemt. Het idee is nu de dimensie van de Krylov deelruimte niet groter te laten
worden dan m. Indien de Ritz waarden dan nog niet geconvergeerd zijn, beginnen we opnieuw een Arnoldi
iteratie. Echter als startvector gebruiken we nu een lineaire combinatie van Ritz vectoren behorend bij de
Ritz waarden waarvan we convergentie willen. Dit baseert zijn werking op dat de startvector zo al steeds

beter de gewenste richtingen bevat. We sturen eigenlijk richting een invariante deelruimte, immers dan zijn
(m)

. . . . . sk iyt
de eigenwaarde die we vinden exact. De nieuwe startvector is dus gegeven door x,.s = ﬁ Echter
i=1 PiY; 2

een nadeel van deze methode is dat er geen systematisch methode is om p; te bepalen om altijd convergentie
te bereiken [I4]. Wij zullen twee mogelijkheden voor p; beschouwen:

1. p;=1voorice{l,2, k};
2. pi = [Ir{™ o voor i € {1,2,, k}.

De eerste methode is de meest eenvoudige lineaire combinatie die we kunnen verzinnen. De tweede methode
berust op het idee dat hoe kleiner het residu hoe kleiner de lokale fout en dus des te dichter de Ritz vector bij
de Krylov deelruimte zal liggen. De Ritz vectoren die nog het verst van convergentie verwijderd zijn, zal de
Krylov deelruimte het meest beinvloeden en hopelijk dus het meest verbeteren tijdens een Arnoldi iteratie.
Het algoritme voor Arnoldi met expliciete herstart is te vinden in algoritme [6}

We zien in regel 2 en 9 de uitvoering van het standaard Arnoldi voor de maximale dimensie m van de Krylov
deelruimte. In regel 6 zien we de eis dat alle Ritz waarden geconvergeerd zijn, door een restrictie te zetten
op het residu van al deze waarden. Tot slot zien we in regel 7 de twee opties voor de waarden van p;.

39



7

ARNOLDI METHODE

1

'

© w0 N o owm

10
11

12
13
14

def Arnoldire(A, xo,k, m,tol):

Input :-A e C™" matrix waarvan we de eigenwaarde en eigenvectoren willen benaderen.
- g € C" de vector waarmee we de eerste Krylov deelruimte opspannen.
-k het aantal te convergeren eigenvectoren.
-m de maximale dimensie van de Krylov deelruimte
-tol de gewenste waarde van het residu van elke eigenpaar
Output: -Q € C™™*! matrix waarvan de kolommen een orthonormale basis van de Krylov
deelruimte vormen.
-H € C™*1*™ cen boven-hessenberg matrix, de projectie van A op de Krylov deelruimte.
-Aj € C* een vector met de geconvergeerde k Ritz waarden met het grootste reéle deel
-V} € C™* matrix met de geconvergeerde k Ritz vectoren behorend bij Ritz waarden uit Ay,
als kolommen.
[Q, H] = Arnoldi(A, xg,m)
Bepaal de eigendecompositie VAVH van H
Sorteer de eigenwaarde zodat ze aflopen in modulus sorteer de eigenvectoren mee met de
eigenwaarden.
Vi=V(,1:k) en Ly = (A1, A2, Ag)
while max;e(1 2,.... i} [Pm+1,m Vi (m, )| > tol:
Tres = 22'11 Q(:v 1: m)Vk(i, 7') of Tres = Z?:l ||h7n+1,’rnvk(m7 Z)HQQ(, 1: m)Vk(,Z)

Lres
[Q,H] = Arnoldi(A, Tyes,m)
Bepaal de eigendecompositie H = VAVH van H
Sorteer de eigenwaarde zodat ze aflopen in reéle component en sorteer de eigenvectoren mee met
de eigenwaarden.

Vie=V(,1:k) en Ly = (A1, A2, Ag)

end

Vie=Q(,1:m)Vj

LTres =

Algoritme 6: Arnoldi methode met expliciete herstart

7.4.2 Shift-and-invert Arnoldi

We nemen nu aan geinteresseerd te zijn in de eigenwaarden van A die het dichtst bij een waarde o € C liggen.
Hiertoe kunnen we de shift-and-invert operator voor o op de matrix A toepassen, zoals we ook al deden voor
de Lanczos methode (paragraaf . Immers uit de eigenwaarden van (A - O']I)_l met de grootste modulus
kunnen we de eigenwaarde het dichtst bij o bepalen, zie hoofdstuk Dit zijn de eigenwaarden van (A — O']I)_l

die het eerst zullen convergeren bij toepassing van de Arnoldi methode op deze matrix. [I, §8.1.3]

Om dit toe te kunnen passen moet nog steeds gelden dat A — ol inverteerbaar is. Als A — ol niet inver-
teerbaar is, hebben we gevonden dat o een eigenwaarde is van A. Om dan de bijbehorende eigenvector en
andere eigenwaarden in de buurt van o te bepalen moeten we de shift-and-invert operator voor een net iets

andere shift dan o toepassen.

Om dit te implementeren hoeven er maar een paar aanpassingen gedaan te worden aan de Arnoldi methode

uit algoritme [B}

e In regel 5 vervangen we w = Ag; door het oplossen van het lineaire stelsel (A — o) w = ¢; voor w;

€1

e Voeg aan regel 16 toe dat de elementen van A, vervangen worden door 6; = o + .

7.5 Numerieke voorbeelden

In deze paragraaf bekijken we een twee numerieke voorbeelden van de Arnoldi methode. We beginnen met

een voorbeeld van de Arnoldi methode uit algoritme
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(c) De echte eigenwaarden (O0) en de Ritz waarden (+) na (d) De lokale fout (+) en het residu (O0) van de vier Ritz
100 iteraties van Arnoldi voor N7 in het complexe vlak. waarden met de grootste modulus.

Figuur 9: In deze figuren zien we de waarde van 0;16) voor k € {1,2,---,20,100} uit de Arnoldi iteratie en de
eigenwaarde van Nj. Ook zien we de lokale fout en het residu van de vier Ritz waarden met de grootste

modulus.
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Voorbeeld 7.5. In dit voorbeeld bekijken de matrix N; € C2000%2000 geyormd als N = 60 *
R e ([2000x2000 (20002000

ﬁ * D met
een uniforme matrix en D € een Gauss (0,60) diagonaalmatrix. Hierop voeren
we de Arnoldi methode, algoritme [5| uit met een uniforme startvector w; € C2°° gedurende 100 iteraties.
In de figuren [Oa] en [OH] zijn voor de eerste 20 iteraties het reéle en imaginaire deel van alle Ritz waarden
te zien. Tevens zijn alle eigenwaarden van N; weergegeven (+). We zien hierin niet een duidelijk patroon
van de convergentie. Dit komt doordat de Ritz waarden bij de Arnoldi methode ongeveer convergeren op
volgorde van de modulus. Hierdoor kan een eigenwaarden met niet het grootste reéle/imaginaire deel eerder
convergeren omdat de modulus in totaal wel groter is. Echter zien we niet hoe de reéle en imaginaire delen
van de Ritz waarden aan elkaar verbonden zijn. Daarom hebben we in figuur [9¢| de uiteindelijke Ritz (+)
waarden in het complexe weergeven samen met de eigenwaarden (O) van N;. We zien nu inderdaad dat
de Ritz waarden vooral naar de eigenwaarden met een grote modulus convergeren. In figuur 0d] zien we de
lokale fout minyea (n,) ‘)\ - Hl(k)‘ en het residu voor de vier Ritz waarden met de grootste modulus per iteratie.
We zien hierbij dat de Ritz waarden met een grotere modulus eerder convergeren. Ook zien we dat de Ritz
waarden (blauw en paars) die verder weg zitten van de grote cluster van eigenwaarden sneller convergeren
dan de Ritz waarden (blauw en paars) die dichterbij de cluster zitten. Het residu blijkt hier een bovengrens
op de lokale fout te zijn, tot het bereiken van de machine precisie. A

We bekijken nu voor dezelfde matrix hoe snel algoritme [6] convergeert voor de verschillende keuzen van p;.

R ——— Y

1010 -

residu

10715 |-
1020 -

1025 -

0ol | | | | | | |
0 20 40 60 80 100 120 140
nummer iteratie (k)

=3
3

Figuur 10: Het residu van de drie Ritz waarden met de grootste modulus voor standaard Arnoldi (O) en

Arnoldi met herstart (p; = ||rf

m)||2, A) totdat het residu voor al deze Ritz waarden kleiner is dan 10710,

Voorbeeld 7.6. We bekijken opnieuw de matrix N7 uit voorbeeld We passen hier nu de Arnoldi met
herstart, algoritme |§| op toe voor m = 20, k = 3, tol = 107'% en dezelfde startvector w; als uit voorbeeld
We doen dit voor beide keuzen voor p;, oftewel p; =1 en p; = ||rfm)||2. Er blijken in beide gevallen 8
herstarts nodig te zijn om de gewenste convergentie te bereiken. Ter vergelijking bepalen we ook de benodigde
dimensie van de Krylov deelruimte om het residu van deze drie Ritz waarden kleiner dan 107!° te krijgen
voor standaard Arnoldi. Deze dimensie blijkt gelijk te zijn aan 122. In figuur is de waarde van het
residu voor de standaard Arnoldi (O) en voor de Arnoldi met hertstart voor p; = ||r;""||2 (A) weergeven voor
deze drie Ritz waarden. Hierbij is de herstart met p; = 1 niet weergegeven omdat op deze schaal de beide
herstarts nauwelijks te onderscheiden zijn. Bij de standaard Arnoldi is k gelijk aan de dimensie van de Krylov
deelruimte. Voor de herstart is de dimensie op 1 + k20 weer gelijk aan 1 en zijn we in de k¢ herstart beland

voor k € N. De pieken het residu voor de herstart komt doordat het residu voor een Krylov deelruimte van
kleine dimensie hoog is, immers als vfk) genormaliseerd is en k is klein zullen de componenten groter zijn.
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De gaten komen doordat pas voor een Krylov deelruimte van dimensie drie en hoger alle drie de residuen
bestaan. We zien nu dat er minder iteraties nodig zijn voor de standaard Arnoldi dan voor Arnoldi met
herstart. Ook de grootste twee Ritz waarden met standaard Arnoldi eerder convergeren dan met herstart.
Echter als de rekentijd voor beide algoritmen vergelijken blijkt er te gelden de herstart maar 64% van de
looptijd van de standaard Arnoldi nodig heeft. Dat Arnoldi met herstart toch sneller is, komt doordat voor
een kleinere dimensie de rekentijd zodanig korter is dat iets meer iteraties bij een kleinere dimensies opweegt
tegen minder iteraties voor grotere dimensies. A

We zien nu dus geen noemenswaardig verschil in de beide keuzen voor de p; voor Arnoldi met herstart. We
zien wel dat deze methode inderdaad de benodigde rekentijd en opslag voor de convergentie van een aantal
Ritz waarden sterk kan verminderen.

8 Conclusie

Afhankelijk van welke eigenparen van een matrix A we willen benaderen, hebben we een methode om een
deel van het spectrum van A te benaderen. Indien we de eigenwaarde met de grootste modulus willen
bepalen volstaat de machtsmethode, zie hoofdstuk [3] Echter moet er wel één eigenwaarde met de grootste
modulus bestaan om convergentie te verkrijgen. Als we opzoek zijn naar de eigenwaarde het dichtst bij
o € C ligt, wenden we ons tot de inverse iteratie, zie hoofdstuk @ Omdat deze methode werkt door de

machtsmethode toe te passen op een shift-and-invert operator, is het noodzakelijk dat het maximum —1—

[A1-o]
maar voor één eigenwaarde \; € A(A) wordt aangenomen om convergentie mogelijk te maken. Als er geldt
|A1] = [A2| = -+ = || blijkt voor een normale matrix de machtsmethode een convergente lineaire combinatie

van deze eigenwaarde te geven als benadering van de eigenwaarde. Echter de eigenvector benadering, die
geen eigenvector is, convergeert nu niet, waardoor het algoritme zelf ook niet convergeert. We kunnen alleen
zeggen dat deze eigenvector zich in de ruimte opgespannen door de eigenvectoren van A; tot en met J;
bevindt. Indien we meerdere eigenparen van een matrix willen benaderen of het zojuist genoemde probleem
willen omzeilen wenden we ons tot methoden gebaseerd op de toepassing van de Rayleigh-Ritz procedure
op Krylov deelruimten. Voor een hermitische matrix gebruiken we de Lanczos methode, zie hoofdstuk [6 en
anders wenden we ons tot de Arnoldi methode, zie hoofdstuk [} Deze methoden zijn ook te gebruiken om de
eigenwaarden het dichts bij o € C te bepalen door toepassing van de methode op de shift-and-invert operator
voor o. De convergentie naar een eigenwaarde wordt bij al deze methoden beinvloedt door de afstand tussen
de desbetreffende eigenwaarde en de overige eigenwaarden. Voor de Arnoldi methode kunnen we ook Arnoldi
met herstart toepassen om de convergentie naar een paar eigenwaarden te versnellen. Bij de Lanczos methode
nemen we het merkwaardige gedrag waar dat zonder herorthogonalisatie de norm van ||Q1H Q; - T||2 verhoogt
met één indien vlak voordat er een kopie ontstaat van de Ritz waarde voor de eigenwaarde met de grootste
modulus van A. Voor de oorzaak van dit fenomeen hebben we wel een vermoeden, zie in paragraaf echter
dient dit nog verder uitgezocht te worden.
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A CODE

A Code

In deze appendix geven we de implementatie van de algoritmen gebruikt om de numerieke voorbeelden te
creéren. Deze code is geimplementeerd in Matlab versie versie R2017b (9.3.0.713579).

A.1 Machtsmethode

function [lm,v,res] = machtit(A, y,tol)

% Input:

% -A in C"(n x n) een matrix

% — y in C'n een startvector

% - tol de gewenste waarde van het residu

% Output:

% -lm een vector met op positie i de benadering van de eigenwaarde

% met grootste modulus van A na i iteraties

% —v een vector met op kolom i de benadering van de eigenvector behorend bij Im(i)
% —-res een vector met op positie i de waarde van het residu op die iteratie

% Deze functie voert de machtsmethode uit voor matrix A en startvector y totdat
% het residu kleiner is dan tol. Het verloop van Ilm

% gedurende de iteraties wordt ook geplot.

i=1;

X=Y;

v (:,1)=x*(1/norm(x));
X—A*V( i);

Ilm(i)= v(:,1) *X ;

res (i)=norm (x— lm( Yxv(:,1));
while res(i)>tol

i=i+41;
v(:,1)=x*(1/norm(x));
x=Axv(:,1);

Im(i)=v(:,i) *x;
res (i)=norm(x-lm(i)*v(:,1));
end
if isreal (lm)==1
plot (Im, ’'m x’)
xlabel ("nummer iteratie (k)’)
ylabel (’\ theta_k ’)

else
pltr=real (Im);
plti=imag(lm);
plot (pltr ,'m )
xlabel ('nummer iteratie (k)’)
ylabel (7\ theta_k 7)
hold on;
plot (plti, ’o’,’Color’,[0 0 1])
hold off;
end
function [lm,v] = powerittoll (A,y,tol,it)
% Input:

% -A in C"(n x n) een matrix

% — y in C'n een startvector

% —tol de gewenste waarde van het verschil tussen Im(i) en Im(i-1)

% —it het aantal gewenste iteraties na stabilisatie van de benadering van de eigenwaarde.
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% Output:

% —-lm een vector met op positie i de benadering van de eigenwaarde

% met grootste modulus van A na i iteraties

% -v een vector met op kolom i de benadering van de eigenvector behorend bij lm(1i)
% Deze functie voert de machtsmethode uit voor matrix A en startvector y

% totdat de eigenwaarde benadering lm niet meer dan tol verschilt van

% die van de vorige iteratie. Daarna worden nog it

% iteraties uitgevoerd. Het verloop van Ilm wordt ook geplot.

i=1;

X=y;
v(:,i)=xx(1/sqrt(x’*x));
x=Axv(:,1);
Im(i)=v(:,1) *x;

i=2;
v(:,1)=xx*x(1/sqrt(x’*x));
x=Axv(:,1);

Im(i)=v(:,i)’ *x;

while norm(lm(i)-lm(i-1))>tol
i=i+1;
v(:,i)=xx(1/sqrt(x'xx));
x=Axv(:,1);
Im(i)=v(:,i) *x;

end

for j = 1:it
i=i+1;
v(:,1)=x*x(1/sqrt(x’*x));
x=Axv (:,1);
Im(i)=v(:,1i) *x;

end

if isreal (lm)==1
plot (Im, 'm =)
xlabel ('nummer iteratie (k)’)
ylabel (’\ theta_k ”)

else
pltr=real (Im);
plti=imag(lm);
plot (pltr ,’'m *7)
xlabel ("nummer iteratie (k)’)
ylabel (7\ theta_k 7)
hold on;
plot (plti ,’b 07)
hold off;

end

A.2 Inverse iteratie

function [mu,lm,v,res] = invit(A,y,sig,tol)

% Input:

% A in C"(n x n) een matrix

% y in C'n een startvector

% sig de waarde van de shift

% —tol de gewenste waarde van het residu

% Output:

% -mu een vector met de benadering van de grootste eigenwaarde van de
% shift —and—inverrt matrix na i iteraties op positie i.
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% -lm een vector met benadering van de eigenwaarde van A

% het dichtst bij sig na i iteraties op positie i

% -v een vector met op kolom i de benadering van de eigenvector behorend bij Im(i)
% Deze functie voert de inverse iteratite uit voor matrix A, startvector y

% en shift sig met als convergentiecriterium dat het residu kleiner is dan

% tol. Ook wordt het verloop van lm en mu geplot.

[7,m]=size (A);

i=1;

X=y;

[L,U,P]=1u(A-sigx*eye (m,m));

v(:,i)=x/norm(x);
x=U\ (LA (Pxv (2, 1)));
mu(i)=v(:,i)’*x;
Im(i)=sig+(1/mu(i))
res(i)= norm (x-mu(i
while res(i)>tol

Jev(c,i));

1_i+]-7
v(:,i)=xx*(1/norm(x));
x=U\ (L\ (P*v (:,i)));
mu(i)=v(:,i) *x;
Im(i)=s

ig+(1/mu(i));
res (i)=norm (x—-mu(i)*v(:,1));
if isreal (lm)==
plot (lm, 'm %)
xlabel ("nummer iteratie (k)’)
ylabel (’\ theta_k ”)

else
Imr=real (Im);
lmi=imag (lm);
plot (lmr, ’'m =)
xlabel ('nummer iteratie (k)’)
ylabel (’\ theta_k ”)
hold; plot(lmi,’b o’)
end
figure;

if isreal (mu)==
plot (mu, 'm )
xlabel ("nummer iteratie (k)’)
ylabel ("\mu.k’)
else
mur=real (mu);
mui=imag (mu) ;
plot (mur, ’'m x’)
xlabel ('nummer iteratie (k)’)
ylabel ("\muk’)
hold; plot(mui,’b o’)
end

A.3 Lanczos methode
function [Q,T,eigval]=Lanczosn(A,v, k)
%Input :

% -A in C"(n x n) een hermitische matrix
% -v in C'n een vector om de Krylov deelruimte mee op te spannen

v



A CODE

% - k een natuurlijk getal (groter dan nul), de dimensie van de Krylov deelruimte

%Output :

% —Q in C"(n x k+1) een matrix met de orthonormale basis van de Krylov deelruitme

% als kolommen

% -T in C"(k+1 x k+1) een tridiagonale matrix,
% -eigval in C"(k bij k) matrix met op kolom i en rij
% waarden voor Krylov deelruimte van dimensie

de projectie van A op de Krylov deelruimte
1:i de Ritz

%Deze functie voert een Lanczos methode uit voor de matrix A met

Y%startvector v en k iteraties.

%herorthagonalizatie.
[ ,n]=size (A);
ql=v/norm(v);

Q=zeros (n,k+1);

Q(:,2)=ql;
a=zeros(n,1l);
b=zeros (n,1);
eigval= zeros(k,k)
T=sparse (k,k);
for i = 1:k
w=AxQ(:,i+1);
a(1)=(Q(:,1+1)) *w;
w=w—-a(1i)*xQ(:,i+1)- (i)*Q(:7l
b(i+1)=norm (w);
if b(i+1)==0
break
end

T(i,i)=a(i

Q(:,142)=(w/(b(i+1)));

T(i,i+1)=

i)

b(i+1);
T(i+1,i)=b(

(

i+1);

eigva=eig (full (T(1:i,1:1)));

eigval (1:1,i)=eigva;
end

Q=Q(:,2:end)

function [Q,T,eigval]=Lanczosf(A,v, k)

%Input :

% -A in C"(n x n)een hermitische matrix
% —-v in C'n een vector om de Krylov deelruimte mee op te
% - k een natuurlijk getal (groter dan nul), de dimensie

%0utput :

hierbij geen sprake van

spannen
van de Krylov deelruimte

% —Q in C"(n x k+1) een matrix met de orthonormale basis van de Krylov

% deelruitme als kolommen

% -T in C"(k+1 x k+1) een tridiagonale matrix,
% -eigval in C"(k x k) een matrix met op kolom i en rij
% waarden voor Krylov deelruimte dimensie i

%Deze functie voert een Lanczos methode

de projectie van A op de Krylov deelruimte
1:i de Ritz

met volledige herorthogonalisatie uit voor

% de matrix A met startvector v en k de dimensie van de Krylov deelruimte.

[ ,n]=size (A);
ql=v/norm(v);
Q=zeros (n,k+1);
Q(: 72):(11;
a=zeros(n,l);
b=zeros (n,1);
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eigval=zeros (k,k);
T:sparse(k,k);
for i = 1:k
w=AxQ(:,i+1);
a()=(Q(: .1 +1)) =w;
w0 (D5Q: 11D (1)<Q(:
wewQ (2 1)+ ((Q(5,2:1) ) #w)
b ( 1—|—1)—n0rm (w);
if b(i+l)==
break
end
Q(:, i4+2)=(w/(b(i+1)));
(i i)=a(i);
T(i,i+1)=b(i+1);
T(i+1,i)=b(i+1);
eigva=eig (full (T(1:1,1:1)));
eigval (1:1,i)=eigva;
end

Q=Q(:,2:end)

function [Q,T,eigval ,orth,res|=Lanczosso(A,v, k)

%Input :

% -A in C"(n x n) een hermitische matrix

% -v in C'n  vector om de Krylov deelruimte mee op te spannen

% — k een natuurlijk getal (groter dan nul), de dimensie van de Krylov deelruimte
%0utput :

% —Q in C"(n x k+1) een matrix met de orthonormale basis van de Krylov deelruitme als kolom
% -T in C"(k+1 x k+1) een tridiagnoale matrix, de projectie van A op de Krylov deelruimte
% -eigval in C"(k x k) een matrix met op kolom i en rij 1:i de Ritz

% waarden voor Krylov deelruimte dimensie i

%—orth een matrix met twee rijen met op de eerste rij het nummer van de
%iteratie en op de tweede rij het nummer van de Ritz waarde die voor
%herorthogonalisatie is geselecteerd.

%-res in C"(k x k) een matrix met op kolom i en rij 1:i het residu voor

% de Ritz paren voor de Krylov deelruimte van dimensie i

%Deze functie voert een Lanczos methode met selectieve herorthogonalisatie uit
%voor de matrix A met startvector v met k de dimensie van de Krylov deelruimte.
[ ,n]=size (A);

ql=v/norm(v);

Q=zeros (n,k+1);

Q(:72):q1§

a=zeros(n,l);

b=zeros (n,1);

eigval=zeros (k,k);

res=zeros (k,k);

T=zeros (k,k);

orth =[];
for i = 1:k
W—A*Q( i—|—1)
(1)=(Q ( ))’*W
wevea (1)4Q(: i +1)b(1)5Q(: 1)
1f i >1

for j = 1:i-1
if b(i)xabs(eigve(i-1,j)) <= sqrt(eps)*norm(T(1:i-1,1:1-1))
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orth=[orth ,[i;]]];
y=Q(:,2:1)*xeigve (:,]j);
w=w—(y *xW)*y;
end
end
end
b(i+1)=norm (w);
if b(i+l)==
break
end
Q(:, i4+2)=(w/(b(i+1)));
T(i,i)=a(i);
T(i,i+1)=b(i+1);
T(i+1,i)=b(i+1);
[eigve ,eigva]=eig (full (T(1:i,1:1i)));
eigval (1:1,i)=diag(eigva);
res(l:i,i)= b(i+1)xeigve(i,1:i);
end

Q=Q(:,2:end)
A.4 Arnoldi methode

function [Q,H,eigval jres,eigvec]=Arnoldi(A,v, k)

%Input :

% -A in C"(n x n) een matrix

% —-v in C'n een vector om de Krylov deelruimte mee op te spannen

% — k een natuurlijk getal (groter dan nul), de dimensie van de Krylov deelruimte
%Output :

% —Q in C"(n x k+1) een matrix met de orthonormale basis

% van de Krylov deelruitme als kolommen

% -H in C"(k+1 x k) een boven—hessenbergmatrix, de projectie van A

% op de Krylov deelruimte

% -eigval in C"(k x k) een matrix met op kolom i en rij 1:i de Ritz

% waarden voor Krylov deelruimte dimensie i geordend op aflopende modulus
% res in C"(k x k) een matrix met op kolom i en rij 1:1 het residu van
% de Ritz paren voor een Krylov deelruimte van dimensie i

%-eigvec in C"(n x k) een matix met de Ritz vectoren als kolommen

%Deze functie voert een standaard Arnoldi methode toe op de matrix A met
%beginvector v met k iteraties.

[T ,n]=size (A);

ql=v/norm(v);

Q=zeros (n,k+1);

Q(:,1)=ql;

H=zeros (k,k);

eigval=zeros (k,k);

res=zeros (k,k);

for j = 1:k

w=A*Q(:,]);

for i=1:j
H(i L )=(Q(: i) ) wws
weweH(i L) 5Q(: 1)

end

H(j+1,j)=norm(w);

if H(j+1,j)==

break
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end
Q(: , j+1)=(w/(H(j+1,§)));
[eigvec ,eigv]=eig (H(1:j,1:j));
eigv=diag (eigv);
[1,7]=size (eigv);
[eigval (1:1,]j),I]=sort (eigv, descend ’,’ ComparisonMethod’,  abs’);
eigvec=eigvec (:,1);
res (1:1,j)=H(j+1,j)+abs(eigvec(j,1:j).7);
end

function [Q,H,eigval ,res,eigvec]=Arnoldicon(A,v,m,tol)

%Input :

% -A in C"(n x n) een matrix

% —-v in C'n een vector om de Krylov deelruimte mee op te spannen

% - m het aantal Ritz waarden met de grootste modulus waarvan we convergentie willen
%—tol de waarde van het residu om een Ritz paar als geconvergeerd te
%beschouwen .

%Output :

% —Q een matrix met de orthonormale basis van de Krylov deelruitme als kolommen
% -H een boven-hessenbergmatrix, de projectie van A op de Krylov deelruimte

% —eigval een matrix met op kolom i op rij 1:i de Ritz

% waarden voor Krylov deelruimte dimensie i geordend op aflopende modulus

%— res een matrix met op kolom i op rij 1:i het residu van de Ritz

% paren voor een Krylov deelruimte van dimensie i

Y%—eigvec een matix met de Ritz vectoren als kolommen

%Deze functie voert een standaard Arnoldi methode toe op de matrix A met
%beginvector v totdat het residu van de m Ritz waarden

% met de grootste modulus kleiner is dan tol.

ql=v/norm(v);

Q(:,1)=ql;
for j = 1I'm
w=A*Q(:,]);
for i=1:j
H(i,j)=(Q(:,1))*w;
w=w-H(1,j).*Q(:,1);
end

H(j+1,j)=norm (w);
if H(j+1,j)==0
break
end
Qs +1)=(w/(H(j+1,1))):
[eigvec ,eigv]=eig (H(1:j,1:j));
eigv=diag (eigv);
[1,7]=size(eigv);
[eigval (1:1,j),I]=sort (eigv,’ ’descend’,’ ComparisonMethod’, abs’);
eigvec=eigvec (:,1);
res(1:1,j)=H(j+1,j)*abs(eigvec(j,1:j).");
end
con=abs(res (1:mym));
while max(con)>=tol

=i+
w=AxQ(:,]);
for i=1:j
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w=w-H(i,j).*xQ(:,1);
end
H(j+1,j)=norm (w);
if H(j+1,j)==0

break
end
Q(: , j+1)=(w/(H(j+1,i))
[eigvec ,eigv]=eig (H(1:
eigv=diag (eigv);
[1,7]=size (eigv);
[eigval (1:1,j),I]=sort (eigv, ’descend’,’ ComparisonMethod’, abs’);
eigvec=eigvec (:,1);
res (1:1,j)=H(j+1,j)*abs(eigvec(j,1:j).7);
con = abs(res(1l:m,j));

E
is1:3));

end

function [Q,H,vk,lk, eigval, it ,res,l]=Arnoldiher (A,v,m,tol k)

%Input :

% -A in C"(n x n) een matrix

% —-v in C'n een vector, startvector Krylov deelruimte eerste iteratie

% — m een positief geheel getal, de maximale dimensie van de Krylov deelruimte
% —tol een waarde waar het residu van een Ritz paar kleiner dan

% moet zijn om als geconvergeerd beschouwd te worden

%k het aantal Ritz paren met de grootste modulus waarvan we convergentie wensen
%O0utput :

% —Q in C"(n x m+1) een matrix met de orthonormale basis van de Krylov deelruimte
% als kolommen van de laatste Arnoldi procedure

% -H in C"(mt+1 x mk) een boven—hessenbergmatrix, de projectie van A

% op de Krylov deelruimte van de laatste Arnoldi procedure

% -vk de geconvergeerde gewenste Ritz vectoren

% -1k de geconvergeerde gewenste Ritz waarden

% —eigval in C"(m x m) een matrix met op rij i de Ritz waarden van

% iteratie i van de laatste Arnoldi procedure

% —it het aantal herstart van de Arnoldi methode

% —res een matrix met op kolom i het residu van de te convergeren Ritz waarden
% -1 geeft met de kolomen het verloop van de te convergeren Ritz waarden aan

%Deze functie voert Arnoldi met herstart wuit voor de matrix A met
%beginvector v met k te convergeren Ritz waarden een een maximale
%dimensie van m voor de Krylov deelruimte. De rho_.i’s zijn hier gelijk aan 1.
[n, ]=size (A);

[Q,H, eigval ,resi ,eigv]=Arnoldincon (A,v,m);

vk=Q(:,l:end-1)xeigv (:,1:k);

lk=eigval (1:k,end);

l=eigval (1:k,:);

res=resi(l:k,:);

it=1;

con=max(abs(res (:,end)));

while con>=tol

it=it+1;
vre=zeros (n,1);
for i = 1:k
vre=vk (:,1)+vre;
end
[Q,H, eigval ,resi ,eigv]=Arnoldincon (A, vre ,m);
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vk=Q(:,l:end-1)xeigv (:,1:k);
lk=eigval (1:k,end);
res=[res,resi(1l:k,:)];
1=[1,eigval (1:k,:)];
con=max(abs(res (:,end)));

end

function [Q,H,vk,lk, eigval,it ,res,l]=Arnoldiherres(A,v,m,tol k)

%Input :

% -A in C"(n x n) een matrix

% -v in C'n een vector, startvector eerste iteratie Krylov deelruimte

% — m een geheel getal m>=1, de maximale dimensie van de Krylov deelruimte

% —tol een waarde waar het residu van een Ritz paar kleiner dan

% moet zijn om als geconvergeerd beschouwd te worden

%k het aantal Ritz paren met de grootste modulus waarvan we convergentie wensen
%Output :

% -Q in C"(n x m+1) een matrix met de orthonormale basis van de Krylov deelruimte
% als kolommen van de laatste Arnoldi procedure

% -H in C"(m+1 x m) een boven-hessenbergmatrix, de projectie van A

% op de Krylov deelruimte van de laatste Arnoldi procedure

% -vk de geconvergeerde gewenste Ritz vectoren

% -1k de geconvergeerde gewenste Ritz waarden

% -eigval in C"(m x m) een matrix met op rij i de Ritz waarden van

% iteratie 1 van de laatste Arnoldi procedure

% —it het aantal herstart van de Arnoldi methode

% —-res een matrix met op kolom i het residu van de te convergeren Ritz waarden
% -1 geeft met de kolomen het verloop van de te convergeren Ritz waarden aan

%Deze functie voert Arnoldi met herstart uit voor de matrix A met
%beginvector v met k te convergeren Ritz waarden een een maximale
%dimensie van m voor de Krylov deelruimte. De rho_i’s zijn hier gelijk aan
%het residu van het Ritz paar.

[n,"]=size (A);

[Q,H, eigval ,resi ,eigv]=Arnoldincon (A,v,m);

vk=Q(:,l:end-1)xeigv (:,1:k);

lk=eigval (1:k,end);

1:

eigval (1:k,:);

res=resi(l:k,:);

it=1;

con=max(abs(res (:,end)));
while con>=tol

it=it +1;
vre=zeros(n,1);
for i = 1:k
vre=vk (:,1).*res(i,end)+vre;
end
[Q,H, eigval ,resi,eigv]=Arnoldincon (A, vre ,m);
vk=Q(:,1l:end-1)xeigv (:,1:k);
lk=eigval (1:k,end);
res=[res ,resi(1l:k,:)];
1=[1,eigval (1:k,:)];
con=max(abs(res (:,end)));

end
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