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1 Inleiding

Een strookpatroon (Frieze pattern) is een getallenrooster dat aan een aantal
voorwaarden voldoet, waaronder een lokale relatie.

Strookpatronen werden in 1971 door Coxeter geintroduceerd [Cox71]. Coxeter
en Conway ontdekten in 1973 een bijectie tussen strookpatronen en de opdeling
van veelhoeken in driehoeken. Een recentere bron van interesse voor strook-
patronen komt uit de Fomin-Zelevinsky theorie van cluster algebra’s. In 2015
schreef Morier-Genoud het artikel [MG15], waarin ze een overzicht geeft van de
bestaande theorie rondom strookpatronen.

Het artikel van Morier-Genoud [MG15] geeft een overzicht van de belangrijkste
stellingen over strookpatronen, maar laat vele bewijzen weg of laat ze als op-
dracht voor de lezer. Deze scriptie poogt deze bewijzen wel op te nemen.

Deze scriptie geeft een introductie in de theorie en hoofdstellingen van strook-
patronen. In sectie 2 wordt de definitie waarmee we werken toegelicht. In sectie
3 duiken we in het eerste voorbeeld van een strookpatroon in de praktijk, en
zien we waarom deze interessant zijn. In sectie 4 worden enkele hoofdstellingen
benoemd en bewezen. Sectie 5 behandelt een meer combinatorische aanpak,
waarin strookpatronen met natuurlijke waarden en hun geometrische interpre-
taties worden bekeken.

In secties 6 en 7 wordt gekeken naar de behandelde stof en eventuele verdere
verdieping, en wordt er met een kritische blik naar de hoofdbron gekeken.



2 Strookpatronen

Een strookpatroon is een getallenrooster dat aan de volgende voorwaarden vol-
doet:

1. Het rooster bestaat uit een eindig aantal rijen, die elk oneindig zijn in
beide richtingen;

2. De eerste rij en de laatste rij bestaan uit nullen, de tweede rij en de een-
na-laatste rij bestaan uit eenen;

3. Opeenvolgende rijen zijn een halve plaats verschoven. Elke vier aanlig-
gende getallen a, b, c,d
b

voldoen aan de relatie ad — bc = 1;
De derde regel noemen we ook wel de unimodulaire regel.

Wanneer een strookpatroon ook voldoet aan voorwaarde 4, noemen we deze
tam;

4. Elke 3 x 3 submatrix heeft determinant 0. Hiermee wordt het volgende
bedoeld: Voor elke negen aanliggende getallen a, b, c,d,e, f, g, h,i

c
b f
a e i
d h
g
a b ¢
geldt |d e f|=0.
g h 1

Coxeter strookpatronen zonder nulwaardes zijn altijd tam. In sectie 4, stelling
9 zal dit worden bewezen. Coxeter bestudeerde strookpatronen met positieve
waardes, in het bijzonder zijn deze dus altijd tam.

We zullen de breedte van een strookpatroon definiéren als het aantal rijen tussen
de rijen met eenen. Het onderzoek naar strookpatronen komt vanuit verschil-
lende interesses. Coxeter was vooral geinteresseerd in strookpatronen die slechts
positieve gehele getallen bevatten, dit leidt tot een combinatorische aanpak. In
deze scriptie zijn de waardes meestal reéele of complexe getallen, maar in sectie
5 zullen we deze combinatorische aanpak bespreken.



3 Pentagramma mirificum

Deze sectie behandelt de stof in sectie 1.1 van [MG15]. Een van de motivaties
van Coxeter om strookpatronen te bestuderen waren de Gauss formules voor de
pentagramma mirificum. De pentagramma mirificum is een vijfhoek getekend op
het oppervlak van een bol, bestaande uit opeenvolgende loodrechte grootcirkels.
Een grootcirkel is de rand van een snijvlak dat de bol in twee gelijke helften
opdeelt.

Figuur 1: Een Pentagramma Mirificum [Wall0)]

Als we de zijdes van de ingesloten vijthoek a; ...as noemen, geldt de vol-
gende vergelijking voor elke ¢; = tan?(«;), met indices i modulo 5:
CiCit1 = Cip3 +1

Gauss liet ook zien dat het aannemen van de bovenstaande relatie voor drie
willekeurige 7 de overige twee impliceert.
Coxeter schreef deze relaties in een strookpatroon:
1 1 1 1 1
C1 C2 C3 Cq Cs
C3 Cyq Cs Cc1 C2
1 1 1 1 1

De bewering van Gauss impliceert dat alle strookpatronen van breedte 2
periodiek zijn met een periode van 5. Strookpatronen kunnen worden gezien als
een generalisering van dit fenomeen.



4 Eigenschappen van het strookpatroon

In deze sectie werk ik de bewijzen uit [Cox71] uit, waarnaar gerefereerd wordt
in secties 1.2 en 1.4 in [MG15].

Om de symmetrie en periodiciteit in strookpatronen te bewijzen, introduce-
ren we eerst een coordinatenstelsel:

(0,0) (1,1) (2,2) (3,3) (4,4)
(0,1) (1,2) (2,3) (3,4) (4,5)
(_171) (072) (173) (234) (375)

(-1,n—1) (O,n) (Ln+1) 2n+2) (3,n+3)

We kiezen n z6, dat er n — 3 rijen tussen de rijen met eenen zitten.
Hierbij gelden de volgende beweringen per definitie:

o (z,z)=0=(z,z+n)
o (z,z+1)=1=(x+1,2z+n)
o (z—1,y) - (z,y+1)=1+(x,y) - (x — 1,y + 1) voor relevante z,y.

In deze sectie nemen we aan dat er geen nullen in de niet-triviale rijen zitten.
Ook nemen we voor de handigheid de volgende notaties aan:

Jo= (_170’)7911 = (O,G)

a; = (i—1,i+1)

Wanneer één diagonaal vaststaat (f; is gegeven voor i € {—1,n}), kan de
rest van het strookpatroon diagonaal voor diagonaal worden uitgerekend met
behulp van de unimodulaire regel. Dit betekent dat deze diagonaal het hele
strookpatroon bepaalt.



4.1 Periodiciteit
Stelling 1. (z,y) = fzg9y — fyga voor relevante waarden van x,y.
Het volgende bewijs werd vermeld maar niet uitgewerkt in [Cox71].
Bewijs. We bewijzen stelling 1 met volledige inductie.
e Het is waar voor alle (z,z) = 0 en voor alle g; met i € [0,n].
o Stel dat (x,y) = fugy — fygs voor (a,b—1),(a—1,b—1) en (a —1,b).
Te bewijzen: (a,b) = fogs — fo9a-
(a,0) - (a—1,b—1)=1+(a—1,b)(a,b—1)

Ofwel:
(a,0) - (fa—196—1 — fo—19a—1) = 1+ (fa—196 — foga—1)(fagp—1fo—-19a)

=14 fagofa—190—1 + foGafo—19a—1 — fafoGa—196—1 — GaGbfa—1fo—1

Met behulp van de unimodulaire regel:
9agbfa-1fo-1 = (1+faga—1) A+ fogo-1) = 1+ faga—1+fogo-1+ fa foga—196-1

Dus:
(a,0) - (fa—19—1 — fo—19a—1) =
1+ fagvfa—190—1 + fogafo-19a—1 — 2 fafoGa—196-1 —1 = faGa—1 — fogo—1

= fa(gbfa—19v—1—Ga—1—fvGa—196—1)+ fo(9a fo—19a—1—gp—1— faGa—19p—1)
= fa(9vfa—196—1—Ga—1-(1+ fogo—1)) + fo(9a fo—19a—1—go—1- (1 + faga—1))
Nogmaals de unimodulaire regel toepassen geeft:

(ayb) - (fa—19b—1 — fo—19a—1) =
falgvfa—196-1 — ga—1fogv-1) + fo(gaSfo—19a—1 — Go—1faGa—1)

Dus:
(a,b) = fagb — fv9a
O
Stelling 1 impliceert dat (z,y) = —(y, ), hetgeen een natuurlijke manier is
om het strookpatroon ook verticaal uit te breiden.
Ook zien we dat (x,y) = —(x,y + n). Hieruit volgt dat (z,y) = —(y,x) =

(y,x+n)=—(z+ny) = (z+ny+n).
De relatie (z,y) = (z + n,y + n) bewijst de n-periodiciteit van strookpatronen
met breedte m =n — 3.



De relatie (z,y) = (y, 2 + n) bewijst echter een sterkere eigenschap, de glijsym-
metrie. Figuur 2 uit [MG15] illustreert deze symmetrie. De driehoek wordt om
een horizontale as gespiegeld en getransleerd om het strookpatroon te vormen.

Stelling 2. Strookpatronen zijn glijsymmetrisch rond een horizontale as. In het
bijzonder is een strookpatroon van breedte m periodiek met periode n = m + 3.

Figuur 2: Glijsymmetrie

4.2 Polynomen in q;

Uit stelling 1 volgt ook dat (a,b)(c,d) + (a,c)(d,b) + (a,d)(b,c) = 0. Hiermee
leiden we een formule voor (r,s) afhankelijk van a; af, waarbij de indices a;
cyclisch modulo n worden genomen.

(r,s)(s—2,s—1)4+(r,s—2)(s—1,8) + (r,s —1)(s,s—2) =0
Merk op dat (r,s — 2) = as_1:
Stelling 3. (r,s) = as_1(r,s — 1) — (r,s — 2)
De volgende stelling volgt uit inductie:
Stelling 4. Voor relevante waarden van r en s, geldt

Ar41 1
1 Ar42 1
1 Ar43 1

1 Ag_2 1
1 Gs—1

We zien dat elke diagonaal f een strookpatroon definieert, maar een rij a; tot
an moet aan bepaalde voorwaarden voldoen om een strookpatroon van breedte
n — 3 te vormen. We gaan deze voorwaarden nu construeren.

Zij a; gegeven voor i € {0,..,n —4}. We zullen zien dat de resterende drie
waardes voor a,_3, a,_2,0,—1 geconstrueerd kunnen worden zodat het strook-
patroon gesloten is met een breedte van m =n — 3.



Bewijs. Met behulp van stelling 4 kunnen we nu a,,_3 zo kiezen dat (—1,n—2) =
1:

Qg 1
1 al 1
1 as 1
(-1,n—2)=1=
1 QAp—4 1
1 QAn—3

Deze methode herhalen we met (0,7 — 1),(1,n) om ap_2,an,—1 te vinden. Op
deze manier hebben we de sluitende rij met eenen gevormd. Merk op dat er, na
de rij met eenen, altijd een rij met nullen geschreven kan worden. O

Stelling 5. De reeks a;,i € {0,...,n — 1} definieert een strookpatroon dan en
slechts dan als

a; 1
1 a1 1
1 a2 1

1 Aj4n—4 1

1 Gign—3

voor i € {0,1,2}.

Definitie 6. Zij (a;);) een rij met n getallen. We noemen het strookpatroon
van orde n dat ontstaat door de rij a te schrijven onder de rij eenen F(a).



4.3 Enkele andere eigenschappen

Definitie 7. Een Laurent polynoom is een functie die geschreven kan worden
als een lineare combinatie van positieve en negatieve machten van de variabele.

Laurent polynomen verschillen ten opzichte van reguliere polynomen in het
feit dat ze negatieve machten kunnen bevatten.

Stelling 8. De waardes in een strookpatroon zijn Laurent polynomen in de
waardes in een diagonaal, met gehele coéfficienten.

Bewijs. Zij (x;); een gegeven diagonaal. Met behulp van stelling 3 vinden we
a; = =271 Met behulp van stelling 4 drukken we (7, s) uit in een polynoom
in de waardes (a;);. O

De volgende stelling heb ik zelf bewezen.
Stelling 9. FElk strookpatroon zonder nulwaardes is tam.

In deze sectie hebben we aangenomen dat de strookpatronen geen nulwaardes
hebben. Zie sectie 2 voor de definitie van een tam strookpatroon.

Bewijs. Voor strookpatronen zonder nulwaardes zijn we tot stelling 3 gekomen.
Beschouw nu de drie rijen (a,b,¢), (d, e, f), (g, h,4) in de matrix

a b ¢
M=|d e f
g h 1
a g
Als gevolg van stelling 3 vinden we | b | + | h | =a; | e | voor een zekere i.
c i f
Het volgt dat de rijen niet linear onafhankelijk zijn.
a b c
Dit betekent dat de determinant |d e f| =0. O
g h 1



5 Strookpatronen van natuurlijke getallen

In deze sectie kijken we naar tamme strookpatronen met enkel natuurlijke waar-
des. Dit betekent dat, op de triviale rijen na, de strookpatronen geen nullen
bevatten. Uit stelling 4 volgt de volgende stelling:

Stelling 10. Wanneer alle waardes a; op de eerste rij natuurligk zijn, bestaat
het hele strookpatroon uit natuurlijke getallen.

Stelling 11. Als een strookpatroon een diagonaal bevat die uitsluitend uit eenen
bestaat, zign alle waardes in het strookpatroon natuurligke getallen.

Bewijs. Deze stelling volgt uit stelling 8. O

Stelling 12. Als een strookpatroon een diagonaal x bevat zodat x;|x;—1+x;+1 V1 <
1 < m, dan bestaat het strookpatroon uit alleen natuurlijke getallen. Andersom
geldt deze relatie voor elke diagonaal, als een strookpatroon wit alleen natuurligke
getallen bestaat.

(rit1)

Bewijs. Uit stelling 3 volgt dat a; = %Vr. Alle a; zijn geheel, dan en

slechts dan als de relatie geldt op een diagonaal. De stelling volgt uit stelling
10. O

Stelling 13. Wanneer alle waardes a; op de eerste rij natuurlijke getallen zijn,
s er minstens één a; gelijk aan 1.

Bewijs. Stel dat alle waardes a; groter of gelijk aan twee zijn. We beschouwen
de diagonaal (f;); = {0,1,a0,...}. Met stelling 3 kunnen we de rest van deze
rij uitrekenen: f; = a;_1fi—1 — fi_2. We zien dat voor elke i > 3, f; > 3. Dit
leidt tot een tegenspraak, omdat f,+1 = 1 vanwege de sluitende rij eenen. [

Merk op dat als a; = 1, volgt ofwel a;—1 # 1 # a;41, ofwel a; =1 Vj.

5.1 Opdelen van veelhoeken in driehoeken

In deze sectie volgen we het bewijs van [CC73b] en [CC73a]. We zullen een
n-hoek ook beschrijven als de lijst van punten {P, ..., P,_1}.

Stelling 14. Er bestaat een bijectie tussen strookpatronen van natuurlijke ge-
tallen van orde n en breedte m = n — 3, en opdelingen van een convexre n-hoek
{Po,..., Pn_1} in drichoeken. Als (a;); de n getallen zijn op de eerste rij na de
rij met eenen, s a; het aantal driehoeken dat grenst aan punt P;.

Om deze stelling te bewijzen, hebben we de volgende stelling nodig;:

Stelling 15. Zij F(a) een strookpatroon van orde n, dan is F(b) een strookpa-
troon van orde n+1 waarbij b gegeven wordt door de twee opeenvolgende waardes
{aj,a;41} te vervangen door de drie waardes {a; +1,1,a;41 + 1}.

10



Bewijs. Beschouw een diagonaal in F'(a). Met behulp van stelling 3 zien we dat
er in deze diagonaal de sequentie {4, B,C, D} voorkomt zodat a; = A%C en
Ajp1 = %. Als we dit deel van de diagonaal veranderen in { A, B, B+C, C, D}
en een nieuw strookpatroon genereren van deze diagonaal, zal deze orde n + 1
hebben. Verder zien we dat de rij (a;); nu op de veranderde plek de volgende

waardes bevat: {4840 = ¢, 41, gig =188 — g, + 1} O

Omdat er in de eerste rij onder de rij met eenen altijd minstens een één
is (zie stelling 13), en deze altijd buren heeft die groter zijn dan 1, kan een
strookpatroon van orde n > 3 altijd worden verkleind naar een strookpatroon
van orde n — 1 door de inverse van bovenstaande stelling toe te passen. Met
andere woorden, elk strookpatroon van orde n > 1 is te krijgen door Stelling 15
toe te passen op een strookpatroon van orde n — 1.

Beschouw de opdeling van een veelhoek {Py, ..., P,} in driehoeken door een
aantal niet-kruisende diagonalen tussen twee hoeken te tekenen. Ook geven we
elke hoek P; een waarde gelijk aan het aantal driehoeken waar de hoek aan
grenst. Merk op dat elke opdeling van een n-hoek kan worden uitgebreid naar
een opdeling van een n + 1-hoek door een driehoek aan de buitenkant toe te
voegen (zie een voorbeeld in figuur 3). Ook kan elke opdeling van een n > 3-
hoek worden beperkt naar een opdeling van een n — 1-hoek door een hoekpunt
met precies twee zijdes weg te halen.

1 1

Figuur 3: Een 7-hoek en een 8-hoek, opgedeeld in driehoeken.

We kunnen stelling 14 nu bewijzen.

Bewijs. We gebruiken inductie. We zien in figuur 4 en figuur 5 dat stelling 14

geldt voor n = 4. Het strookpatroon geeft de sequentie {...,1,2,1,2,...}. In

de opgedeelde vierhoek hebben de hoeken Noord-West en Zuid-Oost een aan-

grenzende driehoek, en de hoeken Noord-Oost en Zuid-West twee aangrenzende

driehoeken. Het geval n = 3 met een strookpatroon van breedte 0 is triviaal.
De inductiestap:

Stel stelling 14 geldt voor n = z.

e Zij een strookpatroon van orde x 4+ 1 (breedte x — 2) gegeven. Volgens
stelling 15 volgt dit strookpatroon uit het uitvoeren van de daarinbeschre-
ven operatie op een strookpatroon van orde x. Als op deze manier tussen

11



Figuur 4: Het strookpatroon van breedte 1

1 2

Figuur 5: De opdeling in driehoeken van een vierhoek

a; en a; + 1 een 1 wordt toegevoegd, kunnen we een bijpassende opdeling
van een x + 1-hoek vinden door van de lijn tussen hoeken P; en P;y; een
driehoek te maken, als in figuur 3. Dit voegt een nieuw hoekpunt toe
met waarde 1, en hoeken P; en P;;; grenzen nu aan een extra driehoek.
Dit komt overeen met de verandering aan de rij (a;);- De injectie van
strookpatroon naar opdeling van x + 1-hoek is nu bewezen.

e Zij een opgedeelde x 4 1-hoek gegeven. Deze heeft minstens één hoekpunt
dat aan precies één driehoek grenst. Door dit hoekpunt weg te halen,
krijgen we een opgedeelde x-hoek. Volgens de inductiehypothese komt
deze overeen met een strookpatroon van orde x. Door op dit strookpatroon
de techniek in stelling 15 toe te passen vinden we het strookpatroon dat
overeenkomt met de gegeven x 4 1-hoek. De injectie van opgedeelde = + 1-
hoek naar strookpatroon is nu ook bewezen, en daarmee is de bijectie
compleet.

O

5.2 Combinatorische interpretatie

In deze sectie zullen we kijken naar twee combinatorische interpretaties van
alle waardes in een strookpatroon aan de hand van de bijhorende opgedeelde
veelhoek.

Voor de duidelijkheid zal eerst enkele notatie worden herhaald met hun re-
latie tot elkaar. We beschouwen de combinatie van een strookpatroon en de
bijhorende opdeling van een veelhoek { Py, ..., P,—_1}. Deze punten zijn cyclisch
genummerd, dat wil zeggen P; grenst aan P;_; en P;;; met indices ¢ mod n.
Het strookpatroon wordt voorzien van het volgende cotrdinatenstelsel:

12



(0,0) (1,1) (2,2) (3,3) (4,4)
(0,1) (1,2) (2,3) (3,4) (4,5)
(7171) (072) (173) (234) (375)

(-1,n—1) (O,n) (Ln+1) @2n+2) (3,n+3)

Hierbij gelden de volgende relaties:
o (z,2)=(r,z+n)=0;
e (z,z+1)=(z,z+n—-1)=1;
e (z,04+2)=az41
e Het aantal driehoeken dat P; raakt is a;.
Stelling 16. Beschouw de volgende regel:
1. Kies een punt P; op een in driehoeken opgedeelde veelhoek.

2. Geef dit punt de waarde 0, en elk punt dat rechtstreeks is verbonden met
P; de waarde 1.

8. Voor elke driehoek die precies twee waardes s,t heeft, geef het derde punt
de waarde s +t.

Deze methode geeft een waarde aan elk punt. De waarde bij punt P; komt
overeen met (i,7) in het bijhorende strookpatroon.

Figuren 4 en 5 dienen ook hier als voorbeeld: afhankelijk van welk punt in
stap 1 wordt gekozen geeft de regel de diagonaal {0,1,2,1,0} of {0,1,1,1,0}.
Het strookpatroon bestaat uit de afwisseling van deze diagonalen.

Het volgende bewijs word in [CC73a] gegeven.

Bewijs. We bewijzen deze stelling met inductie. Het is met de hand eenvoudig
na te gaan voor het geval n = 3.

Stel nu dat de stelling geldt voor n. We kijken naar alle waardes in de diago-
naal (u, -) van het strookpatroon. Deze waardes zijn gelijk aan het toepassen van
bovenstaande regel met als beginpunt P,. Laat de punten P, en P,; respec-
tievelijk de waardes a en b hebben. Dit betekent dat (i,2) = a en (i, +1) = b.
We voegen nu een extra punt Ppjeu toe aan de veelhoek, verbonden aan P,
en P,.;. De waarde van P ey wordt volgens bovenstaande regel a + b. Het
strookpatroon van orde n 4+ 1 dat bij de nieuwe veelhoek hoort zal op deze dia-
gonaal, tussen de waardes a en b, ook de waarde a + b bevatten, zoals we in het
bewijs van stelling 15 hebben gezien. O

13



Merk op dat deze stelling in het bijzonder betekent dat (¢,j) = 1 dan en
slechts dan als P; rechtstreeks verbonden is met P;.

In [MG15][4.2.(1)] wordt ook verwezen naar de ”lengte” van de diagonaal
met recursief gebruik van de stelling van Ptolemaeus, waarbij de gegeven zijdes
en diagonalen lengte 1 hebben:

|AD|-|BC| = |AB| - |CD| + |AC| - |BD)|

Het is eenvoudig om na te gaan dat dit equivalent is aan stelling 16.

Het gebruik van de term ”lengte” is hier misleidend, omdat deze stelling alleen
geldt op een koordevierhoek. Deze ”lengte” zal ook niet voldoen aan bijvoor-
beeld de driehoeksongelijkheid: het is mogelijk dat |[AB| + |BC| < |AC.

De volgende stelling is mijn interpretatie van 4.2.(3) in [MG15]. Daar wordt
geen bewijs gegeven.

Stelling 17. Zij een strookpatroon van orde n en de bijhorende opdeling in
driehoeken van een n-hoek gegeven. De waarde (i,7) in het strookpatroon is
geligk aan het aantal manieren om de n — 2 driehoeken elk aan een uniek punt
P, | © # 4, toe te kennen, 20 dat elke driehoek een punt krijgt waar het aan
grenst.

In zekere zin is deze stelling equivalent aan stelling 16, en mijn bewijs is ook
geinspireerd op bovenstaand bewijs van stelling 16.

Bewijs. We gebruiken inductie. Ga zelf na dat stelling 17 geldt voor n = 3.
Stel dat stelling 17 geldt voor n. Zij een opgedeelde n-hoek gegeven. We ge-
ven elk punt een waarde op de manier van stelling 16, waar P; = 0. Uit de
inductiehypothese volgt dat de waarde op punt P; overeenkomt met het aantal
toekenningen van driehoeken aan de punten P, | x # 4,j. Laat de waardes bij
P, en P, respectievelijk a, b zijn. We voegen nu een punt P;eqqw toe, verbon-
den aan P, en P,y;.

We zijn nu geinteresseerd in het aantal mogelijke toekenningen van alle n — 1
driehoeken aan de n — 1 punten P, | u # i, nieuw, z6 dat elke drichoek precies
één punt krijgt en dat punt grenst aan de driehoek.

We zien dat de nieuwe driechoek A = P, P, 11 Ppicuw slechts twee opties heeft: P,
of P,4+1. Er zijn a manieren om de rest van de driehoeken te verdelen wanneer
A aan P, wordt toegekend, en er zijn b manieren om de rest van de drichoeken
te verdelen wanneer A aan P,y; wordt toegekend. Dit geeft in totaal a + b
manieren. De rest van het bewijs volgt als het einde van het bewijs van stelling
16. O
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6 Conclusie

Het doel van deze scriptie was om de bewijzen in [MG15] uit te werken. Gaan-
derweg zijn er meer bronnen bij gekomen. Er is een introductie in de theorie van
strookpatronen gegeven, met instructieve bewijzen voor de belangrijkste stel-
lingen: de symmetrie en perodiciteit van strookpatronen; de expliciete formules
voor waardes in een strookpatroon als functie van de eerste rij of een gegeven
diagonaal; en een noodzakelijke en voldoende voorwaarde voor de eerste rij van
een strookpatroon. Qok is er, als voorbeeld voor het verband tussen strookpa-
tronen en andere gebieden in de wiskunde, gekeken naar enkele combinatorische
interpretaties van strookpatronen met enkel natuurlijke getallen.

7 Discussie

De hoofdbron van deze scriptie is [MG15]. Zoals in sectie 5.2 is genoemd, wordt
in [MG15] in sectie 4.2 verwezen naar de stelling van Ptolemaeus. Het gebruik
van deze stelling in de gegeven context is een equivalente, maar omslachtigere,
manier om de regel in stelling 16 uit te rekenen. In [MG15] wordt hier [CC73b)
voor geciteerd. Dit is naar mijn mening een onhandige toepassing, want in
[CC73b] wordt de stelling van Ptolemaeus alleen gebruikt om strookpatronen
met constante rijen te construeren, aan de hand van regelmatige veelhoeken.
Desalniettemin is dit wel een correcte bewering.

De meest voor de hand liggende richting om dieper in strookpatronen te duiken
is de generalisatie naar SLj ;1 strookpatronen. Een SLjy.q strookpatroon komt
overeen met de definitie gegeven in sectie 2, behalve de unimodulaire regel. Waar
een 'normaal’ strookpatroon de eis geeft dat elke 2 x 2 submatrix determinant
1 heeft, heeft een SLj,1 strookpatroon de eis dat elke k + 1 x k + 1 submatrix
determinant 1 heeft. De in deze scriptie behandelde strookpatronen zijn SLg
strookpatronen. De voorwaarde voor tamheid in een SLj,; strookpatroon is
dat elke k + 2 x k + 2 submatrix determinant 0 heeft.
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