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Abstract

Uit observaties is gebleken dat veel duiven verdwalen tijdens inversieomstan-
digheden, omdat ze tijdens hun vlucht de zon op een schijnbaar andere positie
zien dan zijn werkelijke positie. In dit onderzoek ontwikkelen we een model
waarmee we het pad van lichtstralen kunnen berekenen, om zo te onderzoeken
of een inversielaag in de atmosfeer het licht sterker breekt dan in een atmosfeer
zonder inversie, de standaardatmosfeer. Dit doen we door een gediscretiseerde
versie van de formule voor het pad van een lichtstraal gëıtereerd uit te voeren.
Hierin wordt gebruikt gemaakt van de invalshoek van een lichtstraal, een aantal
atmosferische grootheden gerelateerd aan de ideale gaswet en de brekingsindex
in de atmosfeer.

Uit de modelresultaten blijkt dat het licht in zowel een standaard-als inversieat-
mosfeer wordt afgebroken. In een atmosfeer met een inversielaag is de afbuiging
van het licht sterker dan in een standaardatmosfeer. Dit komt echter pas dui-
delijk tot uiting als het licht invalt met een hoek groter dan 88 graden.
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1 Inleiding

Uit observaties van de Duivenvereniging is gebleken dat er veel postduiven ver-
dwalen tijdens inversieweer, al dan niet gecombineerd met mist en laaghangende
bewolking. Het natuurlijke zonnekompas is een belangrijk instrument voor dui-
ven waarmee ze zich navigeren naar hun bestemming. Aan de positie van de
zon aan de hemel kunnen duiven bepalen waar ze zich bevinden en hoe ze hun
route moeten aanpassen. In een inversie lijkt dit zonnekompas echter niet zo
goed te functioneren. Schijnbaar doet een inversie iets met het invallende licht
waardoor de zon op een andere positie is dan dat wij (en duiven) waarnemen.
Dat we de zon op een schijnbaar andere positie zien, is een bekend fenomeen;
tijdens de zonsondergang is de zon duidelijk boven de horizon te zien, terwijl
hij toch echt op dat moment al onder de horizon gezakt is!

Figuur 1: Het lijkt niet zo, maar de zon is al onder de horizon gezakt in werke-
lijkheid.

In deze thesis onderzoeken we of een inversielaag in de atmosfeer in staat is om
een lichtstraal, afkomstig van de zon, zodanig af te buigen dat de zon op een
schijnbare andere positie staat dan dat hij werkelijk is. Dit wordt onderzocht
met behulp van een model. Dit model berekent de positie van een lichtstraal
op een bepaalde hoogte. Het pad van een lichtstraal wordt vastgelegd als een
functie van de invalshoek van de lichtstraal, verschillende atmosferische con-
dities (temperatuur, druk, dichtheid), de brekingsindex, en bepaald voor een
atmosfeer met een constante brekingsindex, voor een gëıdealiseerde standaard-
atmosfeer en een atmosfeer met inversie.

Uit de resultaten blijkt dat een inversielaag voor een sterkere afbreking zorgt
dan in een standaardatmosfeer. Hoe sterk is afhankelijk van de invalshoek van
het zonlicht. Voor invalshoeken kleiner dan 88 graden is de afbreking zwak, voor
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hoeken tussen 88 en 90 graden wordt de afbreking steeds sterker.

De rest van deze thesis is als volgt ingedeeld: in sectie 2 behandelen we de theorie
die nodig is voor het model, in sectie 3 volgt een uitgebreide beschrijving van de
werking van het model. In sectie 4 beschouwen we de modelresultaten, in sectie
5 volgt een discussie aangaande de modelresultaten en in sectie 6 de conclusie.
Tenslotte in sectie 7 de gebruikte referenties en in sectie 8 twee bijlagen met een
afleiding van een belangrijke formule en de code van het model.
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2 Theorie

In deze sectie behandelen we de theorie die nodig is voor het model. Het eerste
gedeelte gaat over de klassieke optica, in het tweede gedeelte behandelen we
theorie over de atmosfeer en inversies en het laatste gedeelte gaat over optica in
de atmosfeer.

2.1 Klassieke geometrische optica

2.1.1 Afbreking van licht

Wanneer een lichtstraal van het ene medium naar het andere reist, dan wordt
het afgebroken of volledig gereflecteerd, afhankelijk van de invalshoek. Hoe sterk
het licht afgebroken wordt hangt af van de brekingsindex van een medium:

n =
c

v
, (1)

met c de lichtsnelheid in vacum en v de lichtsnelheid in een medium. De bre-
kingsindex is dus een materiaaleigenschap. Volgens het principe van Fermat
neemt een lichtstraal het pad wat de kortste reistijd heeft. Dit is het geval voor
rechte lijnen. Een lichtstraal is dus een rechte lijn. De relatie tussen de hoek
van de invallende lichtstraal en de hoek van de uittredende lichtstraal in een
mediumovergang wordt gegeven door Wet van Snellius (zie figuur 2):

sinα1

sinα2
=
n2
n1
. (2)

Figuur 2: Principe van Fermat en Wet van Snellius in de praktijk: breking en
reflectie van licht

6



De grenshoek, waarbij de uittredende lichtstraal parallel loopt aan het schei-
dingsvlak, is dan gedefinieërd door:

αg = arcsin
n2
n1
. (3)

Als de invalshoek kleiner is dan de grenshoek, treedt er breking van licht op.
Voor grotere invalshoeken treedt er reflectie op.

2.1.2 Geometrische optica voor een ronde Aarde

De aarde, met bijbehorende atmosfeer, kan beschouwd worden als verschillende
media met variërende brekingsindices. Voor de formules (4) t/m (6) volgen we
referentie [3].

Voor een rotatiesymmetrische ronde Aarde is de Wet van Snellius voor twee
media als volgt gegeven:

n1r1 sinα1 = n2r2 sinα2, (4)

met r de radiële afstand tussen het middelpunt van de Aarde en de scheidings-
vlakken van de media. Beschouwen we een Aarde met j aantal media, dan
verandert vergelijking (4) in:

njrj sinαj = nj+1rj+1 sinαj+1. (5)

Figuur 3: Het pad van een lichtstraal voor een ronde Aarde. [4]

Beschouwen we de continue limiet, dat wil zeggen dat de brekingsindex n nu
een continue functie is als functie van r, dan blijkt dat er een behoudswet geldt:

C = rn(r) sinα, (6)
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met C een behouden grootheid. Voor elke atmosfeerlaag blijft C dus constant.
Voor de hoeken α geldt dus:

α = arcsin(
C

rn(r)
). (7)

In de poolcoördinatenrepresentatie geldt nu voor de voerstraal r en de polaire
hoek ψ:

sinψ =
sinα(−r cosα±

√
r2 cos2 α+ ∆r(2r + ∆r))

r + ∆r
, (8)

met ∆r een discreet hoogtestapje (zeg 100 m). Voor een afleiding, zie de ap-
pendix. De verandering in de polaire hoek, ∆ψ, wordt dan dus gegeven door:

∆ψ = arcsin(
sinα(−r cosα±

√
r2 cos2 α+ ∆r(2r + ∆r))

r + ∆r
). (9)

Met vergelijking (9) kan het pad van de lichtstraal worden vastgelegd. Zie figuur
4 voor een schematische voorstelling.

Figuur 4: Schematische voorstelling van vergelijking (9) met de verhoudingen
tussen de invalshoek α, de polaire hoek ψ en de voerstraal r.
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2.2 De atmosfeer

2.2.1 Standaardatmosfeer

De aardse atmosfeer is een luchtkolom die verdeeld is over meerdere lagen. De
onderste laag, de troposfeer, is boven Nederland pakweg 10 kilometer dik. In de
troposfeer neemt de temperatuur af naarmate je hoger komt. De laag erboven is
de stratosfeer en heeft een dikte van zo’n 40 kilometer. In de stratosfeer neemt
de temperatuur met de hoogte toe. De daarop volgende laag is de mesosfeer
waarin de temperatuur weer afneemt met de hoogte. Deze laag is ongeveer 30
kilometer dik. Tenslotte is er nog de buitenste atmosfeerlaag, de thermosfeer,
waarin de temperatuur weer stijgt met de hoogte.

In 1976 heeft de ISO (International Organization for Standardization) een model
voorgesteld voor een standaardatmosfeer [5]. Het document bevat tabellen met
berekende waarden voor druk, temperatuur etc. Uitgangspunten hiervan zijn
dat de lucht in de atmosfeer voldoet aan de ideale gaswet en de hydrostatische
balans:

P = ρRT (10)

dP

dz
= −ρg. (11)

Hierin is P de druk, R de specifieke gasconstante voor lucht, T de temperatuur,
ρ de dichtheid, z de verticale hoogte en g de valversnelling. De dichtheid in
vergelijking (11) invullen in vergelijking (10) geeft een differentiaalvergelijking
met als oplossing voor de druk:

P = P0e
− gz

RT (12)

met P0, de luchtdruk op zeeniveau, bepaald door de randvoorwaarde P(0) = P0.

De temperatuur als functie van de hoogte in de standaardatmosfeer heeft een
lineair karakter:

T = T0 − Lz (13)

L is hierin de lapse rate, m.a.w. met hoeveel de temperatuur toe- dan wel af-
neemt per meter. Volgens het ISO standaardmodel is de gemiddelde lapse rate
in de troposfeer 6.5 Kelvin per kilometer, dus L = 0.0065 K/m voor z ≤ 10 km.

De dichtheid van de lucht (bij een constante temperatuur) wordt tenslotte ge-
geven door de ideale gaswet:

ρ =
P

RT
=

P0e
− gz

RT

R(T0 − Lz)
. (14)

Een plot van de standaardatmosfeer volgens het US model is gegeven in figuur
5.
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Figuur 5: De temperatuur (rood) en de (natuurlijke logaritme van) de druk
(geel) in een standaardatmosfeer [6] .

2.2.2 Inversie

In een standaardatmosfeer vindt er menging van lucht plaats, dat wil zeggen
dat er een stroming is tussen warme en koude luchtlagen. Het is in bepaalde
situaties mogelijk dat de stroming wegvalt en er een laag warme lucht op een
laag koude lucht ligt. Dit is een (temperatuur)inversie.

Dit kan onder andere plaatsvinden tijdens een heldere nacht. De temperatuur
aan het aardoppervlak neemt sneller af dan de temperatuur in de luchtlaag er-
boven, waardoor die warmere luchtlaag als een deken op de koude lucht eronder
ligt. Dit heet een stralingsinversie.[7] Een ander soort inversie is de subsidentie-
inversie. Dit is een inversie die ontstaat door een hogedrukgebied. Rondom
een hogedrukgebied daalt de lucht tot een bepaalde hoogte waardoor deze lucht
opwarmt volgens de ideale gaswet. Het gevolg is een warme laag lucht in de
atmosfeer, ingesloten tussen twee koude luchtlagen.[7]
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In een inversie verandert het temperatuurprofiel in de atmosfeer. In een inversie-
laag neemt de temperatuur toe met de hoogte, waarna buiten de inversielaag de
temperatuur zich weer gedraagt als in een standaardatmosfeer. In onderstaande
figuur is een typisch temperatuurprofiel tijdens een inversie te zien.

Figuur 6: Het temperatuurverloop (rood) in een atmosfeer met inversie. Op de
horizontale as staat de temperatuur, op de verticale as de hoogte.[8]

Het temperatuurverloop in een atmosfeer met een inversie is te modelleren door
een exponentile term toe te voegen aan de formule voor het temperatuurverloop
in een standaardatmosfeer:

T = T0 − L′z +A
e

z−h
d

e
z−h
d + e−

z−h
d

, (15)

met L’ de lapse rate van de inversie, A de amplitude (het temperatuurverschil),
h het midden van de inversie en d ongeveer een kwart van de dikte. Een plot
van een inversie volgens bovenstaande formule is in figuur 7 weergegeven.
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Figuur 7: Het temperatuurverloop in een inversieatmosfeer volgens vergelijking
(15). De waarden van de constanten voor deze plot zijn A = 12, L’ = 0.0065, h
= 400, d= 48 en T0 = 10.

2.3 Een lichtstraal in de atmosfeer

2.3.1 De brekingsindex in de atmosfeer

Een standaardatmosfeer bestaat uit luchtlagen die elk een eigen temperatuur,
druk en dichtheid hebben. In deze luchtlagen vindt er lichtafbreking plaats. De
luchtlagen hebben nu dus ook een brekingsindex; de brekingsindex variert dus
met de hoogte. Op zeeniveau heeft de brekingsindex een waarde van ongeveer
1,00029 en deze waarde convergeert naar 1 met de hoogte. De Gladstone-Dale
relatie geeft de brekingsindex weer als functie van de dichtheid:

n = 1 +Kρ. (16)

Hierin is K de materiaalafhankelijke Gladstone-Daleconstante. Deze bedraagt
ongeveer 0.00023 m3/kg voor lucht en is een gewogen gemiddelde van de Gladstone-
Daleconstantes van verschillende componenten van lucht.[10]

2.3.2 Het pad van licht in de standaardatmosfeer

Dit alles houdt in dat het pad van een lichtstraal nu afhankelijk is van de
dichtheid van het medium, en dus ook de temperatuur en luchtdruk. De hoek α
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is immers afhankelijk van de brekingsindex volgens de behoudswet. Het gevolg
is dat een lichtstraal zal gaan ’buigen’ in de atmosfeer (het principe van Fermat
geldt echter nog steeds!)
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3 Het model

Het model is geschreven in de programmeertaal C#, in de ontwikkelomgeving
Microsoft Visual Studio 2015. De code is bijgevoegd in de appendix 8.2

In de Main-methode geven we de initiële waarden opgeven voor de invalshoek
α, de stapgrootte dr, de starthoogte en de stophoogte. Deze waarden vormen
de basis voor de rest van de berekeningen.

Het uitgangspunt is dat het model bij een discreet hoogtestapje, dr, uitrekent
wat de bijbehorende verandering in de poolhoek dψ, wat de nieuwe poolhoek
ψ is en wat de nieuwe voerstraal r is. Deze berekeningen worden daarna her-
haald voor het volgend hoogtestapje; het is dus een iteratief proces. De me-
thode DphiEachDr berekent de verandering in de hoek ψ, het is de discrete
versie van vergelijking (9). In de DoCalculations methode worden vervolgens
ψ en r geüpdated en worden de berekeningen gëıtereerd. Het model rekent
door tot een hoogte rmax, nu gezet op 20.000 m. De hoogtestapjes dr zijn
ingesteld op 10 m. Naast de (r,ψ)-coördinaten rekent het model ook de bij-
behorende (x,y)-coördinaten uit met de gebruikelijke coördinatentransformatie
tussen cartesische- en poolcoördinaten (x = r cosψ, y = r sinψ).

Ook worden de temperatuur, druk, dichtheid en brekingxindex berekend voor
elk nieuw hoogtestapje, met behulp van de bijbehorende vergelijkingen voor een
standaard- en inversieatmosfeer. Voor de temperatuur en dichtheid berekenen
we de gemiddelde waarden, dat wil zeggen, voor een hoogte r + dr/2. Na een
hoogte zetten we de temperatuur op een constante waarde om onrealistische
waarden te voorkomen. H is gezet op 10,250 m, ongeveer de hoogte van de
troposfeer. De lapse rate in de inversieatmosfeer is gezet op 0,0065 + A/H,
zodat zowel de standaardatmosfeer als de inversieatmosfeer na het bereiken van
hoogte H dezelfde temperatuur hebben. De inversie in dit model start op een
hoogte van zeg 300 m, heeft een dikte van ongeveer 200 m, en een temperatuur-
amplitude van 10 graden.

Om na te gaan of het model realistische resultaten geeft, controleren we een
aantal dingen. Allereerst verwachten we dat voor een atmosfeer in constante
brekingsindex, een lichtstraal onafgebroken blijft. Er mag dus geen buiging
plaatsvinden. Ten tweede moet bij een variërende brekingsindex de waarde op
zeeniveau ongeveer 1,00029 bedragen en voor r →∞ convergeren naar 1. Ten-
slotte verwachten we de dat de uiteindelijke werkelijke zonshoek voor r → ∞,
ook convergeert naar een bepaalde waarde. Uit geometrische argumenten is te
verwachten dat deze hoek een waarde zal hebben van α+ ψ.

De modeluitvoer is een tekstbestand met daarin kolommen met berekende waar-
den voor de temperatuur, luchtdruk, dichtheid, brekingsindex, de (r,ψ)-coördinaten,
de (x,y)-coördinaten en de uiteindelijke zonshoek op oneindige afstand r, α+ψ.
In het model is het nulpunt van r gezet op het middelpunt van de Aarde. Dat
houdt in dat r op het aardoppervlak op zeeniveau een waarde heeft van de straal
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van de Aarde, namelijk 6.371.000 meter. Voor een overzichtelijke grafische weer-
gave geven we de uitvoer voor r echter weer met het aardoppervlak als nulpunt,
dus r=0 meter op het aardoppervlak, wat inhoudt dat bij elke berekende waarde
voor r de straal van de Aarde aftrekken, r - r0. Deze correctie wordt ook voor
de y-coördinaat toegepast. Vervolgens kan met een dataverwerkingsprogramma
deze uitvoer worden verwerkt in grafieken. Voor de dataverwerking wordt Wol-
fram Mathematica 10.2 gebruikt.

4 Resultaten

4.1 Atmosferische condities

In onderstaande figuren zijn de plots te zien van de temperatuur, luchtdruk,
dichtheid en brekingsindex uitgezet tegen de hoogte (in meter).
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Figuur 8: Temperatuurverloop in standaard- en inversieatmosfeer
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Figuur 9: Luchtdrukverloop in standaard- en inversieatmosfeer

In figuur 8 zien we dat voor zowel de standaard-als inversieatmosfeer de tem-
peratuur na het bereiken van de hoogte H constant blijft, op 216,525 Kelvin.
In de inversieatmosfeer zien we de snelle temperatuurstijging tussen 300 en 500
meter, om vervolgens met een constante lapse rate weer af te nemen.

In figuur 9 is te zien dat de luchtdruk in zowel de standaard-als inversieatmos-
feer tamelijk snel convergeert naar 0 Pascal na het bereiken van de hoogte H.
Onderling is er weinig verschil te zien tussen de atmosferen; de luchtdruk bij de
inversieatmosfeer lijkt iets hoger te liggen dan bij de standaardatmosfeer. Dit
komt omdat de temperatuur in inversieatmosfeer in en boven de inversielaag
hoger is dan in de standaardatmosfeer. Uit vergelijking (12) volgt dan dat de
druk dus ook hoger is.
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Figuur 10: Dichtheidsverloop in standaard- en inversieatmosfeer
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Figuur 11: De brekingsindex in een standaard- en inversieatmosfeer

In figuur 10 is het effect van de inversie is voor de dichtheid duidelijk te zien.
In en vlak na de inversie is er een relatief groot verschil tussen de standaard-en
inversieatmosfeer, waarna de verschillen kleiner worden, om daarna te conver-
geren naar 0. Opvallend is dat voor een hoogte van ongeveer 6000 meter, de
dichtheid voor een inversie hoger is dan voor een standaardatmosfeer. Blijkbaar
ligt hier een break-evenpunt, waarbij zowel de druk als temperatuur zodanig zijn
dat de dichtheid groter is dan de dichtheid in de standaardatmosfeer, volgens
de ideale gaswet.

Ook in figuur 11 zijn de verschillen tussen de standaard-en inversieatmosfeer
duidelijk zichtbaar. De grafiek lijkt erg op de grafiek van de dichtheid. Dit is
te verwachten, omdat de brekingsindex volgens vergelijking (16) evenredig is
met de dichtheid. De door het model berekende waarde voor n op zeeniveau is
1,000283009129, wat voor grotere hoogte convergeert naar 1.
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4.2 Lichtstralen

Inbegrepen zijn plots van de werkelijke uiteindelijke zonshoek als r →∞ en het
pad van de lichtstraal in de (x,y)-representatie voor een atmosfeer met constante
brekingsindex, een standaardatmosfeer en atmosfeer met inversie. Dit is voor
de beginhoeken α = 80, α = 85, α = 88, α = 89, en α = 89, 9 graden.
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Figuur 12: Uiteindelijke zonshoek voor een invalshoek van 80 graden

Figuur 13: Pad van lichtstraal voor invalshoek van 80 graden

In figuur 12 is te zien dat de totale zonshoek convergeert naar een waarde van
iets boven de 80 graden, wat ook de verwachting is. Er is nauwelijks onderscheid
tussen de standaard- en inversieatmosfeer te zien. In figuur 13 is te zien dat voor
een constante brekingsindex de lichtstraal een rechte lijn is, wat ook de verwach-
ting was. Voor zowel de standaard-als inversieatmosfeer lijken de lichtstralen
recht te zijn en bovendien weinig af te wijken van de constante lichtstraal.
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Figuur 14: Zonshoek voor een invalshoek van 85 graden

Figuur 15: Pad van lichtstraal voor een invalshoek van 85 graden

Voor een invalshoek van 85 graden vertoont de uiteindelijke zonshoek voor beide
atmosferen een iets groter verschil vergeleken met de constante brekingsindex.
Die verschillen zijn ook duidelijker zichtbaar in figuur 15. De lichtstralen voor
beide atmosferen zijn echter nog steeds ononderscheidbaar.
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Figuur 16: Zonshoek voor een invalshoek van 88 graden

Figuur 17: Pad van lichtstraal voor een invalshoek van 88 graden

Voor een invalshoek van 88 graden verschijnt er een zichtbaar onderling verschil
tussen een standaard-en inversieatmosfeer in de grafiek van de uiteindelijke zons-
hoek. Ook lopen beide steeds verder uit op die van de constante brekingsindex.
Dit geldt ook voor de grafieken van de lichtstralen in figuur 17, waarbij de on-
derlinge verschillen tussen de atmosferen te klein zijn om een zichtbaar verschil
te zien.
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Figuur 18: Zonshoek voor een invalshoek van 89 graden

Figuur 19: Pad van lichtstraal voor een invalshoek van 89 graden

Voor een invalshoek van 89 graden beginnen de verschillen tussen zowel een
standaard-als inversieatmosfeer duidelijk te worden in beide grafieken. De licht-
straal in een inversie lijkt hier sterker af te worden gebroken dan in een stan-
daardatmosfeer. Ook is te zien dat de lichtstralen een kromming vertonen.
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Figuur 20: Zonshoek voor een invalshoek van 89,9 graden

Figuur 21: Pad van lichtstraal voor een zonshoek van 89,9 graden

Voor een invalshoek van 89,9 graden is de afbuiging zeer sterk voor beide at-
mosferen, waarbij de onderlinge verschillen duidelijk zichtbaar zijn. Voor een
inversieatmosfeer is de afbuiging nog sterker.
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Tenslotte nog een plot van de invalshoek uitgezet tegen de uiteindelijke werke-
lijke hoek:

Figuur 22: De starthoek versus de uiteindelijke hoek voor invalshoeken van 80
tot en met 89,9 graden

In figuur 22 is te zien dat voor grotere initile invalshoeken, de afstand tussen
de schijnbare en werkelijke positie van de zon steeds groter wordt. Voor hoeken
groter dan 88 graden is voor de inversieatmosfeer de afstand tussen schijnbare
en werkelijke hoek net iets groter dan voor de standaardatmosfeer.

De rechte lichtstraal bij constante brekingsindex, de waarden voor de dichtheid
en de waarden voor de uiteindelijke zonshoek komen goed overeen met de ver-
wachte waarden (de dichtheid op zeeniveau vertoont een kleine afwijking). Het
is daarom zeer aannemelijk dat het model goed werkt.
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5 Discussie

De brekingsindex op zeeniveau heeft volgens het model een waarde van afgerond
1,000283, waar 1,00029 de literatuurwaarde is. Een reden voor deze afwijking
kan zijn dat dat er verschillende literatuurwaarden zijn van de specifieke gas-
constante. De gasconstante gebruikt in het model heeft een waarde van 287,058
J/kg/K, terwijl ook 286,9 J/kg/K een genoteerde waarde is.[11]

Verder zijn de Gladstone-Daleconstante die we hebben gebruikt afhankelijk van
de golflengte van het licht. Over grofweg het visuele spectrum (350-800 nm)
varieërt K van 0,0002330 m3/kg tot 0,0002239 m3/kg [10]. Ook gelden deze
waarden voor een temperatuur van 288 Kelvin. De waarde voor K in het mo-
del, ingesteld op 0,00023, kan een te onnauwkeurig gemiddelde zijn.

Ook is de Gladstone-Dalerelatie een tamelijk eenvoudige weergave voor de bre-
kingsindex. Er zijn nauwkeuriger formules voor de brekingsindex die ook de
massafracties en partiële drukken van de verschillende componenten van lucht
in beschouwing nemen. Een voorbeeld is de door in 1996 Brussaard gepubli-
ceerde formule[12]:

N =
77, 6

T
(p+ 4810

e

T
), (17)

met N de brekingsindex, T de temperatuur in Kelvin, p de druk en e de water-
dampdruk, beide in hPa.

Bovenstaande punten kunnen leiden tot een betere schatting van de brekings-
index. De fout is echter behoorlijk klein. De inschatting is dat het gedrag van
de lichtstralen niet veel zal veranderen.

6 Conclusie

Uit de figuren blijkt dat naarmate de beginhoek α naar 90 graden gaat, de licht-
stralen voor zowel de standaard als inversie-atmosfeer steeds verder afwijken van
een constante lichtstraal. Voor hoeken kleiner dan 88 graden zijn er weinig ver-
schillen tussen een standaardatmosfeer en inversieatmosfeer, maar vanaf een
beginhoek vanaf 88 graden beginnen deze duidelijk uit elkaar te lopen. Ook de
totale hoek voor r →∞ begint steeds verder uit elkaar te lopen. Bij de hoeken
van 89 graden en met name 89,9 graden, is duidelijk te zien dat de lichtstralen
gaan afbuigen, in een inversie sterker dan in een standaardatmosfeer.

Afgaande op de resultaten kan geconcludeerd worden dat in zowel een standaard-
als inversieatmosfeer lichtstralen worden afgebogen, waardoor de zon op een
schijnbaar andere positie is dan zijn werkelijke positie. Naarmate de hoek steeds
rechter wordt, wordt de afbuiging ook sterker. Een inversielaag versterkt de af-
buiging.
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8 Appendices

8.1 Theoretische formule voor lichtstraal

Uit de stelling van Pythagoras volgt:

(r + ∆r)2 = (r + ∆x)2 + ∆y2 (18)

r2 + 2r∆r + ∆r2 = r2 + 2r∆x+ ∆x2 + ∆y2 (19)

2r∆r + ∆r2 − 2r∆x−∆x2 −∆y2 = 0 (20)

Substitueer nu ∆x = ∆l cosα en ∆y = ∆l sinα :

2r∆r + ∆r2 − 2r cosα∆l − (∆l2 cos2 α+ ∆l2 sin2 α) = 0 (21)

2r∆r + ∆r2 − 2r cosα∆l −∆l2 = 0 (22)

∆l2 + 2r cosα∆l −∆r(2r + ∆r) = 0 (23)

Uit de ABC-formule volgt dan voor ∆l:

∆l =
−2r cosα±

√
4r2 cos2 α+ 4∆r(2r + ∆r)

2

= −r cosα±
√
r2 cos2 α+ ∆r(2r + ∆r). (24)

Met behulp van de goniometrische verhoudingen en invullen van vergelijking
(23) volgt nu tevens:

sinψ =
∆l sinα

r + ∆r

=
sinα(−r cosα±

√
r2 cos2 α+ ∆r(2r + ∆r))

r + ∆r
. (25)

Zie figuur 23 voor een schematische voorstelling van deze afleiding.
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Figuur 23: Uitgebreidere schematische voorstelling van vergelijking (9) en (25).
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8.2 Code model

using System;
using System.IO;
using System.Globalization;
using System.Threading;

class Program
{
static void Main(String[] args)
{
double rzero = 0;
// start elevation (above the ground)
double rmax = 200000; // elevation to stop calculation (measured from the
earth surface)
double alphaz = 89.9; // initial angle of light rays (degrees)
double dr = 10; // step in elevation above the ground/center of the earth (m)

Thread.CurrentThread.CurrentCulture = new CultureInfo(üs-US”);

String filepath = ”899inversion.txt”;
File.WriteAllText(filepath, String.Empty);
ReadFromFile(filepath);

DoCalculations(filepath, rzero, rmax, alphaz, dr);
}

public static double TemperatureStandard(double r)
{
double r0 = 6371000; // the radius of the earth
double z = r - r0; // height measured form earth’s surface
double H = 10250; // the heigth of the troposphere
double T0 = 283.15; // the temperature at the ground
double L = 0.0065; // the lapse rate in K/m
if (z 〈 H)
return T0 - (L * z);
else
return T0 - (L*H);
}

public static double TemperatureInversion(double r)
{
double r0 = 6371000;
double z = r - r0;
double T0 = 283.15; // the temperature at the ground
double A = 12; // the amplitude of the temperature
double H = 10250; // the height of the troposphere
double l = 0.0065; // the lapse rate
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double d = 48; // approx. 1/4 of the thickness of the inversion
double h = 400; // middle of the inversion
if (z 〈 H)
{
double lprime = l + A / H;
return T0 - (lprime * z) + (A * (Math.Exp((z - h) / d) / (Math.Exp((z - h) /
d) + Math.Exp(-(z - h) / d))));
}
else
return T0 - (l * H);
}

public static double dPressure(double dz, double T, double Pprevlevel )
{
double g = 9.81; // the gravitational acceleration
double R = 287.058; // the specific gas constant for air
return Pprevlevel * Math.Exp(-g*dz / (R * T));
}

public static double Density(double P,double T)
{
double R = 287.058;
return P / (R * T);
}

public static double Brekingsindex(double Rho)
{
double K = 0.00023; // the gladstone-dale constant
return 1 + (K* Rho);
}

public static double C(double r, double a, double rho)
{
return r * Brekingsindex(rho) * Math.Sin(a * Math.PI / 180);
}

public static double alphar(double r, double Cz, double rho) // Note Alphar is
in radians!
{
return Math.Asin(Cz / (r * Brekingsindex(rho)));
}

// please note: DphiEachDr is the change of Phi for a step dr, not the derivative
itself!
public static double DphiEachDr(double r, double Cz, double dr,double rho)
{
double rcai = r * Math.Cos(alphar(r, Cz, rho));
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return Math.Asin((-rcai + Math.Sqrt(rcai * rcai + dr * ((2* r) + dr))) *
Math.Sin(alphar(r, Cz, rho)) / (r + dr));
}

public static void ReadFromFile(string filepath)
{ StreamReader reader = new StreamReader(filepath);
while (!reader.EndOfStream)
{
Console.WriteLine(reader.ReadLine());
}
reader.Close();
}

public static void DoCalculations(string filepath, double rzero, double rmax,
double alphaz, double dr)
{
// local constants:
double ro = 6371000; // radius of the Earth

double phi = 0; // angle wrt center of earth
int nstep = (int)Math.Round((rmax - rzero) / dr); // number of vertical steps
double Cz;// value of constant C
double rh = ro + rzero; // starting r for this step & ending r at the end of the
step
double x;
double y;
// Additional diagnostic output
double nh; // n at intermediate elevation for this step
double ah; // ray angle for this step
double r2dgr = 180/ Math.PI; // conversion of radians to degrees

double p = 100000; // the pressure in Pa (at sea level)
double tint; // the temperature at an intermediate height step
double rhoint; // the density at an intermediate height step
double pint;// the pressure at an intermediate height step

Cz = C(rh, alphaz, Density(p, TemperatureInversion(rh)));

for (int i = 0; i ¡ nstep; i++)
{

tint = TemperatureInversion(rh +(dr/2));
pint = dPressure(dr / 2, tint, p);
rhoint = Density(p, tint);
p = dPressure(dr, tint, p);

phi += DphiEachDr(rh, Cz, dr, rhoint);
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// once we have updated phi, we can update r:
rh += dr;
x = (rh) * Math.Sin(phi);
y = (rh) * Math.Cos(phi);

// for diagnostic, one could add (otherwise keep commented out)
nh = Brekingsindex(rhoint);
ah = alphar(rh, Cz,rhoint) * r2dgr;

WritetoFile(filepath, rh, phi, x, y, nh, ah, p, tint,rhoint);
} }

public static void WritetoFile(string filepath, double r, double phi, double x,
double y, double nh, double ah, double p, double T,double rho)
{
StreamWriter writer = new StreamWriter(filepath, true);

writer.Write(T + );
writer.Write(p + );
writer.Write(rho + );
writer.Write(nh + );
writer.Write(phi + );
double ro = 6371000;
writer.Write((r - ro) + );
double phiinf = phi * (180 / Math.PI) + (ah);
writer.Write(phiinf + );
writer.Write(x + );
writer.WriteLine(y - ro);
writer.Close();
}
}
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