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1 Inleiding

Willekeurige grafen zijn een relatief nieuw onderwerp binnen de Wiskunde.
Het eerste moment waar zij ter sprake kwamen was in verschillende papers in
1959, toen er door twee afzonderlijke partijen een model voor dit type grafen
gëıntroduceerd werd. Als eerste werd door Paul Erdös en Alfréd Rényi het
Erdös-Rényi model [6] opgesteld, wat inhield dat elke mogelijke willekeurige
graaf op een bepaalde verzameling vertices met een bepaald aantal kanten
evenveel kans heeft om voor te komen. Niet veel later werd door Edgar
Gilbert ook een model opgesteld voor dit type grafen [7], maar dan in een an-
dere vorm. In zijn model had namelijk elke kant een even grote, vaststaande
kans om aanwezig te zijn. Later bleek dat dit model ongeveer op hetzelfde
neerkwam als het Erdös-Rényi model, als de parameters juist gekozen wor-
den, dit zullen we nu nader toelichten.

Het verwachte aantal kanten in een graaf met n vertices en kans p dat een
kant tussen twee vertices aanwezig is (notatie: G(n, p)), is

(
n
2

)
p. Uit de Wet

van Grote Getallen volgt dat elke graaf in G(n, p) ongeveer zoveel kanten
heeft, wanneer het verwachte aantal kanten tot oneindig nadert. Oftewel, als
pn2 →∞ dan gedraagt G(n, p) (Gilbert‘s model) zich ongeveer hetzelfde als
G(n,M) (Erdös-Rényi‘s model), wanneer M =

(
n
2

)
p (M staat hier voor het

aantal kanten van de graaf). In deze scriptie zullen we (zoals tegenwoordig
gebruikelijk is) gebruikmaken van het G(n, p) model.

Naar het kleuringsgetal van een graaf wordt al langer gekeken dan naar
willekeurige grafen. Het kleuringsgetal van een graaf is het minimaal aantal
kleuren benodigd om een graaf te kleuren op zo‘n manier dat geen twee aan
elkaar verbonden punten een zelfde kleur hebben. De eerste personen die
keken naar dit probleem keken vrijwel alleen naar planaire grafen, en dan in
het bijzonder naar het zogenaamde “vier kleuren probleem”. Dit houdt de
vraag in of, gegeven een tweedimensionaal vlak en een verdeling daarvan in
stukken (bijvoorbeeld landen met grenzen zonder enclaves), je niet meer dan
4 kleuren nodig hebt om alle stukken op zo‘n manier te kleuren dat geen 2
aangrenzende stukken dezelfde kleur hebben.

De vraag hoeveel kleuren minimaal nodig zijn om een graaf te kleuren op zo’n
manier dat geen twee aan elkaar verbonden knopen een zelfde kleur hebben
werd voor het eerst genoemd door August Ferdinand Möbius in 1840, in
zijn college. Het eerste vermoeden over een antwoord op deze vraag werd
echter pas voorgesteld in 1852, toen Francis Guthrie probeerde de kaart van
provincies van Engeland te kleuren, en zag dat hij hiervoor maar 4 kleuren
nodig had [10]. Hij besprak dit met zijn broer Frederick, die op dat moment
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student was bij Augustus De Morgan, en zijn broer besprak dit op zijn beurt
met De Morgan. Vervolgens publiceerden zowel één van de Guthrie’s (het
werd geplubiceerd onder de initialen F.G., en dit kan op elk van de broers
slaan)(1854) [9] als De Morgan (1860) [3] dezelfde vraag die Möbius stelde,
inclusief vermoeden. Zo‘n 20 jaar later, in 1879, gaf Alfred Kempe een be-
wijs van het vier kleuren probleem, en een jaar later, in 1880, werd een ander
bewijs gegeven door Peter Guthrie Tait. Echter, 11 jaar later, in 1890, werd
het bewijs van Kempe ontkracht door Percy Heawood, en in 1891 werd Tait‘s
bewijs ontkracht door Julius Petersen [12]. Tot de dag van vandaag is men er
nog niet in geslaagd zonder de hulp van computers een bewijs of ontkracht-
ing van dit probleem te geven, maar in 1976 werd door Kenneth Appel en
Wolfgang Haken bij de Universiteit van Illinois bekend gemaakt dat ze een
bewijs hadden gevonden van de voorgestelde oplossing door Guthrie, met
behulp van de computer [5]. Niet iedereen accepteert dit bewijs omdat het
niet met de hand verifiëerbaar is, maar de meerderheid van de mensen ziet
het gegeven bewijs als voldoende, en dus wordt over het algemeen het vier
kleuren probleem als opgelost beschouwd.

Ik zal nu de opbouw van mijn scriptie wat toelichten. In het eerste hoofd-
stuk zullen we een aantal noodzakelijke definities bekijken samen met hun
toelichting, zodat deze overzichtelijk in een hoofdstuk bij elkaar staan (en
niet kris kras door de hoofdstukken verspreid). Vervolgens zullen we in het
tweede hoofdstuk een aantal Lemma’s bekijken ter voorbereiding op de hoofd-
stelling, en zullen we deze Lemma’s ook bewijzen. Hierna komen we toe aan
het bewijs van de Hoofdstelling van deze scriptie. Tenslotte zullen we het
resultaat van de hoofdstelling nader bekijken en proberen toe te lichten wat
voor gevolgen dit heeft.
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2 Definities

In deze sectie zullen we een aantal belangrijke begrippen met betrekking tot
willekeurige grafen en hun kleuringsgetal, die waarschijnlijk nog niet iedere
lezer kent, definiëren. Als U zich helemaal thuisvoelt binnen de theorie van
willekeurige grafen, kunt U deze sectie overslaan.

Allereerst willen we toewerken naar een wat formelere definitie van het begrip
“willekeurige graaf” dan we tot nu toe gebruikt hebben. Om dit te bereiken
definiëren we eerst een aantal andere begrippen, om te beginnen het begrip
“graaf”:

Definitie 2.1. Een graaf is een representatie van een verzameling objecten
waarin sommige paren objecten verbonden zijn door een lijnstuk. Deze lijn-
stukken heten kanten, en de objecten heten vertices.

In figuur 1 staat een voorbeeld van een graaf.

Figure 1: Een graaf.

Om tot een formele definitie van het begrip “willekeurige graaf” te komen,
definiëren we nu ook het begrip “kansruimte”:

Definitie 2.2. ([11]) Een kansruimte is een 3-tupel (Ω,F ,P) met Ω de
uitkomstenruimte, die alle mogelijke uitkomsten bevat, F de gebeurtenis-
ruimte, een verzameling van elementen die voorkomen in Ω die alleen de
uitkomsten van het huidige experiment bevat, en P een functie P : F → R
die kansen toekent aan de uitkomsten in F .

Gewapend met deze definities kunnnen we nu een formele definitie geven van
het begrip “willekeurige graaf”:
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Definitie 2.3. ([2]) Laat n een positief geheel getal zijn, en 0 < p < 1.
Dan is de willekeurige graaf, G(n, p) een kansruimte over de verzameling
van grafen op de verzameling vertices {1, ..., n}, bepaald door onafhankelijke
kanten die elk met kans p optreden ( dus P [{i, j} ∈ G] = p, met de vertices
i, j ∈ {1, ..., n} ).

In figuur 2 staat een voorbeeld van een willekeurige graaf, met de kans op
iedere mogelijke configuratie van kanten aangegeven, afgezien van labelling.
Met labelling heb je 3 verschillende grafen met 1 kant en 3 verschillende grafen
met 2 kanten, die elk met een kans van 4

125
respectievelijk 16

125
optreden.

Figure 2: Een willekeurige graaf met n = 3 en p = 4/5.

We zullen nu ook nog een aantal eigenschappen van grafen definiëren die we
later nodig zullen hebben:

Definitie 2.4. Een kliek van een graaf G is een complete deelgraaf van
G, dit betekent dat het een deelgraaf van G is waarin elke vertex direct
verbonden is met elke andere vertex binnen de deelgraaf. Een kliek van
maximale mogelijke grootte van een graaf heet een maximale kliek van
die graaf. Het kliek nummer van een graaf is het aantal vertices in een
maximale kliek van de graaf. Dit nummer wordt over het algemeen aangeduid
met ω(G).

In figuur 3 staat een voorbeeld van een graaf en een maximale kliek, deze
kliek is maximaal omdat er geen enkele andere vertex is die verbonden is met
alledrie de vertices 1,2 en 5, en omdat er verder ook geen groep is van meer
dan drie vertices die onderling met elkaar verbonden zijn op iedere mogelijke
wijze.
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Figure 3: Een graaf met daarin een maximale kliek aangegeven door de rood
omcirkelde bolletjes.

Een andere belangrijke eigenschap van een graaf is de volgende:

Definitie 2.5. Het onafhankelijkheidsgetal van een graaf is de kardi-
naliteit van de grootste verzameling onafhankelijke vertices van de graaf, dat
wil zeggen een verzameling van vertices van de graaf waartussen geen kant
bestaat (dus tussen geen 2 vertices in de verzameling bestaat een kant). Dit
wordt over het algemeen aangeduid met α(G), met G de graaf.

In figuur 3 zien we bijvoorbeeld dat {1,3,6} een verzameling onafhankelijke
vertices is. Aangezien binnen deze graaf elke vertex aan minstens één andere
vertex verbonden is door een kant, en je vanuit elke vertex via de kanten
naar elke andere vertex kan komen, zien we dat een grotere verzameling
onafhankelijke vertices niet kan bestaan, dus is het onafhankelijkheidsgetal
van de graaf 3.

Als laatste eigenschap definiëren we het kleuringsgetal van een graaf:

Definitie 2.6. Het kleuringsgetal van een graaf is het kleinste aantal
kleuren dat nodig is om de vertices van de graaf zó te kleuren, dat geen
twee vertices die direct verbonden zijn door een kant dezelfde kleur hebben.
Dit getal wordt over het algemeen aangeduid met χ(G), waarbij G de graaf
is.

In figuur 4 zien we een minimaal gekleurde graaf: geen twee aangrenzende
vertices hebben dezelfde kleur, en wanneer we proberen een kleur in zijn
geheel weg te halen en te veranderen naar een al bestaande kleur, zien we
dat niet meer voldaan wordt aan de eis dat elke twee aangrenzende vertices
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Figure 4: Een minimaal gekleurde graaf, geen twee aangrenzende vertices
hebben dezelfde kleur.

verschillende kleuren hebben. Hieruit volgt dat het kleuringsgetal van deze
graaf gelijk is aan 4.

Een begrip wat te maken heeft met het kleuringsgetal is de k-kleurbaarheid
van een graaf:

Definitie 2.7. Een graaf is k-kleurbaar als aan die graaf een kleuring van
k verschillende kleuren gegeven kan worden die de vertices van de graaf zó
kleurt, dat geen twee vertices die direct verbonden zijn door een kant dezelfde
kleur hebben.

We zien in dat een graaf met kleuringsgetalm, k-kleurbaar is voor elke k ≥ m,
aangezien het kleuringsgetal van een graaf aangeeft wat het kleinste aantal
kleuren is dat nodig is om een graaf juist te kleuren.

We willen nu nog een belangrijk begrip uit de kanstheorie introduceren, de
martingaal. Om dit echter te kunnen definiëren moeten we eerst het begrip
σ-algebra bekijken:

Definitie 2.8. Een σ-algebra op een verzameling X is een collectie C van
deelverzamelingen van X die op zijn minst de lege deelverzameling bevat,
gesloten is onder complement en gesloten is onder vereniging of doorsnede
van een aftelbaar oneindig aantal deelverzamelingen.

Verder introduceren we “conditionele verwachting”:

Definitie 2.9. De conditionele verwachting van een willekeurige vari-
abele X gegeven de “condities” F , E[X|F ], is een andere willekeurige vari-
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abele gelijk aan het gemiddelde van X bij elke mogelijke “conditie” uit F .
Wanneer X gedefiniëerd is op een discrete kansruimte, zijn de “condities”
een deelverzameling van deze kansruimte.

Voor een definitie van “integreerbaarheid” en “meetbaarheid” verwijs ik naar
het boek ”Calculus” [1], als ook gebruikt bij Infinitesimaalrekening A en
B.

Nu we een definitie van deze begrippen kennen kunnen we een definitie geven
van het begrip martingaal:

Definitie 2.10. ([13]) Laat (Ω,F ,P) een kansruimte zijn. Een martingaal
van lengte n is een opeenvolging van n willekeurige variabelen X1, ...Xn met
bijbehorende σ-algebra’s F1, ...,Fn die voldoen aan de volgende relaties:

1. Elke Xi is een integreerbare willekeurige variabele die meetbaar is ten
opzichte van de bijbehorende σ-algebra Fi.

2. Voor de σ-algebra’s Fi geldt dat Fi ⊂ Fi+1.

3. Voor elke i ∈ [2, 3, ..., n − 1] geldt de relatie Xi = E[Xi+1|Fi] is bijna
overal P.

Een voorbeeld van een martingaal is het kapitaal van een gokker, wanneer
hij eerlijke gokspellen speelt (dus spellen waarbij de verwachte winst gelijk
aan 0 is). We definiëren ook nog een paar speciale martingalen:

Definitie 2.11. ([2]) Laat H een willekeurige graaf zijn van G(n, p), en f(H)
een graaf theoretische functie. Label vervolgens de m =

(
n
2

)
mogelijke kan-

ten arbitrair met de rij 1, ...,m. Definiëer voor 1 ≤ j ≤ m de willekeurige

variabele indicator als Ij =

{
1 als ej ∈ H
0 anders

, met ej de kant met label

j. Een kant-blootleggings martingaal is de rij van willekeurige variabe-
len X0, ..., Xm zodat Xk = E[f(G)|I1, ..., Ik] (overigens is I1, ..., Ik geen σ-
algebra) . Dit geeft dat X0 = E[f(G)] (want dan heb je geen informatie over
welke kanten aanwezig zijn) en Xm = f(G) (want dan heb je alle informatie
over welke kanten aanwezig zijn).

Definitie 2.12. ([2]) Laat H een willekeurige graaf zijn van G(n, p), en f(H)
een graaf theoretische functie. Label vervolgens de m =

(
n
2

)
mogelijke kanten

arbitrair met de rij 1, ...,m. Definiëer de verzameling Ei, 1 ≤ i ≤ n als de
verzameling van alle mogelijke kanten met vertices in 1, ..., i. Definiëer ook

∀j ∈ Ei de willekeurige variabele indicator als Ij =

{
1 als ej ∈ H
0 anders

, met
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ej de kant met label j. Definiëer verder de vector Ki = [I1, ..., Ij, ...], ∀j ∈ Ei
(dit geeft aan welke kanten aanwezig zijn van de mogelijke kanten die in
Ei aanwezig zijn). Een vertex-blootleggings martingaal is de rij van
willekeurige variabelen Y0, ..., Yn zodat Yk = E[f(G)|K1, ..., Ki] (overigens is
K1, ..., Ki geen σ-algebra). Dit geeft dat Y0 = E[f(G)] (want dan heb je geen
informatie over welke kanten aanwezig zijn) en Yn = f(G) (want dan heb je
alle informatie over welke kanten aanwezig zijn).

Een paar eigenschappen van functies die te maken hebben met kant- en
vertex-blootleggings martingalen zijn de Lipschitz condities:

Definitie 2.13. Een graaf theoretische functie f voldoet aan de Lipschitz
kant conditie wanneer geldt dat als een graaf H en H ′ maar in één kant
verschillen, dan |f(H) − f(H ′)| ≤ 1. Diezelfde functie voldoet aan de Lip-
schitz vertex conditie wanneer geldt dat als een graaf H en H ′ maar in
één vertex verschillen, dan |f(H)− f(H ′)| ≤ 1.

Een voorbeeld van een toepassing van de Lipschitz condities is het volgende
lemma:

Lemma 2.14. Als f voldoet aan de Lipschitz kant conditie, dan voldoet de
bijbehorende kant-blootleggings martingaal X (behorend bij de functie f en
opgesteld volgens definitie 2.11) aan |Xi+1 −Xi| ≤ 1. Als f voldoet aan de
Lipschitz vertex conditie, dan voldoet de bijbehorende vertex-blootleggings
martingaal Y (behorend bij de functie f en opgesteld volgens definitie 2.12)
aan |Yi+1−Yi| ≤ 1. Dit eerste volgt uit het feit datXi = E[f(G)|I1, ..., Ii], dus
|Xi+1−Xi| = |E[f(G)|I1, ..., Ii+1]−E[f(G)|I1, ..., Ii]|, omdat je bij de eerste
term informatie hebt over 1 kant meer dan bij de tweede term, verschillen de
verwachte grafen behorend bij deze 2 termen maximaal in één kant, en dus
volgt uit de Lipschitz kant conditie dat |Xi+1 − Xi| ≤ 1. Gebruik makend
van Yk = E[f(G)|K1, ..., Ki] volgt op dezelfde manier dat |Yi+1 − Yi| ≤ 1.

Tenslotte zullen we nog een paar definities geven van termen die we later
zullen gebruiken: allereerst “bijna altijd”.

Definitie 2.15. Iets gebeurt bijna altijd wanneer datgene met voldoende
grote kans gebeurt. Oftewel, er is een α ≈ 1 zodat de kans dat hetgeen waar
we naar kijken optreedt gelijk is aan α. Hoe groot deze α precies is hangt af
van de situatie.

Vervolgens definiëren we nog wat de constante orde van een reeks, o(1), in-
houdt.
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Definitie 2.16. Als een reeks f(n) = o(1), dan betekent dit dat f(n)
c
→ 0

voor elke constante c. Oftewel, o(x) geeft een strikte bovengrens x aan voor
hetgeen waar de reeks naartoe convergeert.
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3 Lemma’s, en hun bewijzen

In deze sectie zullen we een aantal lemma‘s introduceren en bewijzen die we
nodig gaan hebben bij het bewijzen van ons hoofdresultaat, en een aantal
die interessant zijn en passen bij dit onderwerp, aan de hand van hoofdstuk
7 en hoofdstuk 10 uit [2]. Dit doen we apart zodat we bij het bewijzen
van het hoofdresultaat niet telkens van context moeten wisselen, en we dus
de focus geheel op het bewijs van het hoofdresultaat kunnen richten in de
desbetreffende sectie.

Vanaf hier stellen we dat G ∼ G(n, 1/2), met n ≥ 2. Met het teken ∼ bedoe-
len we bij gebruik bij variabelen dat deze dezelfde orde van grootte hebben,
en bij gebruik bij willekeurige grafen dat deze een soortgelijke distributie

(n, p) hebben. Ook stellen we dat f(k) =
(
n
k

)
2−(k2), met k0 de waarde zodat

f(k0− 1) > 1 > f(k0). We weten zeker dat zo‘n k0 bestaat omdat met n ≥ 2

zeker geldt dat f(1) = n ∗ 1 > 1, en omdat f(n) = 1 ∗ 2−(n2) < 1. Stel
namelijk dat er niet zo’n k0 bestaat, dan moet ∀i ∈ {1, .., n} gelden dat óf
zowel f(i) als f(i−1) groter is dan 1, óf zowel f(i) als f(i−1) kleiner is dan
1. f(i) kan niet gelijk zijn aan 1 omdat

(
n
k

)
alleen een positieve macht van 2

is (21, 22, etc.) wanneer k = 1 of k = n− 1, met n een positieve macht van

2. Als k = 1 dan geldt 2−(k2) = 1, en
(
n
k

)
= n > 1. Als k = n − 1 dan geldt

2−(k2) = 2−(n−1)(n−2)/2 en
(
n
k

)
= n − 1 < 2(n−1)(n−2)/2 ∀n ≥ 4 (voor n = 2

geldt n − 1 = 1). Dus f(i) is nooit gelijk aan 1. Omdat f(1) > 1, kan er
alleen geen k0 bestaan als ∀i ∈ {1, .., n} geldt dat f(i) > 1. Echter, f(n) < 1,
tegenspraak, dus bestaat er zo’n k0. Uit f(k0 − 1) > 1 > f(k0) volgt dat

n =
√

2
k(1+o(1))

, dus voor k ∼ k0 geldt dat f(k+ 1)/f(k) = n
k
2−k(1 + o(1)) =

n−1+o(1). Nu stellen we k = k(n) = k0(n)− 4, zodat k ∼ 2 log2(n) (dit volgt

uit n =
√

2
k(1+o(1))

) en f(k) > n3+o(1). Laat verder Y = Y (H) de maximale
grootte zijn van een familie van kant-disjuncte klieken, van grootte k in H,
met H een willekeurige graaf van G. Dan:

Lemma 3.1. E[Y ] ≥ n2

2k4
(1 + o(1)), oftewel de verwachtingswaarde van Y is

groter of gelijk aan het aantal vertices in G in het kwadraat, gedeeld door
twee maal de grootte van de klieken tot de vierde macht vermenigvuldigd
met een term die naar 1 convergeert.

Bewijs: Laat K de familie van k-klieken (klieken van grootte k) van G
zijn zodat f(k) = µ = E[|K|]. Laat W het aantal ongeordende paren
{Ai, Aj} zijn van k-klieken van G met 2 ≤ |Ai ∩ Aj| < k. Dan geldt dat
E[W ] = ∆/2, met ∆ gelijk aan de som over geordende paren k-klieken, of-
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tewel ∆ =
∑
i∼j

P [Ai ∧Aj], met i ∼ j wanneer Ai en Aj niet onafhankelijk zijn

en i 6= j, dit is dus de som over alle i en j waarvoor dit geldt. We schrijven
dit nu om: ∆ =

∑
i∼j

P [Ai ∧ Aj] =
∑
i

P [Ai]
∑
j∼i

P [Aj|Ai]. We stellen nu ∆∗ =∑
j∼i

P [Aj|Ai], en we zien dat
∑
i

P [Ai] = E[|K|] = µ. Dus ∆ = ∆∗µ. Omdat

we weten dat Ai ∼ Aj dan en slechts dan als 2 ≤ |Ai∩Aj| < k zien we dat we

∆∗ ook als volgt kunnen schrijven: ∆∗ =
k−1∑
i=2

(
k
i

)(
n−k
k−i

)
2(i2)−(k2), en dus geldt

dat ∆∗

µ
=

k−1∑
i=2

g(i), met g(i) =
(ki)(

n−k
k−i)2(

i
2)

(nk)
. We kunnen g(i) zien als de kans

dat een willekeurig gekozen Aj een vastgelegde Am in precies i punten snijdt.

Als we nu i = 2 laten, vinden we dat g(2) = 2
(k2)(

n−k
k−2)

(nk)
= 2

(n−k)!k!
2(k−2)!(k−2)!(n−2k+2)!

n!
k!(n−k!)

=

(k!)2((n−k)!)2

((k−2)!)2(n−2k+2)!n!
= (k(k−1))2((n−k)...(n−2k+3))

(n...(n−k+1))
∼ k4

n2 , en uit ∆∗

µ
=

k−1∑
i=2

g(i) volgt

nu dat ∆ =
k−1∑
i=2

g(i)∗µ2, en voor i = 2 geeft dit dat ∆ ∼ µ2k4

n2 . Dit is ook onze

schatting van ∆, aangezien g(2) de dominerende term is van
k−1∑
i=2

g(i) (dus de

orde van g(2) is groter dan de orde van de som van alle andere termen in
k−1∑
i=2

g(i)). Om dit te laten zien bekijken we eerst de term waar i = k − 1,

dit geeft g(k − 1) = k(n−k)2−(k−1)

(nk)2
−(k2)

∼ 2kn2−k

µ
. Wanneer k ∼ 2 log2(n) dan is

de teller n−1+o(1). De noemer is dan groter dan n3+o(1), dus geldt zeker dat
g(k − 1) ≤ o(n−1). Op eenzelfde wijze vinden we voor i ∈ {3, ..., k − 2} dat

g(i) ≤ o(n−1). Hieruit volgt dat
k−1∑
i=3

g(i) ≤ o(n−1). Als we nu kijken naar

g(2), dan zien we dat k4

n2 > o(n−1), en dus o(g(2)) > o(
k−1∑
i=3

g(i)), en dus is

g(2) de dominerende term van
k−1∑
i=2

g(i). Laat nu C een willekeurige deelfam-

ilie van K zijn, gedefinieerd door ∀Ai ∈ K te zetten dat P [Ai ∈ C] = q,
met q nader te bepalen. Laat W ′ het aantal ongeordende paren {D,E},
D,E ∈ C zijn, met 2 ≤ |D ∩ E| < k. Dan geldt: E[W ′] = E[W ]q2 = ∆q2

2
.

Verwijder nu uit C één verzameling uit elk gevonden paar {D,E}. Dit levert
een verzameling C− van kant-disjuncte k-klieken van G en we vinden dat
E[Y ] ≥ E[|C−|] ≥ E[|C|] − E[W ′] = µq − ∆q2

2
= µ2

2∆
∼ n2

2k4
, waar we q = µ

∆

kiezen om het kwadraat te minimaliseren (want dan is q namelijk kleiner dan
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1, ∆ ∼ µ2k4

n2 geeft dat q = µ
∆

= n2

µk4
= n2

f(k)k4
< n2

n3+o(1)k4
= 1

n1+o(1)k4
< 1).

We zullen nu, alvorens een lemma te kijken waarin wij een andere
ongelijkheid aantonen, eerst Azuma’s ongelijkheid bewijzen, omdat we deze
nodig zullen hebben voor het bewijs van lemma 3.3.

Lemma 3.2. (Azuma’s ongelijkheid) Laat 0 = X0, X1, ..., Xm een martingaal
zijn met |Xi+1 − Xi| ≤ 1 voor alle 0 ≤ i < m. Laat λ > 0 willekeurig zijn.
Dan geldt dat P [Xm >

√
mλ] < e−λ

2/2

Bewijs: Laat, vooruitkijkend, α = λ/
√
m. Laat Yi = Xi−Xi−1, zodat |Yi| ≤

1 en E[Yi|Xi−1, Xi−2, Xi−3, ..., X0] = 0. We weten dat cosh(x) = (eλ+e−λ)/2,
we willen nu laten zien dat cosh(x) ≤ ex

2/2. Dit doen we door de Taylor-
reeksen termsgewijs te vergelijken rondom a = 0: de Taylor-reeks van cosh(x)
is 1 + x2

2
+ x4

24
+ x6

720
+O(x7), en de Taylor-reeks van ex

2/2 is 1 + x2

2
+ x4

8
+ x6

48
+

O(X7). We zien duidelijk dat vanaf de derde term de termen van de Taylor-
reeks van ex

2/2 groter zijn dan de termen van de Taylor-reeks van cosh(x), en
dat de eerste twee termen gelijk zijn. Hieruit concluderen we dat inderdaad
cosh(x) ≤ ex

2/2. Laat nu l(x) = eα+e−α

2
+ eα−eα

2
x. Voor x ∈ [−1, 1] geldt

dat eαx ≤ l(x), want l(x) is de koorde door de punten x = 1 en x = −1 van
de convexe curve eαx, en hieruit volgt dat E[eαYi |Xi−1, Xi−2, Xi−3, ..., X0] ≤
E[l(Yi)|Xi−1, Xi−2, Xi−3, ..., X0] = l(E[Yi|Xi−1, Xi−2, Xi−3, ..., X0]) = l(0) =
cosh(α) ≤ eα

2/2.

Dit geeft: E[eαXm ] = E[
m∏
i=1

eαYi ] = E[(
m−1∏
i=1

eαYi)E[eαYm|Xm−1, Xm−2, Xm−3, ..., X0] ≤

E[
m−1∏
i=1

eαYi ]eα
2/2 ≤ eα

2m/2 (Dit vinden we door m keer een term van het

product af te splitsen en de zojuist gebruikte ongelijkheid m keer toe te
passen). Dit leidt tot de volgende conclusie: P [Xm > λ

√
m] = P [eαXm >

eαλ
√
m] < E[eαXm ]e−αλ

√
m ≤ eα

2m/2−αλ
√
m = e−λ

2/2, en dit is precies wat we
wilden bewijzen.

We zullen nu van dit resultaat gebruik maken samen met lemma 3.1 om

aan te tonen dat P [ω(G) < k] < e
−(c+o(1)) n2

ln8(n) , waar ω(G) de grootte is van
een maximale kliek van G, en c een positieve constante is.

Lemma 3.3. P [ω(G) < k] < e
−(c+o(1)) n2

ln8(n) , met c een positieve constante.

Bewijs: Laat Y0, Y1, ..., Ym, m =
(
n
2

)
, de kant-blootleggings martingaal op

G(n, 1/2) zijn, met de bovenaan deze sectie gedefiniëerde functie Y . De
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functie Y voldoet aan de Lipschitz kant conditie, omdat het toevoegen van
een enkele kant maximaal één extra kliek toe kan voegen aan een fami-
lie van kant-disjuncte klieken (de Lipschitz conditie zou niet gelden voor
het aantal k-klieken, omdat een enkele kant vele nieuwe klieken toe zou
kunnen voegen in dat geval). G heeft geen k-kliek dan en slechts dan
als Y = 0. We passen nu Azuma’s ongelijkheid (zie lemma 3.2) toe met

m =
(
n
2

)
∼ n2/2 en E[Y ] ≥ n2

2k4
(1 + o(1)). Dit geeft dat λ = E[Y ]√

(n2)
. Dan:

P [ω(G) < k] = P [Y = 0] ≤ P [Y − E[Y ] ≤ −E[Y ]] = P [E[Y ] − Y ≥ E[Y ]]

(Azuma) ≤ e−E[Y ]2/2(n2) ≤ e−(c′+o(1))n2/k8 = e
−(c+o(1)) n2

ln8(n) , en dit is wat we
zochten.

We zullen nu kijken naar een stelling, die ons leert dat het aantal verschil-
lende waarden voor het kleuringsgetal bij een willekeurige graaf G(n, p) voor
waarden p van een nader te specifiëren vorm, bijna altijd slechts vier is (hier
geldt dus niet dat per se G ∼ G(n, 1/2)).

Stelling 3.4. Laat p = n−α, met α > 5
6
, en α vastliggend. Laat G = G(n, p).

Dan zijn er u = u(n, p), zodat bijna altijd geldt dat u ≤ χ(G) ≤ u + 3.
Oftewel, de mogelijke waarden van χ(G) zijn bijna altijd verdeeld over 4
waarden.

Voordat we deze stelling zullen bewijzen, hebben we eerst een technisch
lemma nodig:

Lemma 3.5. Laat α, c vastliggen, met α > 5
6
. Laat p = n−α. Dan kunnen

bijna altijd elke c
√
n vertices van G = G(n, p) 3-kleurbaar zijn.

Bewijs: Stel dat dit niet het geval is. Laat T een minimale verzameling
vertices zijn die niet 3-kleurbaar is (zie definities voor een definitie van k-
kleurbaarheid). Hieruit volgt dus dat T − {z} 3-kleurbaar is, en dat z min-
stens graad 3 moet hebben binnen T (oftewel z zit aan minstens 3 andere
vertices direct vast met een kant), dit geldt voor alle z ∈ T , met z een ver-
tex. Hieruit volgt dat als T t vertices heeft, dan moet T minstens 3t

2
kanten

hebben. De kans dat dit voorkomt voor een T met maximaal c
√
n vertices

wordt van bovenaf begrensd door
c
√
n∑

t=4

(
n
t

)( (t2)
d 3t

2
e

)
p

3t
2 . We begrenzen vervolgens(

n
t

)
≤ (ne

t
)t, want

(
n
t

)
= n!

t!(n−t)! = (n...(n−t+1))
t!

= (1 − 1
n
)...(1 − t−1

n
)n

t

t!
, omdat

alle factoren binnen de haakjes kleiner dan 1 zijn, geldt dat
(
n
t

)
≤ nt

t!
, en

omdat alle termen van de reeks et =
∑∞

n=0
tn

n!
positief zijn als t een positief

reëel getal is, moet elke individuele term kleiner zijn dan de hele som, in
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het bijzonder impliceert dit dat, voor elk niet negatief geheel getal t, geldt:
et > tt

t!
. Als we dit omschrijven krijgen we 1 < t!et

tt
. Wanneer we dit ver-

menigvuldigen met de eerder gevonden ongelijkheid voor
(
n
t

)
, dan vinden

we:
(
n
t

)
≤ nt

t!
∗ t!et

tt
= ntet

tt
= (ne

t
)t, zoals gewenst. Verder begrenzen we( (t2)

d 3t
2
e

)
≤ ( te

3
)d3t/2e, dit volgt uit de zojuist bewezen ongelijkheid: als we daar

n =
(
t
2

)
en t = d3t

2
e invullen, dan geeft dit dat

(
n
t

)
≤ (ne

t
)t = (

(t2)e
d 3t

2
e)
d 3t

2
e ≤

( t(t−1)e
3t

)d
3t
2
e ≤ ( te

3
)d

3t
2
e. Uit deze begrenzingen volgt dat elke term maximaal

gelijk is aan [ne
t
t3/2e3/2

33/2
n−3α/2]t ≤ [c1n

1− 3α
2
t1/2 ]t ≤ [c2n

1− 3α
2 n1/4]t = [c2n

−ε]t

met ε = 3α
2
− 5

4
> 0 en c1, c2 constanten (we verwaarlozen de ceiling uit de

tweede begrenzing hier omdat deze afronding alleen voor de constante term
uitmaakt). Hierdoor is de som o(1), en dus zal bijna altijd een verzameling
van c

√
n vertices van G = G(n, p) 3-kleurbaar zijn.

Nu kunnen we stelling 3.4 bewijzen:

Bewijs [stelling 3.4]: Laat ε > 0, met ε arbitrair klein, en laat u = u(n, p, ε)
het kleinste gehele getal zijn zodat P [χ(G) ≤ u] > ε. Definiëer nu Y (G)
als de minimale grootte van een verzameling vertices S, waarvoor G − S
u-kleurbaar kan zijn. Deze Y voldoet aan de Lipschitz vertex conditie,
omdat je in het slechtste geval één vertex toe kan voegen aan S. Pas de
vertex-blootleggings martingaal op G(n, p) toe op Y . Laat µ = E[Y ]. Uit
Azuma’s ongelijkheid (lemma 3.2) volgt nu: P [Y ≤ µ − λ

√
n− 1] < e−λ

2/2

en P [Y ≥ µ + λ
√
n− 1] < e−λ

2/2. Dit komt omdat een direct gevolg van
lemma 3.2 is dat als c = Y0, ..., Ym een martingaal is met |Yi+1 − Yi| ≤ 1 ∀
0 ≤ i < m, oftewel als c voldoet aan de Lipschitz vertex conditie, dan geldt
dat P [|Ym− c| > λ

√
m] < 2e−λ/2. Omdat E[Y] een martingaal is die voldoet

aan de Lipschitz vertex conditie, volgen de 2 gegeven ongelijkheden uit het
zojuist gegeven gevolg van lemma 3.2 (je laat de absolute waarde weg en haalt
c naar de andere kant, en je krijgt dus een begrenzing aan 2 kanten). Laat nu
λ voldoen aan e−λ

2/2 = ε zodat deze randgevallen elk optreden met kans < ε.
We hebben u zó gedefiniëerd, dat met kans minstens ε, G u-kleurbaar zou
zijn en dus Y = 0. Dit geeft dat P [Y = 0] > ε. De eerste ongelijkheid levert
hierom dat µ ≤ λ

√
n− 1. Als we nu ook de tweede ongelijkheid gebruiken

vinden we dat P [Y ≥ 2λ
√
n− 1] ≤ P [Y ≥ µ+λ

√
n− 1] < ε. Met kans min-

stens 1 − ε is er een u-kleuring van alle vertices op hoogstens c′
√
n vertices

na. Volgens lemma 3.5 kunnen deze punten bijna altijd, en dus met kans
minstens 1− ε, met 3 meer kleuren kleurbaar zijn, wat een u+3-kleuring van
G oplevert. De minimaliteit van u garandeert dat met kans minstens 1− ε,
er minstens u kleuren nodig zijn voor het kleuren van G. Samen levert dit
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alles dat P [u ≤ χ(G) ≤ u+ 3] ≥ 1− 3ε, en ε was arbitrair klein.
Nu we deze lemma’s behandeld hebben, kunnen we toe naar de hoofdstelling:
in de volgende sectie zullen we deze formuleren en bewijzen, met behulp van
een aantal van de zojuist bewezen lemma’s.
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4 Bewijs Hoofdstelling

In deze sectie zullen we enkel kijken naar de hoofdstelling: het bespreken van
het resultaat zullen we in de volgende sectie doen. We bewijzen de hoofd-
stelling aan de hand van paragraaf 10.3 uit [2].

Hoofdstelling 4.1. [Bollobás (1988)]: Bijna altijd geldt: χ(G) ∼ n
2 log2(n)

,

met G ∼ G(n, 1/2).

Bewijs: Laat α(G) = ω(G), met G het complement van G, het onafhanke-
lijkheidsgetal van G zijn. Het complement van G heeft dezelfde distributie
G(n, 1/2). Dus geldt bijna altijd dat α(G) ≤ (2 + o(1)) log2(n). Dit geeft
dat bijna altijd geldt dat χ(G) ≥ n

α(G)
≥ n

2 log2(n)
(1 + o(1)), want het min-

imale aantal onafhankelijke verzamelingen dat samen elke vertex bevat is
d n
α(G)
e, omdat α(G) de grootte van de grootste onafhankelijke verzameling

is, dus geldt χ(G) ≥ n
α(G)

, want je kunt binnen iedere onafhankelijke verza-
meling elk element één kleur geven om zo een distincte kleuring te krijgen
wanneer je onafhankelijke verzamelingen hebt die samen elke vertex bevat-
ten uit G. We willen nu ook dat de omgekeerde ongelijkheid geldt. Laat
m = bn/ ln2 nc. Voor elke verzameling S van m vertices heeft de restric-
tie G|S de distributie van G(m, 1/2). Laat k = k(m) = k0(m) − 4 zoals
bovenaan hoofdstuk 3. Merk op dat k ∼ 2 log2(m) ∼ 2 log2(n), dit eerste
hebben we wederom bovenaan hoofdstuk 3 gezien, en dit tweede volgt uit
2 log2(m) = 2 log2(bn/ ln2 nc) ∼ 2 log2(n) − 2 log2(ln2 n) ∼ 2 log2(n). Dan,

wegens lemma 3.3: P [α[G|S] < k] < e−m
2+o(1)

. Er zijn
(
n
m

)
< 2n = 2m

1+o(1)

van zulke verzamelingen S. Dus P [α[G|S] < k voor een zekere m-verzameling

S] < 2m
1+o(1)

e−m
2+o(1)

= o(1) (je vermenigvuldigt de bovengrens voor het aan-
tal verzamelingen met de bovengrens van de kans dat het gebeurt voor een
willekeurige verzameling). Oftewel, bijna altijd bevat elke m vertices een
onafhankelijke verzameling van k elementen. Neem nu aan dat G deze eigen-
schap bezit. We halen onafhankelijke verzamelingen van k elementen uit G
en geven elk een andere kleur tot er minder dan m vertices over zijn. Vervol-
gens geven we elk punt een andere kleur. Door het volgen van deze procedure
vinden we dat χ(G) ≤ dn−m

k
e+m ≤ n

k
+m = n

2 log2(n)
(1 + o(1)) + o( n

log2(n)
) =

n
2 log2(n)

(1 + o(1)), en dit gebeurt voor bijna elke G.

In de volgende sectie zullen we dit resultaat bespreken.
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5 Discussie Resultaat

In deze sectie zullen we kijken naar welke eerdere bevindingen er waren over
χ(G) met G ∼ G(n, 1/2), en naar de gevolgen van het feit dat deze stelling
bewezen is.

In 1988 heeft Béla Bollabás de stelling bewezen die wij in de vorige sectie
behandeld hebben, maar dan in iets algemenere vorm [4]. Dit was echter
niet de eerste keer dat iemand keek naar dit probleem, eerder in 1975 hadden
Grimmet en McDiarmid [8] namelijk al een interval gevonden waarop χ(G)
bijna altijd moet liggen. Grimmet en McDiarmid vonden dat χ(G) bijna
altijd ligt in het volgende interval: n

2 log2(n)
(1+o(1)) ≤ χ(G) ≤ n

log2(n)
(1+o(1)),

met G ∼ G(n, 1/2). Voor een aantal jaar was dit de nauwkeurigste grens
die men op χ(G) kon plaatsen, totdat in 1987 Matula een nauwkeurigere
grens wist te vinden waarbinnen χ(G) bijna altijd ligt: n

2 log2(n)
(1 + o(1)) ≤

χ(G) ≤ 2n
3 log2(n)

(1 + o(1)). Vervolgens wist Bollobas dus in 1988 te bewijzen

dat bijna altijd geldt dat χ(G) ∼ n
2 log2(n)

, met G ∼ G(n, 1/2). Zoals te

zien in de eerder gegeven grenzen was al wel bekend dat n
2 log2(n)

(1 + o(1))

een ondergrens was van χ(G), maar dat dit ook een bovengrens was bewees
Bollobás als eerste.

Wat betreft de gevolgen van deze stelling: men heeft nu een zeer strakke grens
waar χ(G) bijna altijd binnen ligt wanneer G ∼ G(n, 1/2) (en men heeft dit
ook kunnen vinden voor algemenere G). Dit wordt sporadisch gebruikt,
wanneer men iets binnen het gebied van de willekeurige grafen wil bewijzen,
wat te maken heeft met of gebruikmaakt van het kleuringsgetal van een graaf.
Verder kan men hiermee voorspellen, gegeven het aantal vertices van een
graaf en de kans waarmee een bepaalde kant optreedt, wat het kleuringsgetal
van een graaf bijna altijd is en dus hoeveel kleuren je bijna altijd nodig zal
hebben om hem te kleuren op zó’n manier dat geen twee vertices die direct
verbonden zijn door een kant dezelfde kleur hebben.
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