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Inleiding

De laatste stelling van Fermatﬂ (in het Engels Fermat’s Last Theorem, afgekort FLT), opgeschreven in de marge van
Arithmetica van Diophantus, stelt dat het onmogelijk is dat

voor n € Nmet n > 3 en x,y,z € Z, alle ongelijk aan 0. Hierbij kunnen een aantal observaties worden gemaakt.
Als z, y en z een gemeenschappelijke priemfactor hebben, kan deze uit de vergelijking worden weggedeeld, dus mag
worden aangenomen dat x, y en z geen gemeenschappelijke priemfactoren hebben. Als x en y een gemeenschappelijke
priemdeler p hebben, volgt uit vergelijking dat z ook deelbaar is door p. Dit levert een tegenspraak op met de
voorgaande vereenvoudiging, dus mag worden aangenomen dat x en y geen gemeenschappelijke priemfactoren hebben.
Omdat deze redenering ook geldt voor x en z, en voor y en z, mag worden aangenomen dat x, y en z paarsgewijs relatief
priem zijn. Uit een oplossing van vergelijking met n = ab, a,b € N>o volgt de oplossing (z%)° + (y*)* = (2%)°.
Het is daarom voldoende de onmogelijkheid van vergelijking aan te tonen voor priemgetallen p > 3 en n = 4.

Fermat heeft zelf het geval n = 4 bewezen, in deze scriptie zullen wij de oneven priemgetallen p > 3 behandelen. In
1994 is FLT bewezen door Andrew Wilesﬂ Omdat x, y en z paarsgewijs relatief priem zijn, zijn er twee mogelijkheden.
De mogelijkheid dat het priemgetal p geen van de z,y, z deelt wordt geval 1 genoemd, de mogelijkheid dat p exact
één van de z,y, z deelt wordt geval 2 genoemd.

Een mogelijk bewijs van FLT begint met het ontbinden van de uitdrukking z? + y? in de (commutatieve) ring
Z[¢y), met ¢, = €*™/P. Hier is Z[(,] gedefinieerd als {an;lo amCy'lam € Z}. Op 1 maart 1847 publiceerde Lam
(die in 1839 een bewijs voor p = 7 publiceerde) een bewijsschets voor FLT onder aanname dat Z[(,] een unieke
ontbindingsring is. Ook Cauchylﬂ had een soortgelijk bewijs bedachtm In de daaropvolgende weken was het de vraag
wie het eerst een bewijs kon publiceren, van FLT en het feit dat Z[(,] een unieke ontbindingsring is. Op 24 mei
1847 kondigde Liouvilleﬂ aan dat Z[(p] niet altijd een unieke ontbindingsring is, waaruit volgt dat de voorgestelde
bewijzen incorrect zijn. Het feit dat Z[(,] niet voor alle priemgetallen p een unieke ontbindingsring is, was in 1844,
dus drie jaar eerder, gepubliceerd in het artikel De numeris complexis, qui radicibus unitatis et numeris integris
realibus constanf] van KummerP] Naast het aantonen van de fout in de voorgaande redenering, leverde Kummer
in 1850 een bewijs voor FLT, voor nog te definiéren reguliere priemgetallen. Ook bewees hij dat een priemgetal p
regulier is, dan en slechts dan p alle tellers van de nog te definiéren Bernoulligetallen B,, met m < p — 3 niet deelt.
In deze scriptie wordt deze stelling bewezen.

In hoofdstuk 1 wordt geval 1 van FLT bewezen onder de aanname dat Z[(p] een unieke ontbindingsring is. In
hoofdstuk 2 wordt bewezen dat het bewijs uit hoofdstuk 1 gebruikt kan worden voor Z[(,], ook al is het geen unieke
ontbindingsring: voorwaarde hiervoor is dat p het klassengetal van Z[(,] niet deelt, dit is de definitie van een regulier
priemgetal. Hiervoor moet worden bewezen dat het klassengetal van Z[(,] eindig is, waarvoor Dedekinddomeinen
worden gedefinieerd en de stelling van Minkowski wordt gebruikt. Ook kan geval 2 van FLT worden bewezen,
waarvoor het lemma van Kummer nodig is: lemma [3.45 op pagina[32] In hoofdstuk 3 wordt het lemma van Kummer
bewezen door middel van het criterium over Bernoulligetallen. In hoofdstuk 4 wordt de equivalentie van definities van
reguliere priemgetallen bewezen: een priemgetal p deelt het klassengetal van Z[(,] niet, dan en slechts dan als p de
tellers van B,, met m < p— 3 niet deelt. Er wordt in sectie [£.8| bewezen dat er oneindig veel irreguliere priemgetallen
bestaan. Er wordt vermoed dat er oneindig veel reguliere priemgetallen bestaan, maar dit is nog onbewezen.

In hoofdstuk 5 wordt een analogie van Bernoulligetallen gedefinieerd: de Bernoulli-Carlitzgetallen. De Bernoul-
ligetallen bevinden zich in Q, de Bernoulli-Carlitzgetallen bevinden zich in het functielichaam F,(t), waarbij F, een
eindig lichaam is. Verder wordt bewezen dat er in F,[t] oneindig veel reguliere priemgetallen bestaan, met analoge
definities ten opzichte van hoofdstuk 4. Dit nieuwe resultaat is afkomstig van mijzelf.

De gebruikte voorkennis voor deze scriptie bestaat hoofdzakelijk uit de theorie van groepen, ringen en lichamen,
waarvan idealen en priemidealen het belangrijkst zijn. Om convergentie van reeksen te bewijzen, worden sommige
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resultaten uit de analyse gebruikt. Verder wordt zonder bewijs aangenomen dat de Riemann-zetafunctie > -, ni

voor R(s) > 1 analytisch voortzetbaar is tot een meromorfe functie op C, met op s = 1 de enige pool. Sommige
bewijzen bestaan uit een algoritme, in dat geval geven wij voor leesbaarheid een voorbeeld in plaats van een formele
beschrijving van het algoritme.

Ik wil graag prof. Cornelissen bedanken voor het voorstellen van het onderwerp en de begeleiding tijdens het
schrijven van deze scriptie.
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Hoofdstuk 1

Bewijs FLT, geval 1 met unieke
ontbindingsring

Dit en het volgende hoofdstuk zijn gebaseerd op [16]. Om P + y? in Z[(,] te kunnen ontbinden, moeten eerst enkele
feiten over de ring Z[(, worden bewezen.

1.1 Minimaalpolynomen

Definitie 1.1. De verzameling van polynomen met coéfficiénten in Q wordt geschreven als Q[¢]. De ring Z[(,] is
gelijk aan {0~ amcm|am € Z}, met ¢, = e2mi/p,

Definitie 1.2. Het minimaalpolynoom P(t) € Q[t] van een algebraisch getal a is het monische polynoom met
minimale graad zodanig dat P(a) = 0. Een polynoom is monisch als de coéfficiént voor de hoogste macht gelijk is
aan 1.

Opmerking 1.3. Elk minimaalpolynoom is irreducibel. Immers, als geldt P(t) = F(¢t)G(t) met F(t),G(t) € Q[t]
monische polynomen met een strikt lagere graad dan P(t), dan volgt uit P(«a) = 0 dat F(«) = 0 of G(a) = 0. Maar

P(t) heeft minimale graad, dus deze ontbinding is niet mogelijk. Verder geldt dat als F(«) = 0, dan moet gelden
dat P(t) een deler is van F'(t). Dit volgt uit het Euclidisch polynoomdelingsalgoritme.

Definitie 1.4. Een polynoom met gehele coéfficiénten waarvan de grootste gemene deler van de coéfficiénten gelijk
is aan 1 wordt primitief genoemd.

Lemma 1.5 (Criterium van Eisenstei. Zij F(t) = > p_, axt® een polynoom zodat de grootste gemene deler
van de coéfficénten gelijk is aan 1, en p een priemgetal. Als p geen deler is van a,, maar wel van alle andere
coéfficiénten, en bovendien p? geen deler is van ag, dan is F(t) irreducibel in Z[t].

Bewijs. Voor de F(t) uit de formulering van dit lemma, stel F(t) = G(t)H(t) met G(t), H(t) € Z[t] en G(t) =
S oqit! en H(t) = Z?R:O hot™, ook geldt dat g+ h = n. Kies nu I’ minimaal zodat p geen deler is van g/, en kies
m’ minimaal zodat p geen deler is van h,, . Merk op dat deze minima bestaan, omdat g, en hj niet deelbaar zijn
door p. Uit Y _jart® =30 git! - anzo hant™ volgt dat aj, = Zf:o gihi_;. Hieruit volgt dat ay ./ niet deelbaar
is door p: voor | < I’ is g; deelbaar door p, voor | > I’ is hj_; deelbaar door p, en voor | = I’ zijn g; en hy_; beide
niet deelbaar door p. Omdat a1,y niet deelbaar is door p, volgt dat I’ = g en m' = h, waaruit volgt dat gy en hg
deelbaar zijn door p. Hieruit volgt dat ag = goho deelbaar is door p?, wat een tegenspraak oplevert. O

Lemma 1.6. Het minimaalpolynoom van ¢, is P(t) = Zm ot

Bewijs. Er geldt P((,) = 0: aan beide kanten ¢, invullen in (¢t — 1)P(t) = t* — 1 levert op dat ¢} — 1 = 0. Omdat
Cp # 1, volgt daaruit dat P((,) = 0. Er geldt dat P(t) irreducibel is, wat volgt uit het criterium van Eisenstein voor

Pit+1) = (f;_ll);:ll =>r ( )tm 1. omdat (fl) = ﬁl),m, geheel is, en een priemfactor p in de teller van de

breuk heeft, en geen priemfactor p in de noemer van de breuk, is ( b ) een veelvoud van p. Omdat P(t) irreducibel
is, is P(t) het minimaalpolynoom van (,, er geldt immers dat P(¢) geen delers heeft. Hierbij is gebruikt dat P(t)
irreducibel is, dan en slechts dan als P(t + 1) irreducibel is. O

Opmerking 1.7. Uit het minimaalpolynoom voor ¢, volgt in het bijzonder de relatie Cg_l =— an_jo ¢, die C{,"l
uitdrukt in lagere machten van (,. Verder zijn de (" met 0 < m < p — 2 lineair onafhankelijk over Q, omdat de
graad van het minimaalpolynoom minimaal is.

Lemma 1.8. Er geldt dat Q(¢,) = Q[p). Hierin is Q(¢p) de lichaamsuitbreiding van Q door ¢, toe te voegen, en
[Cp] = {Zm oamqﬂam € Q}.

1Ferdinand Gotthold Max Eisenstein, 1823-1852
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Bewijs. Omdat ¢, € Q({p), moeten ook alle machten van ¢, zich in Q(¢,) bevinden, en geldt dat Q[(,] C Q((p)-
Om te bewijzen dat Q(¢,) C Q|[¢,], moet worden bewezen dat voor elke a € Q[(,] met o # 0 geldt dat o= € Q[(,].
Schrijf « als Q-lineaire combinatie van ¢ met 0 < m < p — 2. Nu moet o worden vermenigvuldigd met een ander
element b € Q[(,], met b een Q-lineaire combinatie van (" met 0 < m < p — 2. Het op 0 stellen van de coéfficiénten
van (" met 1 < m < p — 2 levert p — 2 homogene vergelijkingen in p — 1 onbekenden op, en levert een oplossing,
met b # 0. Dan blijft de constante coéfficiént over, die is ongelijk aan 0. Delen door die constante levert ab = 1, dus

b=a"! € Q[¢). O

1.2 Spoor en norm

De stellingen in deze deelsectie zullen algemeen worden geformuleerd, maar worden toegepast met K = Q en L =

Q(¢p)-
Definitie 1.9. Een getallenlichaam is een eindige lichaamsuitbreiding van Q.

Definitie 1.10 ([9]). Zij L een eindige lichaamsuitbreiding van K en « € L. Zij m,, : L — L de lineaire afbeelding
zodat x — ax. Voor z,y € L en ¢ € K geldt dat mq(x + y) = ma(r) + ma(y) en mo(cz) = cmq(x). Het spoor
Spp, k(@) is het spoor van [m,], de matrixvoorstelling van mq in de K-vectorruimte L. De norm Ny k(a) is de
determinant van [mg], de matrixvoorstelling van m.,.

Definitie 1.11. Voor « € L is het karakteristieke polynoom ten opzichte van de lichaamsuitbreiding L/ K gedefinieerd
als Fyy 1,k (t) = det(tl,—[mq]) € K[t]. Hierin is n de graad van L over K en wordt o opgevat als K-lineaire combinatie
van basiselementen van L.

Soms zullen wij Fy, /g (t) schrijven in plaats van F, 1,k (t), als dit geen verwarring oplevert.

Definitie 1.12. Zij A een vierkante matrix. De geadjugeerde matriz van A heeft als elementen A;; = (—1)"*7 det(M;;),
waarbij M;; de matrix A is, waaruit de rij ¢ en kolom j zijn verwijderd.

Stelling 1.13 (Cayley-Hamilton, [2]). Zij A een n x n-matriz en F(t) = det(tl, — A) het karakteristiek polynoom
van A. Dan is F(A) de nulmatriz.

Bewijs. Voor elke matrix A geldt dat Aadj(A) = det(A)I,, waarbij adj(A) de geadjungeerde matrix van A is. Merk
op dat deze matrix overeenkomt met de operatie van ontwikkelen naar een rij of kolom. Er geldt dat det(l,, —tA) =
t"det(L,/t — A) = 3" _ cmt™ en det(l, — tA)L, = (I, — tA)adj(l, — tA). Merk op dat F(t) = det(tl, — A) =

n

> o Cmt"™™, omdat t"det(I,/t — A) = Y. _,cmt™. In de ring van formele machtreeksen is Yo ™A™ een
inverse voor I, — tA, waaruit volgt dat adj(I,, — tA) = det(l, — tA)[, Y .~  t™A™. Schrijf nu adj(l, — tA) =

ZZL 10 B,,t™, waarbij B,, matrices zijn. Dit is mogelijk, omdat de elementen van adj(l,, — tA) polynomen in ¢ zijn,

met een graad van n — 1. Hieruit volgt dat det(l, — tA) >~ t™A™ = Zl path - AT = S B,
Bekijken van de coéfficiént voor " levert op dat Y, AIm™ = F(A) O

Lemma 1.14. Voor elke o € L geldt dat F,, 1k () = 0.

Bewijs. Voor elk polynoom F(t) € K][t] geldt wegens lineariteit dat F'([ma]) = [mp)]. Invullen van F(t) =
F, 1)K (t) levert wegens de stelling van Cayley-Hamilton op dat F, 1,k ([ma]) = [0] waarbij [0] de nulmatrix is. Dit
is zo omdat Fy, 1/ (t) afgezien van een eventueel minteken het karakteristiek polynoom van [m] is. Hieruit volgt
dat [mp, (o] = [0]. Er geldt dus dat vermenigvuldiging met F), 1 /x () de nulatbeelding is, dus moet gelden dat
Fa’L/K(Oé):O. O

Lemma 1.15. Zij a € L en P, k(t) € K[t] het minimaalpolynoom van «. Dan geldt dat F, 1,k (t) = Pa g (t)"/<.

Hierin is n de graad van L/K en d de graad van K(o)/K.

Bewijs. Zij {a™} met 0 < m < d—1 een K-basis van K(a) en {f;} met 1 <1 < n/d een K(«)-basis van L. Dan is
a™f; een K-basis van L. Zij m, de afbeelding K — K die met a vermenigvuldigt en I, g (q)/x (t) = det(tlq —[ma])
het karakteristiek polynoom van [m,]. Wegens lemma is a een nulpunt van Fy, g (a)/x(t), en dit polynoom is
monisch en heeft graad d. Daarom is I, k(a)/k (t) het minimaalpolynoom van a.

Omdat a(a™pB;) = ([ma]a™)B;, werkt « alleen op @™, en niet op ;. Daarom is [m,] (voor de lichaamsuitbrei-
ding L/K) een blokdiagonaalmatrix met n/d vierkante matrices met dimensie d, dit zijn de matrices [m,] voor de
lichaamsuitbreiding L/K (). Daaruit volgt dat F, 1,k (t) = det(tl,, — [mq]) = det(tlq — [Mma])™? = Py k()% In
het bijzonder, als n = d, zijn het karakteristiek polynoom en het minimaalpolynoom van « gelijk. O

Gevolg 1.16. Zij P(t) = t4 4 cq1t¥ 1 + -+ et + co het minimaalpolynoom van o € L over K. Dan geldt
n n n/d
SpL/K(a) = —%cg1 en Ny (o) = (—1) cO/ .

Bewijs. Voor het karakteristiek polynoom van een n x n-matrix A geldt dat det(t[,, — A) =t" —Sp(A)t" 4.+
(=1)"det(A). Verder geldt er dat F, 1/k(t) = Fy k(a)/Kk(t )P/ = (4 4y 1t 4 4 p)™/4. Dit is gelijk aan

"t Zegqt" 4+ cg/d. Hieruit volgt dat Spy /g () = —Fci—1 en Ny /g (a) = (—1)”cg/d. O
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Gevolg 1.17. Zij a,, met 1 < m < d de nulpunten van het minimaalpolynoom van «. Dan geldt dat SpL/K(a) =
n/d
i an:l o en Np g (@) = Hdmzl ol .

Bewijs. Schrijf P, k(t) = th 4 egoqtt 4 g = anzl(t — @y,). Daaruit volgt dat —cg—q = an:l Oy €1 Co =

(—1)4 anzl Q. Omdat SpL/K(a) = 5 SPK(a)/K 11 Ni/k(a) = NK(Q)/K(a)”/d, geldt dat SpL/K(a) =2 fnzl am
en NL/K(a) = H:lnzl Otzln/d. O]

Definitie 1.18. Een inbedding van een eindige lichaamsuitbreiding K («) met K een getallenlichaam is een afbeelding
o : K(a) — C die « naar een van de nulpunten van het minimaalpolynoom (met coéfficiénten in K) van « stuurt,
zodat o(z) = x voor x € K. Als voor alle z € K(a) geldt dat o(z) € R, wordt o een reéle inbedding genoemd. Als
er een = € K(a) bestaat zodat o(z) ¢ R, wordt o een compleze inbedding genoemd.

Opmerking 1.19. Stel dat K («) als lichaamsuitbreiding van K een graad n heeft. Dan heeft het minimaalpolynoom
van « een graad van n, en heeft K(«) dus n complexe inbeddingen. Wegens de primitive elementstelling van Artin,
zie [T4), sectie 4.14] is elk getallenlichaam te schrijven als Q(«) met « een algebraisch getal: omdat Q karakteristiek 0
heeft, is elke eindige lichaamsuitbreiding van QQ separabel. Daarom zijn complexe inbeddingen voor elk gtallenlichaam
gedefinieerd, en kan L = K («)(8) met 8 € L worden geschreven, waarbij L een lichaamsuitbreiding van K («) is.

Lemma 1.20 ([25, hoofdstuk 1.5]). Zij K C K(a) C L getallenlichamen met [L : K] = n en o € L met
[K(«) : K] = d. Dan geldt voor het karakteristiek polynoom van o dat F, 1/ (t) = []n_i(t — Tm(a)) waarbij
F, 1)Kk (t) wordt opgevat als een polynoom in C[t], dus met complexe nulpunten. Hier zijn de T, alle compleze

inbeddingen van L.

Bewijs. Voor het minimaalpolynoom Pk (t) van « geldt dat Pk (t) = anzl(t — om(a)), waarbij de o, complexe

inbeddingen van K (a) zijn. Dit is zo, omdat de 0, (c) de nulpunten van Pk (t) zijn. Verder geldt dat F, 1 /x(t) =
P(t)"/¢ waarbij Fo /K (t) het karakteristicke polynoom van « is.

Voor elke complexe inbedding o, van K («) bestaan er n/d complexe inbeddingen van L in C, die toegepast op
K (c) de inbedding o, opleveren. Dit is zo, omdat L een graad van n/d over K («) heeft. Hieruit volgt dat [, _, (t—

Tm(@)) = 1% _, (t — o (@)™ 4. Omdat P()"/% = [[% _, (t — o (@))™%, geldt dat F(t) = [[4_,(t — Tm(a)). O

m=1 m=1

1.3 Vrije abelse groepen

Lemma 1.21. De additieve groep van Z[(p) is isomorf met ZP~1.

Bewijs. Beschouw het homomorfisme ¢ : ZP~! — Z[(,] met (ag, a1, ,ap—2) — ag+a1lp+--- +ap,2C5’2. Er geldt
dat voor a,b € ZP~! dat ¢(a +b) = ¢(a) + ¢(b). Verder is ¢ injectief, omdat de ¢J* voor 0 < m < p — 2 lineair
onathankelijk over Q zijn, dus geldt ker ¢ = {0,0,---,0}. Ook is ¢ surjectief, omdat voor elke a € Z[(,] het rijtje
coéfficiénten in ZP~! bestaat, en dus a € Z[(,] oplevert, waaruit volgt dat ¢ een isomorfisme is. O

Definitie 1.22. Een vrije abelse groep van rang n is een groep isomorf met Z".
Lemma 1.23. Elke ondergroep van een vrije abelse groep is zelf ook een vrije abelse groep van gelijke of lagere rang.

Bewijs. 7ij G = Z, dan is elke ondergroep van G oneindig cyclisch of gelijk aan het eenheidselement. Hiermee is de
uitspraak voor de rang n = 1 bewezen. Wij vervolgen dit bewijs met inductie.

Neem nu aan dat voor de vrije abelse groep van rang n—1 of lager geldt dat elke ondergroep een vrije abelse groep
is. Stel nu G =Z" en ¢ : G — Z waarbij g € G naar de eerste component wordt gestuurd. Zij H een ondergroep
van G en K = ker¢ = Z™!. Dan is H N K een ondergroep van K. Omdat K een rang van n — 1 heeft, is H een
vrije abelse groep.

Beschouw nu ¢(H) C Z. Als ¢(H) = {0}, dan geldt dat H = H N K, en is H een vrije abelse groep van rang
n — 1 of lager. Als ¢(H) = hZ oneindig cyclisch is, dan is G een direct product van hZ x {0}"~1 en {0} x (H N K),
dus G = hZ x (H N K). Dit is zo, omdat de doorsnede van deze ondergroepen gelijk is aan het eenheidselement in
Z". Verder kan elk element uit H worden geschreven als een product van een element uit de eerste ondergroep en
een element uit de tweede ondergroep. Ook commuteren beide ondergroepen. Hieruit volgt dat H het product is van
een cyclische groep en een vrije abelse groep van rang n — 1 of lager, dus is H een vrije abelse groep van rang n of
lager. O

1.4 Algebraisch gehele getallen

Definitie 1.24. Een complex getal is een algebraisch geheel getal als het een nulpunt is van een monisch polynoom
met gehele coéfficiénten.

Lemma 1.25. Zij « een algebraisch geheel getal. Dan geldt voor P(t) € Q[t], het minimaalpolynoom van «, dat
P(t) € Z[t].
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Bewijs. Omdat « een algebraisch geheel getal is, bestaat er een monische F(t) € Z[t] zodat F(a) = 0. Dan moet
P(t) een deler zijn van F(t), dus F(t) = P(t)G(t), met G(t) € Q[t] een monisch polynoom, immers, F(t) en P(t)
zijn ook monisch.

Stel nu dat P(t) ¢ Z[t]. Dan bestaat er een priemgetal p dat minstens een van de noemers van de coéfficiénten (in
gereduceerd vorm, zodat de grootste gemeenschappelijke deler van teller en noemer gelijk is aan 1) van P(t) deelt.
Stel nu m > 1 het kleinste gehele getal zodat p™ geen van de noemers van de coéfficiénten van P(t) deelt. Analoog
is n > 0 het kleinste gehele getal zodat p™ geen van de noemers van de coéfficiénten van G(t) deelt. Merk op dat p
niet alle tellers van de coéfficiénten van P(t) deelt, want dat is een tegenspraak met de aanname dat p een van de
noemers van de coéfficiénten deelt. Ook deelt p niet alle tellers van de coéfficiénten van G(t), want G(¢) is monisch.

Bekijk nu de vergelijking p"*™F(t) = p™P(t)p"G(t) (mod p). Omdat n +m > 1, geldt dat p"™™F(t) = 0
(mod p). Maar er geldt p™P(t) # 0 (mod p) en p"G(t) # 0 (mod p), omdat bij beide polynomen niet alle tellers van
de coéfficiénten deelbaar zijn door p. De noemers van de coéfficiénten van P(t) en G(t) worden opgevat als inversen
in de ring (Z/pZ)*. Omdat (Z/pZ)* een domein is, is (Z/pZ)* [t] dat ook, en levert dit een tegenspraak op. O

Stelling 1.26 ([I7, hoofdstuk 1]). Kies o« € K, met K een eindige lichaamsuitbreiding van Q. Dan zijn de
volgende beweringen equivalent:

1. « is een algebraisch geheel getal
2. De additieve groep van de ring Z[a] heeft een eindig aantal voortbrengers

Bewijs. (1) = (2): Omdat « een algebraisch geheel getal is, bestaat er een monisch polynoom f(t) € Z[t] met
graad n zodat f(«) = 0. Hieruit volgt dat o™ is te schrijven als Z-lineaire combinatie van lagere machten van
«. Hieruit volgt dat alle machten van a kunnen worden geschreven als Z-lineaire combinatie van machten ¥, met
0 < k <n— 1. Hieruit volgt dat Z[«] een eindig aantal voortbrengers heeft.

(2) = (1): Stel dat de groep Z[a] een eindig aantal voortbrengers heeft: a; € Zla] met 0 <i <k en a; = fi(«®)
met f;(t) € Z[t]. Kies nu n zodat n groter is dan de graad van alle f;(¢). Dan is a™ te schrijven als Z-lineaire
combinatie van a;, en dus als een Z-lineaire combinatie van o*, met 0 < k < n. Dit levert een monisch polynoom in

Z[t] op, met « als nulpunt. O

Opmerking 1.27. De verzameling van algebraisch gehele getallen A is een ring, omdat Z[a, b] met a, b algebraisch
gehele getallen een eindig aantal voortbrengers heeft. Er geldt dat ab en a—b zich in Z[a, b] bevinden, dus hebben ook
Zla — b] en Z[ab] wegens lemma [1.23] een eindig aantal voortbrengers. Daarom geldt voor alle a,b € A dat a —b € A
en ab € A. Omdat de vermenigvuldiging op complexe getallen wordt gebruikt, is de genoemde ring een domein.

Lemma 1.28. Er geldt dat (1 —(,)Ox NZ = pZ, met O de verzameling algebraisch gehele getallen in K = Q((p).

Bewijs. Uit Vergelijking 1) volgt dat L= = [1%2,t - ¢"). In de limiet ¢ — 1 volgt dat > a - ") = p.
Omdat []? (t — (") een continue functle is van ¢, is de functiewaarde voor ¢ = 1 gelijk aan de limietwaarde voor
t— 1. Daarom geldt dat pe (1 —¢p)Ox NZ, en dus pZ C (1 —(p)Or N Z.

Om te bewijzen dat (1 — (,)Ox NZ C pZ nemen wij aan dat pZ strikt bevat is in (1 — (,)Ox NZ: er bestaat een
k € (1-(,)OxNZ met k # 0 geen veelvoud van p. Omdat k,p € (1—(,)OxNZ, geldt dat ggd(p, k) =1 € (1-(,)OxNZ
en (1 —(p)Ox NZ = Z. Daaruit volgt dat 1 = (1 —(,)a met a € Ok, en daarmee is een inverse voor 1 — ¢, gevonden.
Wanneer bewezen kan worden dat 1—(, in O niet inverteerbaar is, levert dit een tegenspraak op: Er geldt dat 1—(,
geen eenheid is, wat volgt uit het minimaalpolynoom P(t) = ((t —1)? +1)/t van 1 — (,. Dit polynoom is irreducibel,
wegens het criterium van Eisenstein, en de constante coéfficiént is gelijk aan p. Er geldt wegens gevolg dat de
norm van 1 — ¢, gelijk is aan p omdat het karakteristiek polynoom van 1 — ¢, gelijk is aan het minimaalpolynoom.
Wegens multiplicativiteit van de norm zou (1 — ¢,)~! een norm van 1/p moeten hebben, omdat de norm van 1
gelijk is aan 1. Omdat (1 — ¢,)~! wegens aanname een algebraisch getal is, moet de constante coéfficiént van het
minimaalpolynoom van (1 — (,) " geheel zijn. Dit levert een tegenspraak op met het feit dat (1 — ¢,)~! een norm
van 1/p zou moeten hebben. Hieruit volgt dat (1 — (,)Ox NZ C pZ en (1 — (,)Ox NZ = pZ. O

Lemma 1.29 (|25, hoofdstuk 2.4]). Voor de algebraisch gehele getallen Ok in K = Q((p) geldt dat Ox = Z[().

Bewigs. Zij o € Z[(p). Dan is de additieve groep van Z[a] een ondergroep van de additieve groep van Z[(,], en dus
een vrije abelse groep van eindige rang. Omdat Z[«] eindig veel voortbrengers heeft, is « een algebraisch geheel getal.

Zij a € Q(Cp) = Q[¢p] met o = 22;20 am(y" een algebraisch geheel getal. Er geldt dat Sp(a(l — () =
DR D amCP™ — amGp (m+D) " omdat de complexe inbeddingen van Q(¢p) worden gegeven door (, — (', met
1<n<p-1 Ultwerken van de sommatie over n levert op dat Sp(a(1—¢,)) = (p—1)ag, omdat Zf;ll ¢ = —1voor

=0en Zﬁ;ll G =p—1lvoor1 <m<p—1 Omdat 1—¢}=(1-¢) ZZ;IO ¢, en de complexe inbeddingen
Zm OamC"m van a algebraisch gehele getallen zijn, geldt dat Sp(a(l — () = Zi; (1 Cp)zm 0amC™ €
(1 —-¢p)Oxk. Ook geldt Sp(a(l —(p)) € Z, omdat Sp(a(l —(,)) gelijk is aan de coéfficiént voor t#~ 7, de tweede term
van het karakteristieke polynoom van (1 — (). Daarom geldt wegens lemma dat pag € pZ, en ag € Z. Dit

bewijs herhalen met (o — ao)(p_l =a1+aCp+---+ ap,gqj_?’ levert op dat a; € Z, en uiteindelijk a,, € Z voor alle
0<m<p-—2. O
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1.5 Eenheden en eenheidswortels in cyclotomische lichamen

Lemma 1.30. Zij o € Q((p) een eenheidswortel. Dan geldt o = :I:C;f met 0 <k <p-—1.

Bewijs. Stel o = ¢,, € Q((,) een eenheidswortel. In het algemeen zou er sprake zijn van (" met ggd(n, m) = 1, maar
hieruit volgt dat ¢, € Q(¢,). Er mag worden aangenomen dat n oneven is, want (a, = —Q(lnﬂ)/ ?. Dan bevinden
zich in Q((,) dus de volgende eenheidswortels: ¢, = Chp en Gp = ¢f,. Analoog aan het Euclidisch algoritme geldt

ook dat ¢E51"P) ¢ Q((,).

Maar omdat C,%%d(n’p ) kan worden geschreven als Q-lineaire combinatie van machten van ¢, geldt dat Q(

Q(&p)- Nu zijn er twee gevallen, namelijk ggd(n,p) = 1 en ggd(n,p) = p. Stel dat ggd(n,p) = 1. Dan moet gelden
dat ¢(np) = ¢(n)d(p) < ¢(p), waarbij ¢ de Eulerfunctie is, omdat de graad van Q((,) kleiner is dan of gelijk aan
de graad van Q((,). Hier wordt gebruikt dat de graad van het minimaalpolynoom van ¢,, dus de graad van Q(¢,)
gelijk is aan ¢(n). Uit ¢(n) < 1 volgt dat n = 1 of n = 2, en ¢, = 1. Stel nu dat ggd(n,p) = p, dan is n
een veelvoud van p, en moet gelden dat ¢(n) < ¢(p). Schrijf nu n = Ip™p zodat ggd(l,p) = 1. Dan volgt dat
o(n) =d()p™(p—1) < ¢(p) = p— 1, wat oplevert dat m =0 en I =1 of | = 2. Hieruit volgt dat ¢, = :I:C;f met k
geheel. O

E}g@d(nm)) -

Lemma 1.31. Zij a € Q((,), met |a]? € Q, zij P(t) € Z[t] het minimaalpolynoom van «. Dan geldt voor alle
nulpunten a; van P(t) dat |a;| = |al.

Bewijs. Volgens lemma geldt dat F(t) = an;ll(t — Tm(a)) waarbij F(t) het karakteristieke polynoom van « is.
De complexe inbeddingen van Q((,) bestaan uit o, met 1 <m < p — 1, waarvoor geldt 7,,,((p) = (. Voor al deze
complexe inbeddingen van a geldt dat |o(a)? = o(a)o(a) = o(a)o(@) = o(aa) = o(|a|?). Merk op dat de operatie
o en complexe conjugatie commuteren. Dit volgt uit het feit dat o een polynoom in (, is en o lineair is. Ook geldt
om(Cp) = =™ = om(G ") = om((p). Omdat |af? € Q, geldt dat o(|al?) = |a?>. Omdat alle nulpunten van
F(t) absolute waarde || hebben, geldt dit ook voor de nulpunten van P(t). O

Lemma 1.32. Zij u € Z[(p] een eenheid. Dan geldt dat u/u = :I:C;f met k geheel.

Bewijs 1. Er geldt dat (@)~ = u~1. Omdat u een eenheid is, geldt dat u=1 € Z[¢,]. Daarom geldt dat u/@ € Z[(,)],
en is u/u een algebraisch geheel getal met absolute waarde 1. Daarom is het minimaalpolynoom P(t) van u/@
monisch en heeft gehele coéfficiénten. Wegens lemma geldt dat alle nulpunten van P(t) absolute waarde 1
hebben. Omdat P(t) monisch is, en gehele coéfficiénten heeft, en alle nulpunten absolute waarde 1 hebben, heeft
P(t) een zogenaamde Mahlermaat van 1. Uit de theorie van Mahlermaten volgt dat P(t) =t of P(t) cyclotomisch
is. Hierin is het n® cyclotomisch polynoom ®,(t) is het minimaalpolynoom van (,.[23, stelling 3.3.3] Hieruit volgt
dat u/T een eenheidswortel is. O

Bewijs 2. Er geldt dat (@)~ = u~1. Omdat u een eenheid is, geldt dat u=1 € Z[¢,]. Daarom geldt dat u/u € Z[(,)],

en is u/u een algebraisch geheel getal met absolute waarde 1. Daarom is het minimaalpolynoom P(t¢) van u/@
d

monisch en heeft gehele coéfficiénten. Schrijf het minimaalpolynoom van u/w als P(t) = [[,,_; (t — am), waarbij a,

de nulpunten van P(t) zijn. Beschouw nu de polynomen P, (t) = H;jnzl(t — o). Omdat u/@ een algebraisch geheel

getal is, geldt dat P(t) € Z]t], en ook dat P,(t) € Z[t]. Maar er zijn slechts eindig veel polynomen van graad n met
gehele coéfficiénten en nulpunten met absolute waarde 1, immers, de coéfficiénten zijn begrensd wegens de nulpunten:
|am| < (::L) Omdat er eindig veel polynomen mogelijk zijn, met elk eindig veel nulpunten, bevinden de machten van
u/W zich in een eindige verzameling. Er moet dus gelden dat (u/@)™ = (u/@)™ voor sommige n > m, en hieruit volgt
dat (u/mw)"~™ = 1. Omdat u/u dus een eenheidswortel is, volgt uit lemma dat u/m = +¢F. O

Gevolg 1.33. Zij u € Z[(p] een eenheid. Dan geldt u/% = ¢* met k geheel.

Bewijs. Uit lemma volgt op dat u/uw = j:(;f. Nu moet tenslotte nog bewezen worden dat u/u = C{;. Stel dat

u/u = —C;f, dan volgt daaruit dat u? = —uP. Schrijf u = an;lo amCy', dan geldt dat u? = 21—210 a?, (mod p) en
uP = an_:lo al, =0 (mod p). Merk op dat voor a,b € Z[(,] geldt dat a = b (mod p) als voor a — b = Zil_:ll bm ()’
geldt dat alle b, € Z deelbaar zijn door p. Omdat v? = —uP (mod p), geldt dat u? = 0 (mod p). Maar u? is een

eenheid, en als uP een veelvoud is van p, is p inverteerbaar, maar dat is onmogelijk. O

Gevolg 1.34. Elke eenheid u € Z[(,) is te schrijven als u = C;fv met v € Z[(p] NR een reéle eenheid.

Bewijs. Volgens gevolg geldt dat u/mw = C}’;. Kies a zodat k = 2a (mod p) en stel v = u/¢;. Dan geldt dat
@zﬂgg:uCp_’“g}:uCZj“:vendusu:g}v. O
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1.6 Bewijs FLT, geval 1 met unieke ontbindingsring-aanname

In deze sectie wordt uit een hypothetische oplossing van 2? +y? = 2P met p { zyz een tegenspraak afgeleid. Ontbinden
van het polynoom t¥ — 1 levert op dat

P —1=-1)t=)tE =) (=72 = ™). (1.1)
Hierin is p een priemgetal en geldt ¢, = 2™/, In deze gelijkheid ¢ = —% invullen levert op dat
p—1
=0t by = [+ Cy). (12)
k=0

Eerst behandelen wij het bewijs van de laatste stelling van Fermat onder de aanname dat Z[(,] een uniecke ontbin-
dingsring is. Een voorbeeld van deze aanname is te vinden in lemma [2.65] er bestaat dus een priemgetal waarvoor
dit bewijs opgaat. Omdat z, y en z paarsgewijs relatief priem zijn, zijn er twee gevallen: het geval dat p { zyz en
het geval waarin p één van de drie factoren deelt. Merk op dat aangenomen wordt dat x,y, z alle ongelijk aan 0
zijn. In dit hoofdstuk behandelen wij het geval dat p ¥ zyz. Voor het geval dat p één van de factoren deelt, zie
sectie Merk op dat onder de aanname dat p 1 xyz direct de gevallen p = 3 en p = 5 bewezen zijn. Dit in te zien
door de vergelijking 2> 4+ 3% = 23 (mod 9) te bekijken. De mogelijke derde machten modulo 9 zijn —1, 0 en 1. Maar
volgens aanname is de restklasse 0 niet mogelijk. Verder is het niet mogelijk om 1 en —1 te combineren om zo op
de vergelijking uit te komen. Deze aanpak is ook mogelijk voor p = 5, dan zijn de mogelijke restklassen modulo 25
gelijk aan 0, £1 en £7. Vanaf nu mogen wij aannemen dat p > 7.

Lemma 1.35. Zij 0 < k <l < p—1 geheel. Dan hebben x + C{,fy en T+ Czl)y uit vergelijking 1} geen gemeenschap-
pelijke priemfactoren in Z[(p).

Bewijs. Stel dat een priemelement 7 € Z[(,] zowel x—!—C}’;y als x—!—(ll)y deelt. Omdat (a:—l—(!,fy) — (a:—i—(zl)y) = (C}’; —Cll))y,
deelt 7 ook C;f(l — Czl,_k)y. Omdat 7 niet g]; kan delen, moet 7 een deler zijn van (1 — (fo_k)y. Immers, als 7r|(}’,f, dan
geldt dat mq = C;f met g € Z[(p]. Daaruit volgt dat 7P¢? = 1, waarmee een inverse voor m gevonden is. Omdat 7
inverteerbaar is, kan 7 geen priemelement zijn.

Omdat C;,n(l*k)(l — Cll)_k')y + (1 - C;,n(lfk))y = (1- C;,m+1)(l7k))y volgt met inductie dat 7w een deler is van
(1- C;n(l_k))y voor alle 1 < m < p— 1. De eerste stap m = 1 is in de vorige alinea bewezen Omdat de afbeelding
f:Z/pZ — Z/pZ met x +— (k — 1) bijectief is, volgt daaruit dat ] (1 — m(l k)) | - ( G-

Het product nemen van alle y(1 — Cm(l_k)) levert op dat 7|yP~! H Pl —¢r) =yPp, dit volgt uit het bewijs
van lemma Hieruit concluderen wij dat 7 een deler is van P~ p. Maar uit 7|yP~1p volgt dat w|yP~2p of 7|y.
Dit impliceert dat 7|y?~2p. Herhaald toepassen levert op dat 7 een deler is van yp.

Volgens aanname is p geen deler van z, dus geldt ged(yp, z) = 1. Hieruit volgt dat er n,m € Z bestaan zodat
nyp+mz = 1. Omdat 7|z + C;fy, geldt dat 7|z en daaruit volgt dat 7 een deler is van 1, en dus inverteerbaar is. Dit
levert een tegenspraak op met de aanname dat 7 een priemelement is. O

Gevolg 1.36. Voor alle gehele 0 < k < p—1 geldt dat x + C;jy = ua? met u € Z[(p] een eenheid en a € Z[(p).

Bewijs. Zij m € Z[(p] een priemdeler van = + C;;y. Uit vergelijking volgt dat 7|2P. Daaruit volgt dat =]z, en
dus ook 7P|zP. Dit impliceert dat 7P een deler is van x + Cllfy, omdat x + C;fy voor | # k geen priemelementen
gemeenschappelijk heeft met x + (]f)y. Na aan beide kanten van vergelijking 1) een factor 7P weggedeeld te hebben,
is het mogelijk dat m nog steeds x + C;fy deelt. Dan kan bovenstaand bewijs worden herhaald.

Omdat de macht van elke priemdeler van = + C;fy een veelvoud is van p, kan dit product van priemelementen
worden geschreven als a?, met a € Z[(,]. Omdat de ontbinding van z + C;fy naast priemelementen bestaat uit
eenheden, geldt dat = + C;fy = ua? met u € Z[(p] een eenheid. O

Lemma 1.37. Voor x + (py € Z[(p] met x + (py = uaP geldt x =y (mod p).

Bewijs. Met a = Y P amCm geldt dat aP = Zm oab, = aP (mod p). Verder geldt wegens gevolg dat
z+ Gy = ua? = uC]';ap = u(}fal’ = (hr+yG = ¢F(x +y¢ ") (mod p). Merk op dat het onmogelijk is dat k = 0,
want daaruit zou volgen dat y = 0 (mod p). Hieruit volgt dat (z+y(p,) — (C}’f (z+ pr_l)) =x+ylp— yc;f_l — x(T’f =0
(mod p). Als een element uit Z[(,] een veelvoud is van p, moeten alle coéfficiénten voor de machten van ¢, deelbaar
zijn door p. Dus als k # 1, deelt p ook x, en dat is in tegenspraak met de aanname. Er zou dus moeten gelden dat

k =1, wat oplevert dat (z — y)(1 — () =0 (mod p). Maar omdat p {1 — ¢, geldt dat z =y (mod p). O
Uit
Uit lemma volgt dus dat © = y (mod p), en uit 2P + (—2)? = (—y)P volgt dat * = —z (mod p). Uit p|3z?
x =y = —z (mod p) volgt dat 2P +yP = —zP (mod p) en p|3aP. Zoals Fermat schrijven wij de conclusie in de marge, Z;llgt
wat de volgende stelling oplevert. tegeni{
spraa
Stelling 1.38. Zij p > 3 een priemgetal en Z[(p] een uniek ontbindingsdomein. Zij x,y, z geheel, alle ongelijk aan 0 m‘? N
en alle geen veelvoud van p. Dan is het onmogelijk dat P + yP = 2P. en

p=>T.



Hoofdstuk 2

Bewijs FLT voor reguliere priemgetallen

2.1 Idealen

Definitie 2.1. Een ideaal I is een deelverzameling van een ring R (commutatief met 1) zodat 0 € I. Ook geldt voor
allea,be I data—belenvoorallea€elenbe R dat abe I.

Definitie 2.2. Een hoofdideaal (a) is een ideaal gegeven door {ra|r € R}, waarbij a de voortbrenger van het
ideaal is. Als in een ring alle idealen in deze vorm kunnen worden geschreven, is deze ring een hoofdideaalring.
Het is ook mogelijk dat een ideaal meerdere voortbrengers heeft. Noem de voortbrengersverzameling V', dan geldt:
(V) ={>,, rmVm|rm € R, v, € V}. Hierin worden alleen eindige sommen gebruikt.

Definitie 2.3. Een ideaal p # R is een priemideaal als voor alle ab € p geldt dat a € p of b € p.
Lemma 2.4. Zijp C R een ideaal. Er geldt dat p een priemideaal is dan en slechts dan als R/p een domein is.

Bewijs. Zij p een priemideaal en rs € p. Omdat p een priemideaal is, geldt dat € p of s € p. In R/p geldt dat
rs =0 (mod p), waaruit volgt dat » = 0 (mod p) of s =0 (mod p). Hieruit volgt dat R/p een domein is. Stel dat
R/p een domein is. Als geldt dat rs = 0 (mod p), dan volgt daaruit dat » = 0 (mod p) of s =0 (mod p). Hieruit
volgt dat p een priemideaal is. O

Definitie 2.5. Een ideaal m in een ring R is een mazimaal ideaal als elk ideaal dat m strikt bevat gelijk is aan R.

Lemma 2.6. Zijm C R een ideaal. Er geldt dat m een mazimaal ideaal is dan en slechts dan als R/m een lichaam
18.

Bewijs. Stel dat m een maximaal ideaal is en x ¢ m, dan geldt dat m + (z) = R. Daarom geldt dat 1 = m + rz,
met m € m en r € R. Hieruit volgt dat 1 = rz (mod m), waarmee een inverse voor z is gevonden. Stel dat R/m een
lichaam is, met 2 # 0 (mod m). Dan bestaat er een r € R zodat rz =1 (mod m) en een m € m zodat m + rz = 1,
en dus m+ (z) = R. Dit geldt voor alle ¢ m, dus is m een maximaal ideaal. O

Definitie 2.7. Zij a en b idealen. De ideaalvermenigvuldiging ab is gedefinieerd als {>)" _, ambm|am € a,by, €
b,n > 1}. Controleren van de definitie van een ideaal levert op dat dit ook een ideaal is. Als ¢ = ab, dan is a een
deler van ¢ en geldt ¢ C a. Immers, zij ¢ = 2221 ambm € ¢ met a,, € a en b,, € b. Omdat a een ideaal is, geldt dat
Ambm € a. De som daarvan bevindt zich ook in a.

Lemma 2.8. Zija,b € R, dan geldt (ab) = (a)(b) = a(b).

Bewijs. Stel x € (ab). Dan geldt dat x = rab, met r € R. Omdat ra € (a) en b € (b), is = geschreven als product
van een element uit (a) en een element uit (b). Hieruit volgt dat (ab) C (a)(b). Stel dat x € (a)(b). Dan geldt
T =" _| Gna-byb met an,b, € R. Herschrijven levert op dat z = a). _| amby, -b. Omdat > | ambn, € R,
geldt x € a(b). Hieruit volgt dat (a)(b) C a(b). Stel x € a(b). Dan geldt = arb met r € R, waaruit volgt dat
x € (ab). Hieruit volgt dat a(b) C (ab) en (ab) = (a)(b) = a(b). O

Lemma 2.9. Zij (a) = (b) idealen. Dan geldt dat a = ub met u € R een eenheid.

Bewijs. Omdat a € (b), geldt a = rb met r € R; omdat b € (a), geldt b = sa, met s € R. Daaruit volgt dat a = rsa,
dus rs = 1. Daaruit volgt dat r een eenheid is, en s = r~! is ook een eenheid. O

10
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2.2 Dedekinddomeinen

Definitie 2.10. De afsluiting van een deelring D in een ring R is de verzameling van elementen r € R waarvoor een
monisch polynoom F(t) € D[t] bestaat zodat F(r) = 0.

Definitie 2.11. Zij R een domein en @ het breukenlichaam van R. FEr geldt dat R een gesloten domein is als de
afsluiting van R in @ gelijk is aan R.

Definitie 2.12. Een Dedekinddomeinlis een domein R zodat
1. Elk ideaal in R heeft een eindig aantal voortbrengers
2. Elk priemideaal ongelijk aan (0) is een maximaal ideaal
3. R is een gesloten domein
Lemma 2.13. Zij I # (0) een ideaal in R = Z[(p], dan is |R/I| eindig.

Bewijs. Stel @ € T en m = N(«). Omdat « een algebraisch geheel getal is, is m geheel. Omdat het minimaalpolynoom
van « irreducibel is, geldt dat m # 0. Omdat alle complexe inbeddingen van a ook algebraisch gehele getallen
zijn, geldt dat m € I. Hierbij is gebruik gemaakt van het feit dat Q((p)/Q een normale lichaamsuitbreiding is,
waardoor alle complexe inbeddingen van « zich in R bevinden. Er geldt dat (m) C I C R een rij van ondergroepen
is. Deze ondergroepen zijn commutatief, en dus normaal, dus kunnen quotiénten genomen worden. Uit de derde
homomorfismestelling volgt dat (R/(m))/(I/(m)) = R/I. Omdat R/I verkregen wordt door een quotiént te nemen
uit R/(m) = (Z/mZ)" en R/(m) eindig is, is R/I ook eindig. O

Stelling 2.14. De ring R = Og = Z[(] voor K = Q((,) is een Dedekinddomein.

Bewijs. De additieve groep van R is een vrije abelse groep G van eindige rang. Elk ideaal correspondeert met een
ondergroep van G. Omdat elke ondergroep van G zelf een vrije abelse groep met eindige rang is, heeft elk ideaal een
eindig aantal voortbrengers.

Voor een priemideaal p geldt dat R/p een domein is, en wegens lemma van eindige grootte. Hieruit volgt
dat R/p een lichaam is, en is p een maximaal ideaal: beschouw alle machten van een element « # 0 uit een domein.
Deze ongelijk aan 0, en er zijn maar eindig veel verschillende machten mogelijk. Daarom bestaan n > m bestaan
zodat @™ = o™ en a"~™ = 1. Hiermee is a"~™"! een inverse van a.

Tenslotte, zij a € @, het breukenlichaam van R, met F(t) = Y " _ ant™ € R[t] monisch en F(a) = 0. Omdat
elke a,, een algebraisch geheel getal is, geldt voor elke a,, dat Z[a,,] een eindig aantal voortbrengers heeft. Daarom
bestaat er voor elke a,, een k,, zodat elke macht van a,, te schrijven als Z-lineaire combinatie van afn met k < k,,.
Omdat gegeven is dat F(a) = 0, is elke macht van a te schrijven als Z-lineaire combinatie van o met k < n — 1
en a,,. Daarom is elk product van a,, en « te schrijven als som van een eindig aantal voortbrengers, en is « een
algebraisch geheel getal, en is R een gesloten domein. O

Er geldt dat de ring van algebraisch gehele getallen voor alle getallenlichamen een Dedekinddomein is, maar dat
is niet van belang om FLT te kunnen bewijzen.

Lemma 2.15. Zij R een domein, dan zijn de volgende beweringen equivalent:
1. Elk ideaal in R heeft een eindig aantal voortbrengers.
2. ZijIy C Iy C I3 C --- een oneindige keten van idealen. Dan bestaat er een m zodat I,, = I,, voor alle n > m.

3. Elke niet-lege verzameling van idealen S heeft een (niet noodzakelijk uniek) mazimaal element M € S: elk
ideaal in S dat M strikt bevat is gelijk aan R.

Bewijs. (1) = (2): Beschouw de keten van idealen Iy C Iy C I3 C --- en het ideaal I voortgebracht door alle I,,.
Volgens aanname heeft I een eindig aantal voortbrengers, en dus moet er een k bestaan zodat alle voortbrengers van
I zijn bevat in I. Maar omdat alle voortbrengers van I zich in I, bevinden, moet gelden dat I = I. Omdat voor
alle m > k geldt dat I C I,, C I volgt daaruit dat I = I,,.

(2) = (3): Kies, al dan niet met behulp van het keuzeaxioma, een ideaal I; € S. Dit kan omdat S niet leeg is.
Als er geen ander ideaal ongelijk aan R in S bestaat dat Iy bevat, geldt I; = M. Als er wel idealen ongelijk aan R
in S bestaan die I; bevatten, kies dan een van die idealen, en noem dat I5. Het herhalen van die proces levert een
eindige of oneindige keten van idealen op. Als deze keten eindig is, is het laatste ideaal gelijk aan M. Als deze keten
oneindig is, bestaat er volgens aanname een m zodat I, = I, voor alle n > m, en geldt dat I,,, = M.

(3) = (1): Zij I # R een ideaal. Beschouw nu de verzameling J van eindig voortgebrachte deelidealen van I.
Als I € 7, is het gevraagde bewezen. Als I ¢ J, merk op dat (0) € J, en dus is J niet leeg. Dan heeft J volgens
aanname een maximaal element M # I. Kies nu een element « € I, v ¢ M. Dan is M + () een eindig voortgebracht
deelideaal van I, dat M strikt bevat. Ook is M + (z) niet gelijk aan R, omdat M+ (x) C I. Dit levert een tegenspraak
op met het feit dat M een maximaal element van J is, dus moet gelden dat I € J. O

1Julius Wilhelm Richard Dedekind, 1831-1916
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Lemma 2.16. Elk ideaal I in een Dedekinddomein R bevat een product van priemidealen: er bestaat een ideaal
J C I zodat J een product van priemidealen is.

Bewijs. Stel dat er een ideaal in R bestaat dat geen product van priemidealen bevat. Dan is de verzameling van
idealen die geen product van priemidealen bevatten niet leeg. Daarom heeft deze verzameling een maximaal element
M. Er geldt dat M geen priemideaal is, dus er bestaan r,s € R, r,s ¢ M zodat rs € M. Omdat M strikt bevat
isin M + (r) en M + (s), bevatten M + (r) en M + (s) beide een product van priemidealen. Maar dan bevat
(M + (r))(M + (s)) ook een product van priemidealen. Immers, zij p1 C M + (1) en p2 C M + (s) producten van
priemidealen. Dan is p1p2 bevat in (M + (r))(M + (s)). Maar omdat (M + (r))(M + (s)) C M, bevat M een product
van priemidealen, wat een tegenspraak oplevert. O

Lemma 2.17. Zij (0) # I # R een ideaal in een Dedekinddomein R met breukenlichaam Q. Dan bestaat er een
c€Q, cé¢ R zodat cI C R.

Merk op dat I C R, dus dat er een element ¢ € ) bestaat zodat c¢I C R, is niet verrassend. Wat wel verrassend
is, is dat er een ¢ € @ bestaat waarvoor geldt dat ¢ ¢ R, en er alsnog geldt ¢I C R.

Bewijs. Zij a € I, a # 0. Wegens lemma bevat (a) een product van priemidealen. Kies r minimaal zodat
H:n:() pm C (a). Uit toepassen van lemma met de verzameling J van alle idealen ongelijk aan R die I bevatten
(merk op dat I € J, dus J is niet leeg) volgt dat er een maximaal ideaal p in R bestaat dat I bevat en geldt dat
H;:O Pm C p. Merk op dat uit lemma volgt dat de verzameling J een maximaal element bevat. Dit maximale
element p is ook een maximaal ideaal, omdat elk ander ideaal dat p strikt bevat zich ook in J bevindt. Ook bestaat
er een 0 < m < r zodat p,, C p: stel dat voor alle m geldt dat p,, niet is bevat in p, kies a,, € p,, met a,, ¢ p. Het
element []) _, an, bevindt zich in [ _; pm, en dus ook in p. Omdat p een priemideaal is, moet een van de a,, zich
in p bevinden, wat een tegenspraak oplevert. Na verwisseling mag worden aangenomen dat p; C p. Omdat R een
Dedekinddomein is, is p; maximaal, en volgt daaruit dat p; = p. Omdat r minimaal is, geldt dat []] _, p., niet is
bevat in (a). Kies nu een b € [/ _, p, met b ¢ (a). Hieruit volgt dat voor geen enkele 2 € R geldt dat b = za, dus
ba~! bevindt zich niet in R. Verder geldt ba='I C ba~'p;. Omdat b € [ _, Pm. geldt dat bp; C []) _; pm C (a),
waaruit volgt dat ba='p; C a=1(a) = R. O

Lemma 2.18. Zij I een ideaal in een Dedekinddomein R met breukenlichaam Q. Dan bestaat er een ideaal J zodat
1J een hoofdideaal is.

Bewijs. Zij a € I, met a # 0 en stel J = {b € R|bI C (a)}. Wij zullen bewijzen dat I.J = (a). Er geldt dat 0 € J, en
omdat (a) een ideaal is, geldt voor j,k € J dat j — k € J. Ook geldt voor j € J, r € R dat rj € J, omdat (a) een
ideaal is. Hieruit volgt dat J een ideaal is. Verder, voor i € I en j € J volgt uit de definitie van J dat jI C (a) en
in het bijzonder ij € (a). Omdat I.J is gedefinieerd als verzameling van eindige sommen, geldt dit alle termen van
de eindige som, en volgt dat I.J C (a). Omdat I.J C (a) geldt dat A = a=*IJ C R, ook is A een ideaal, omdat I
een ideaal is. Als A = R, geldt dat @ € IJ, en (a) C IJ C (a). Nu zullen wij uit A # R een tegenspraak afleiden,
waardoor altijd geldt dat A = R, waarmee het lemma is bewezen.

Stel A # R, dan bestaat er wegens lemma [2.17] een ¢ € Q met ¢ ¢ R, zodat cA C R. Omdat R een gesloten
domein is, voldoet het om te laten zien dat ¢ een nulpunt is van een monisch polynoom met coéfficiénten in R, waaruit
volgt dat ¢ € R. Zij j € J, dan geldt dat j = a~'aj € A, omdat a € I. Dan geldt dat J C A en ¢J C cA C R. Zij
j € J, dan geldt dat ¢jI C c¢IJ = caA. Er geldt dat ¢j € R, en omdat cA C R, geldt dat ¢jI C (a). Uit deze twee
feiten volgt dat ¢j € J en ¢J C J.

Kies nu een verzameling van voortbrengers «; van J met 1 < i < n. Omdat ¢J C J, geldt voor alle a; dat
ca; € J, en dus is elke cq; te schrijven als R-lineaire combinatie van de «;. Dit betekent dat er een matrix M met
elementen in R bestaat zodat M@ = cd waarin @ de vector van a; is. Hieruit volgt dat ¢ een nulpunt is van een
monisch polynoom met coéfficiénten in R, waaruit volgt dat ¢ € R, volgens de definitie van een Dedekinddomein.
Dit levert de tegenspraak op. O

Gevolg 2.19. Zij A, B, C idealen in een Dedekinddomein. Als AB = AC, dan geldt dat B = C.

Bewijs. Er bestaat wegens lemma een ideaal J zodat JA = (a). Uit AB = AC volgt dat JAB = JAC = (a)B =
(a)C = aB = aC, waaruit volgt dat B = C. O

Gevolg 2.20. Zij A, B idealen in een Dedekinddomein. Dan is A een deler van B dan en slechts dan als B C A.

Bewijs. Stel A een deler van B, dan volgt daaruit dat B C A, omdat B = AC met C een ander ideaal. Stel
B C A en kies een ideaal J zodat AJ = (a). Danis C = a"'JB C a'JA = R een ideaal in R en geldt dat
AC =a"'AJB = B. O

Stelling 2.21. FElk ideaal in een Dedekinddomein R is op unieke wijze te schrijven als product van priemidealen.
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Bewijs. Om aan te tonen dat elk ideaal is te schrijven als een product van priemidealen, stel dat dit niet zo is. Dan
is de verzameling J van idealen, ongelijk aan R, die niet te schrijven zijn als product van priemidealen niet leeg, en
heeft een maximaal element m # R. Merk op dat m een maximaal element in J is, en niet noodzakelijk een maximaal
ideaal. Omdat voor elk ideaal I geldt dat IR = I, kan R worden opgevat als een leeg product. Zoals in lemma [2:17]
is m bevat in een priemideaal p, waaruit wegens gevolg [2.20] volgt dat m = pI, met I een ideaal. Als geldt dat [ =m
volgt uit gevolg 2.19|dat m = Rm = pm, wat oplevert dat R = p, wat niet mogelijk is. Hieruit volgt dat m strikt bevat
isin I, dus geldt dat I een product van priemidealen is. Omdat m = pI, is m ook een product van priemidealen, wat
een tegenspraak oplevert.

Om de uniciteit van het product van priemidealen te bewijzen, neem aan dat H;@:1 P = an:l Om, Waarin p,,
en q,, priemidealen zijn. Hieruit volgt dat [[’ _, qm C p1, en dat een van de q,, bevat is in p;, analoog aan het
bewijs in lemma [2.17} Zonder verlies van algemeenheid kan worden aangenomen dat ¢; C p;, waaruit volgt dat
p1 = q1, omdat q; een priemideaal is, en dus ook een maximaal ideaal, volgens de definitie van een Dedekinddomein.
Volgens gevolg Volgt hieruit dat [, _o pm = [1),—o 9m. Herhalen van dit proces levert op dat r = s en afgezien
van volgorde geldt voor alle m geldt dat p,,, = qm,. O

2.3 Stelling van Minkowski

Definitie 2.22. Zij I C R een ideaal, dan is de ideaalnorm van I gelijk aan N(I) = |R/I|, waarbij |R/I| de orde is
van het quotiént van I in R.

Definitie 2.23. Een rooster H is een deelverzameling van R", gedefinieerd door {} ., _; amem|a, € Z}. Hierbij
zijn de e, € R™. Het volume van H wordt gegeven door de determinant van de vectoren {e,}.

Voorbeeld 2.24. Beschouw de ring R = Z[(] met ¢ = (3 en het ideaal I = (3+2(). Een Z-basis voor R wordt gegeven
door {1, (}, wat een basismatrix Br = ((1) (1)> oplevert. Een Z-basis voor I wordt gegeven door {7,2 — (}, wat een

basismatrix By = ((7) _21> oplevert. Het volume van de basis van R wordt gegeven door Vol(R) = det(Br) = 1
en het volume van de basis van I wordt gegeven door Vol(I) = det(By) = —7. Merk op dat dit overeenkomt met

het feit dat N(3 +2¢) = (3 +2¢)(3 + 2¢?) = 7: in het algemeen is de norm van een hoofdideaal gelijk aan de norm
van de voortbrenger, zie lemma [2.40] Het volume van I werd berekend ten opzichte van de basis van R, terwijl wij
dit in R? willen berekenen. Hiervoor moeten de basisvectoren 1 en ¢ worden ingebed in C = R2. Dan geldt dat

1 -1
B = (0 1\/23), waarbij de bovenste rij het reéle deel en de onderste rij het imaginaire deel van de basisvectoren
2

. 1 -1 . L

is. Verder geldt B'B = (1 12>. Omdat det(B'B) = %, is het volume van de basis gelijk aan %\/3 De andere
2

complexe inbedding, ¢ — (2, is de complex geconjugeerde van de gebruikte complexe inbedding en levert hetzelfde

volume op, omdat complexe conjugatie overeenkomt met een rij in de matrix vermenigvuldigen met —1.

Voorbeeld 2.25. Beschouw de ring R = Z[(] met ¢ = (5. Een Z-basis voor R wordt gegeven door {1,¢,¢?,¢3}. Nu
willen wij het volume van deze basis in R* berekenen. Hiervoor moeten de basisvectoren worden ingebed in C? = R%.
Er zijn vier complexe inbeddingen: twee paren van twee geconjugeerde inbeddingen. De inbeddingen ¢ — ( en
¢ + (2 zullen worden gebruikt. Er geldt dat

. | _14¥E _1_ B _1_ B
1 §RC §RC mc 4 4 4 4 4 4
N /5
oo s s se| o Vi Vi-f 5o o)
Tl RECORCE R _1_ V5 1., V5 _1 V5
0 ¢ ¢t 3¢ Y i
V5 V5 5 1 76
0 3-% —\/gﬂ‘? \/§+s
en 1 1 1
9 -1 _1 _1 4 -1 -1 -1
SETRP SR S O EE N S TR R
Be=1_1 0 9 1=l 1 4 (2.2)
R S R

Vegen levert op dat

4 -1 -1 -1 |0 -5 -5 15
0 -5 10
-1 4 -1 -1 _ |0 5 0 =5 -5 10
1 -1 4 -117lo o 5 -_s5 —(5) g :g _—5’5 5’_125. (2.3)

-1 -1 -1 4 -1 -1 -1 4

Hieruit volgt dat det(B'B) = 422, dus heeft de basis van Z[(] een volume in R* van 2+/5.
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Deze voorbeelden leveren een algemene manier op om het volume van een basis van Z[(,] te bepalen. Voor elk
paar geconjugeerde complexe inbeddingen wordt een van beide gekozen. Dit levert (p — 1)/2 complexe inbeddingen
op, met elk een reéel en imaginair deel. Merk op dat in K = Q((,) complexe inbeddingen in geconjugeerde paren
voorkomen; dit is niet zo in willekeurige getallenlichamen. Verder zijn er p — 1 basisvectoren, dus levert dit een
vierkante basismatrix op. Voor berekeningen is het makkelijker om met de complexe inbeddingen te werken, in
plaats van een apart reéel en imaginair deel. Uit het nemen van lineaire combinaties volgen uit de inbeddingen ¢ en
@ de inbeddingen o +7 = 2Ro en (7 — 0)/2 = —iSo. Hieruit volgt dat Vol(R) = det(B) = 2~ (P~1/2 det(A), waarbij
Ay = Ui(aj). Verder zijn a; met 1 < j < p — 1 de Z-basisvectoren van Z[Cp] en g; met 1 < ¢ < p—1 de complexe
inbeddingen van Z[(,]. Merk op dat alleen de absolute waarde van de determinant van belang is, dus rijen kunnen
verwisseld worden.

Definitie 2.26. Zij K een getallenlichaam en {a,,} een Z-basis van R = Ok, de ring van algebraisch gehele getallen
in K. Dan is de discriminant d(K) gelijk aan det(M) waarbij M;; = Sp(a;a;).

Merk op dat M = A*A, waarbij A;; = 0;(a;) en o; de complexe inbeddingen van K zijn. Ook is de discriminant van
K onafthankelijk van de gekozen basis. Het volume van de basis van O = Z[(,] is dus gelijk aan 2=®=1/2, /|d(K)].

Definitie 2.27. De afbeelding 6 : Z[(,] — C?~1/2 stuurt a € Z[(,] naar een vector §(a) € CP~1)/2 bestaande uit
alle complexe inbeddingen van Z[(,], waarbij van elk paar complex geconjugeerde inbeddingen slechts een van beide
complexe inbeddingen wordt gebruikt.

Definitie 2.28. De verzameling B; is gedefinieerd als {z € C(P~1)/2 Zg;})m |2m | < t}.[I, hoofdstuk 5]

p—1
Lemma 2.29. Voor alle o € Z[(p] met 6() € By geldt dat | N(o)| < (p 1)
Bewijs. Wegens de ongelijkheid tussen rekenkundig gemiddelde en meetkundig gemiddelde geldt dat |N(«)| =
_:11 lom ()] < (p D 1 lom(a)))P~L. Omdat a € B; en van elk paar geconjugeerde complexe inbeddingen

p—1
slechts een inbedding wordt bekeken, geldt dat £ > \Um( )| <tenN(a)< (172%1) . O

(2x)(P—1D/2 p—1

Lemma 2.30. Het volume van By is gelijk aan T

Bewijs. Voor p = 3 is het volume van B; gelijk aan 7t2, wat klopt met de uitspraak. Stel nu dat de uitspraak geldt voor

p, dan is het volume van B; voor p+ 2 gelijk aan fot 271y Vol(B;_,)dy. Dit is gelijk aan fot 2ﬂyw(t—y)p_ldy =

(p—1)!
y(P=1/
2 (2721)?1)1, ’ fO y —t)P~1dy. De substitutie z = y —t levert op dat fo —t)P~tdy = f?t(x +t)xP~ldx, wat gelijk
(r—1)/
is a&:n T/f::ll + tp; L = pf:iil) Invullen levert op dat het volume van B; voor p + 2 gelijk is aan 277%% =
+1)/2
% 1 waarmee de inductiestap is bewezen. O

Stelling 2.31 (Minkowskﬂ [1, stelling 5.1.3]). Zij I' € R™ convex, puntsymmetrisch ten opzichte van de
oorsprong van R™, en H een rooster. Als het volume van T groter is dan 2™ Vol(H), bevat T een roosterpunt van H,
ongeligk aan 0. Verder, als T' compact is, geldt de stelling ook als het volume van T' geligk is aan 2" Vol(H).

Bewijs. Na een lineaire transformatie die H naar H' = Z" stuurt, moeten alle volumes worden gedeeld door Vol(H).
Hieruit volgt dat het volume van I groter dan 2™. Ook is IV puntsymmetrisch en convex. Beschouw de functie
F:T" —[0,2]™ met x — x (mod 2). Als deze functie injectief zou zijn, zou I'V een volume van maximaal 2" kunnen
hebben, want elke = € [0,2]™ mag maar een punt in I als inverse hebben. Omdat het volume van I groter is dan
2" bestaat er een x € [0,2]™ met twee inverse beelden. Hieruit volgt dat er a # b € T bestaan, met a = b+ v, zodat
v gehele codrdinaten heeft, alle een geheel veelvoud van 2. Omdat I puntsymmetrisch rond de oorsprong is, geldt
ook dat —b € IV, Omdat I convex is, bevindt het hele lijnstuk tussen a en —b zich in I, in het bijzonder geldt dat
(a—0b)/2 € IV. Omdat (a —b)/2 = v/2 en v # 0 en de coérdinaten van v een geheel veelvoud van 2 zijn, is v een
roosterpunt in R™.

Als T' compact is en Vol(I") = 2" Vol(H), beschouw dan I',;, = (14 1/m)I" met m > 1. De verzamelingen I';, zijn
compact en hebben een volume groter dan 2" Vol(H). Daarom is de verzameling S,,, = T';;, N (H\0) niet leeg. Ook is
Sm eindig, omdat I',, begrensd is. Omdat Sy,+1 C Sp, geldt dat NS°_; S, niet leeg is: stel dat er voor elke z € S
een my, bestaat zodat © ¢ Sp,,. Dan geldt voor N = max(my) dat alle € S; zich niet in Sy bevinden, waaruit
volgt dat Sy leeg is. Dit is onmogelijk dus bestaat er een x € S die zich in S, bevindt, voor alle m > 1. Stel nu
x € NS_1Sm. Dan geldt dat x € (H\0) en /(14 1/m) € T voor alle m. Omdat I" gesloten is, geldt dat x € T'. O

2Hermann Minkowski, 1864-1909
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2.3.1 Toepassing: elk geheel getal is te schrijven als som van vier kwadraten

De bewering en het bewijs van de stelling van Minkowski lijken eenvoudig, maar toch heeft deze stelling veel toe-
passingen. De toepassingen die nodig zijn om FLT te bewijzen staan in de volgende sectie, hier volgen nog twee
toepassingen, gebaseerd op http://www.artofproblemsolving.com/community/c1157h990752.

Gevolg 2.32. Elk priemgetal met p =1 (mod 4) is te schrijuen als de som van twee kwadraten van gehele getallen.

Bewijs. De groep (Z/pZ)* is cyclisch van orde p — 1. Omdat p — 1 een veelvoud is van 4 is —1, het unieke element
van orde 2, een kwadratische rest: —1 = g®=1/2 = (¢(®»=1/4)2 met g € (Z/pZ)* een voortbrenger. Daarom bestaat
er een m € (Z/pZ)* zodat m*+1 =1 (mod p). Beschouw nu het rooster H in R? met ('7") en () als basisvectoren.
Voor elk element uit H geldt dat het kwadraat van de vectorlengte deelbaar is door p: voor k,l € Z geldt dat
(km + Ip)? + (k + 0)2 = k*(m? + 1) + 2kmlp + [>p? een veelvoud is van p. Het volume van dit rooster is gelijk aan
P = p, dus elke convexe, gesloten, puntsymmetrische deelverzameling van R? met een volume van minstens 4p
bevat wegens de stelling van Minkowski een roosterpunt van H. Beschouw de cirkel in R?, gegeven door 22 +y2 < 2p,
of door 22 +y2 < (2 — ¢)p met £ > 0. Deze cirkel heeft een volume van (2 — ¢)7p, en dit is groter dan 4p, omdat
7 > 2. Daaruit volgt dat er een roosterpunt (x,y) € H bestaat waarvan x? + y? een veelvoud is van p. Daarnaast
geldt 22 +y? < 2p, dus volgt daaruit dat 22 +y? = p. Samenvattend is elk priemgetal met p = 1 (mod 4) te schrijven
als som van twee kwadraten, omdat = > 2. O

Gevolg 2.33. Elk geheel getal is te schrijuven als de som van vier kwadraten van gehele getallen.

Bewijs. De Euleridentiteit voor vier kwadraten stelt dat

(a] + a3 + a3 + a3)(b3 + b3 + b3 + b3) 2

+
+

+(a1by + aobs — azby — asby

a1b1 + agbg + a3b3 + a4b4

=( )
(a1by — asby + asby — asbz)?
(a1b3 — agbs — azby + (14[?2)2
( )

2 (2.4)

waardoor het voldoende is om de bewering voor priemgetallen p te bewijzen. Voor een priemgetal zijn er p — 1
inverteerbare restklassen, waaruit volgt dat er (p — 1)/2 restklassen te schrijven zijn als het kwadraat van een
restklasse. Omdat 0 ook een kwadraat is, bestaan er (p 4+ 1)/2 kwadraten. Daarom hebben de verzamelingen
{—a?|la € (Z/pZ)*} en {b® + 1|b € (Z/pZ)*} een niet-lege doorsnede, omdat er slechts p restklassen (mod p)
bestaan. Daarom bestaan er a,b € Z zodat p een deler is van a? 4 b% + 1. Beschouw het rooster H opgespannen door

pb a O
01 00
0010 )
Oa —-bp

Voor de punten in het rooster, merk op dat de bijdrage van de eerste en laatste basisvector de restklasse van
de kwadratische absolute waarde (mod p) niet verandert. Verder geldt dat (kb + la)? + k? + 12 + (ka — [b)? =
k2(a? +b%+1) +1?(a® +b? + 1), waardoor voor elk punt in het rooster de kwadratische absolute waarde een veelvoud
is van p. De determinant van de gegeven matrix is gelijk aan p?, waardoor elk convexe, gesloten en puntsymmetrische
deelverzameling van R* met een volume van tenminste 16p? een roosterpunt van H bevat. Beschouw de bol in R*,
gegeven door 22 + y? + 22 + w? < (2 — €)p, dus met een straal van /2p. Wij nemen zonder bewijs aan dat het
volume van een bol met straal r in R* wordt gegeven door %77'27“4 waaruit volgt dat deze bol een volume heeft van
12— )271'2p2 Omdat 72 > 8, volgt uit de stelling van Minkowski dat het gegeven rooster een punt bevat met
22 + 1% + 22 + w? < 2p. Omdat 22 + y? + 22 4+ w? een veelvoud is van p, geldt dat p = 22 + y2 + 22 + w?. O

2.4 Equivalentieklassen en ideaalnormen

Definitie 2.34. De idealen a en b in een Dedekinddomein R zijn equivalent als er a,b € R bestaan zodat aa = bb.
Reflexiviteit geldt met a = b = 1 en symmetrie door a en b te verwisselen. Transitiviteit geldt ook: als aa = bb en
db = cc, dan geldt ada = bdb = bce.

Lemma 2.35. De equivalentieklassen van idealen volgens definitie in R vormen een groep onder vermeniguul-
diging. Het product van de equivalentieklassen A en B, met a € A en b € B idealen in deze equivalentieklassen, is
geligk aan de klasse waarin het ideaal ab zich bevindt.

Bewijs. Deze operatie is onafthankelijk van de gekozen idealen. Om dit te bewijzen, zij a1, a3 € A zodat a;a; = aqas
met aj,as € R en 51,[32 € B zodat bjb; = byby met b1,bg € R. Dan geldt dat aijbjaib; = a2b2a252, en Zijn
a1b1 en asby equivalent. Het product van twee equivalentieklassen levert een andere equivalentieklasse op, waaruit
geslotenheid onder vermenigvuldiging volgt. Ook is deze vermenigvuldiging associatief.

Voor a € R en a C R een ideaal geldt dat (a)a = aa, waaruit volgt dat (a)a en a equivalent zijn. Hieruit volgt
dat elke ideaalklasse waarin zich een hoofdideaal bevindt gelijk is aan de eenheidsideaalklasse. Deze klasse is uniek,
omdat alle hoofdidealen equivalent zijn: a(b) = (ab) = b(a) voor a,b € R. Verder, voor een niet-hoofdideaal b geldt
voor alle b € b dat (b) # b. Daaruit volgt voor alle ab € ab dat (ab) # ab: uit (ab) = ab zou wegens gevolg[2.19 volgen
dat (b) = b. Daarom is ba geen hoofdideaal, waaruit volgt dat een niet-hoofdideaal zich niet in de eenheidsideaalklasse
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bevindt. Tenslotte heeft elke ideaalklasse een inverse, omdat er volgens lemma voor elk ideaal I een ideaal J
bestaat zodat I.J een hoofdideaal is. O

Lemma 2.36. Zij I en J idealen in een Dedekinddomein R. Dan geldt dat N(I)N(J) = N(1J).

Bewijs. Stel dat I en J geen gemeenschappelijke priemideaalfactoren hebben. Er geldt dat I + J een product van
priemidealen is, en in het bijzonder is I 4 J bevat in een priemideaal p uit deze ontbinding. Dan geldt voor alle ¢ € T
en j € J dat i+ j € p. Ook geldt dat i — j € p, omdat —j € J. Daaruit volgt dat ¢ +i € p en 5+ j € p. Kies nu uit
de priemideaalontbindingen van I en J priemidealen p; en ps zodat I C p; en J C po. Dan geldt dat ¢ + i € p en
i+1 € p;. Omdat elk priemideaal in een Dedekinddomein maximaal is, geldt p; = p. Analoog geldt po = p. Hieruit
volgt een tegenspraak, omdat I en J geen gemeenschappelijke priemideaalfactoren hebben, dus geldt dat p = R en
I+ J = R. Uit de Chinese reststelling volgt dat R/IJ en R/I x R/J isomorf zijn, dus N(I) N(J) = N(IJ). Hieruit
volgt voor I = [ _, pkm met k,, > 0 dat N(I) =[] _, N(pkm). Schrijf J = [ _; pl» met l,,, > 0. Dan geldt dat

N(J) = [15 _; N(plm). Ook geldt dat N(I.J) = [ _; N(pkm+lm) en N(I)N(J) =[] _, N(pkm) N(plm). Als bewezen
kan worden dat N(p*) = N(p)* voor priemidealen p en k > 0, is dit lemma bewezen.

Uit de derde isomorfismestelling volgt dat R/p* = R/p*~! x p#~1/p*. Herhalen levert op dat R/pF = R/p x
p/p? x - x pE=2/pk=1L x pF=1/pF. Er geldt dat pF*+! strikt bevat is in p*: uit gevolg volgt dat pFtl C p*,
maar p¥ C p**! is onmogelijk, want dan zou p**! een deler moeten zijn van p*. Kies nu een a € p* met a ¢
p**1. Er geldt dat R/p en aR/ap isomorf zijn. Beschouw nu het inclusichomomorfisme ¢ : aR — p*/p*+1. Dit
homomorfisme heeft (o) NpF*+1 als kern en («)/p**! als beeld. Omdat het quotiént met p wordt genomen, geldt dat
() /pF*t = ((a) + pFT1)/pF+L. Verder, omdat (o) C p*, geldt wegens gevolgdat (o) = ap®, waarbij a en p geen
gemeenschappelijke priemdelers hebben, omdat o ¢ p**!. Herschrijven levert een beeld van (p*(a + p))/p**+* op.
Omdat a en p geen gemeenschappelijke priemidealen hebben, geldt dat a +p = R, en is het beeld van ¢ gelijk aan
p* /p*+1. Tenslotte geldt dat ker ¢ = (a)Np*+1 = ap®Np**1. De doorsnede van ap® en p¥*1 is het grootste ideaal dat
bevat is in beide idealen. Wegens gevolg is dit ideaal gelijk aan ap**! = (a)p. Uit de eerste isomorfismestelling
volgt dat aR/ap = p*/pF*+1 en dus ook R/p = p¥/pkTl. Hieruit volgt dat N(p™) = N(p)™. O

Stelling 2.37 (Smithnormaalvornﬂ,[12, stelling 2.11.12]). Zij R een hoofdideaaldomein en A een n x m-matriz
met elementen in R. Dan bestaan er een n X n-matriz U en een m X m-matrix V. met elementen in R zodat UAV
een diagonaalmatriz is.

Bewijs. Het bewijs (door middel van een algoritme) van deze stelling is te vinden in de bronvermelding. Er wordt
gebruik gemaakt van het vegen van matrices. O

Gevolg 2.38. Zij G een ondergroep van Z". Dan bestaan er een Z-basis van G en een Z-basis van Z" zodat de
matriz van de basis van G een diagonaalmatriz is ten opzichte van de basis van Z".

Bewijs. 7ij A de matrixvoorstelling van een basis van I ten opzichte van de standaardbasis van Z"™. Wegens stel-
ling bestaan er inverteerbare matrices U, V zodat UAV een diagonaalmatrix is. Kies nu U ™! als Z-basis van Z"
en AV. Omdat vermenigvuldiging van U~! de projectie van AV op de basis U oplevert, volgt het resultaat. O

Voorbeeld 2.39. Stel I C Z? voortgebracht door de vectoren (2, —6,10), (4,6, —4)" en (4,12, —16)%. De eerste stap
van het algoritme levert op dat

2 4 4 1 -2 -2 2 0 0

-6 6 12|[o 1 o0o]=[-6 18 24

10 -4 —-16/ \o 0 1 10 —24 —36

1 00\/2 0 0 2 0 0

3 1 0|[-6 18 24 =0 18 24 |. (2.5)
-5 0 1) \10 —24 —36 0 —24 —36

Hierbij is van belang dat de grootste gemene deler van de bovenste rij, die gelijk is aan 2 in de linkerbovenhoek stond.
Daarom hoefde geen Euclidisich algoritme te worden uitgevoerd. In de matrix die uit de eerste stap volgde, staat in
de linkerbovenhoek van de 2 x 2-deelmatrix niet de grootste gemene deler, waardoor de tweede stap begint met

2 0 0 1 0 0 2 0 0
0 18 24 0 1 0)]=(0 —6 24 |. (2.6)
0 —24 -36 0 -1 1 0 12 —-36
Verder geldt dat
2 0 0 100 2 0 O 1 00 2 0 0 2 0 O
0 -6 24 01 4)=]10 -6 O en 0 10 0 6 0)=(0 -6 0]. (2.7)
0 12 -36 0 0 1 0 12 12 0 2 1 0 12 12 0 0 12

3Henry John Stephen Smith, 1826-1883
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Hieruit volgt dat

1 0 0 1 0 0 1 0 0
v={(o 1 0|3 1 0]=(310 (2.8)
0 2 1 -5 0 1 1 2 1
en
1 -2 =2 1 0 O 1 0 0 1 0 =2
v={[o 1 o|fo 1 offo 1 4)=[0 1 4]. (2.9)
0 O 1 0 -1 1 0 0 1 0 -1 -3
1 0 O 2 0 O
Wanneer de Z-basis U"' = [ =3 1 0] van Z3 wordt gekozen, en de Z-basis AV = | -6 —6 0 | voor I, is
5 -1 1 10 12 12

de gekozen basis van I een diagonaalmatrix ten opzichte van de gekozen basis van Z3.

Lemma 2.40 ([7, stelling 7.2]). Voor a € R = Z[(,] met a # 0 geldt dat N((«)) = |N(a)|, waarbij N((«)) de
norm van het hoofdideaal () is.

Merk op dat wordt gebruikt dat de additieve groep van R een vrije abelse groep is. Dit is in het algemeen zo
voor alle Dedekinddomeinen, maar in deze scriptie alleen bewezen voor R = Z[().

Bewijs. Er geldt dat («) een ondergroep is van de additieve groep R van gelijke rang, omdat N((«)) eindig is. Dan
bestaan er wegens stelling - een Z-basis {b,,} van R en a,, € Z zodat {ambn} een Z-basis van («) is. Dan geldt
dat R/(a) = @Y _ (Z/am )b en N((a)) =10 1 lanm|. Omdat Q(¢,) = Q[(,], vormt {b,,} met 1 <m <p—1 een
Q-basis van Q(Cp) Ook is {ambn,} een Q-basis van Q((,). Tenslotte is ook {ab,,} een Q-basis van Q((,), omdat
deze verzameling bestaat uit p — 1 onafhankelijke vectoren.

Omdat er sprake is van een eindigdimensionale vectorruimte, kunnen deze bases onderling worden getransformeerd
door matrices. Nu kan er op twee manieren van {b,,} naar {ab,,} getransformeerd worden: rechtstreeks of via
{ambm}. De afbeelding van {b,,} naar {ab,,} heeft per definitie determinant N(«). De matrix van de afbeelding
van {b,, } naar {a,,by,} is een diagonaalmatrix met op de diagonaal de termen a,,, dus heeft determinant []° | ay,.
De bases {ab,,} en {a,,b,} zijn beide Z-bases voor het ideaal («). De matrixelementen zijn dus geheel, dus de

determinant is ook geheel. Daarnaast is de afbeelding inverteerbaar, dus is de determinant gelijk aan +1. Hieruit
volgt dat N(e) = £ [[%_, am en | N(a)| = N((a)). O

Lemma 2.41. Zij I C R C K = Q((p) een ideaal. Dan bevat I een element x # 0 zodat

=1 (p— 1)l

IN@) < MeNU) - met - Mi = 0357512

(K. (2.10)

Bewijs. De verzameling B; uit definitie 2.28is puntsymmetrisch, gesloten en convex, dus voldoet aan de voorwaarden

(r=1)/
van de stelling van Minkowski, en het volume van B; is gelijk aan % tP~1. Merk op dat hier wordt gebruikt

dat C?~1/2 =~ RP—1 Als nu ¢ zodanig gekozen wordt dat het volume van B; gelijk is aan 2°~! Vol(I), bevat het
rooster van de inbedding (zoals in voorbeeld [2.25)) van I in ]RP ! een punt dat Zich ook in B; bevindt. Er geldt dat
Vol(I) = 2=®=1/2, /ld(K)|N(I), waaruit volgt dat tP~! = 7r)(1’ 1)/2 VI|d(K)|N(I). Hieruit volgt dat er een element

in € I bestaat zodat | N(z)| < 2~ ! (p—1)! \/7N -

(p—1)p—1 () (p 1)/2

Lemma 2.42. Elke ideaalklasse in R = Z[(,] bevat een ideaal a zodanig dat N(a) < M.

Bewijs. Zij gegeven een ideaalklasse 2. Beschouw nu een ideaal b in de inverse ideaalklasse 20~!. Volgens lemma
bestaat er een b € b zodat |N(b)| < Mg N(b), ook geldt dat (b) C b. Kies nu een ideaal a € 2 zodat ab een hoofdideaal
is. Volgens het bewijs van lemma geldt dat ab = (b). Er geldt dat N((b)) = | N(b)| = N(a) N(b) < Mg N(b),
waaruit volgt dat N(a) < Mk. O

Lemma 2.43 ([1l, propositie 4.2.9]). Zij I C R een ideaal. Dan geldt dat N(I) € I.

Bewijs. Beschouw de additieve groep R/I en 1 € R/I, waarbij 1 de restklasse van 1 (mod I) is. Dan geldt dat

T/ — 0 het eenheidselement in R/I is. Omdat de groep additief is, wordt A/ geschreven als |R/I|1 = |R/I|,
waaruit volgt dat N(I) € I. O

Lemma 2.44 ([1, propositie 4.2.12]). Zij m € Z C R. Dan bestaan er slechts eindig veel idealen I C R die (m)
bevatten.

Bewijs. Wegens gevolg volgt uit (m) C I dat I een deler is van (m). Omdat (m) is te schrijven als product
van priemidealen, kunnen er slechts op een eindig aantal manieren priemidealen uit de ontbinding van (m) worden
gekozen. O

Gevolg 2.45. De equivalentierelatie in definitie[2.3]) levert een eindig aantal equivalentieklassen op.
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Bewijs. Wegens lemma bevat elke ideaalklasse een ideaal met norm kleiner dan M. Uit lemma [2.43| volgt voor
elk ideaal I dat N(I) € I. Uit lemma volgt dat er slechts eindig veel idealen zijn die N(I) bevatten, en er zijn
een eindig aantal normen mogelijk, kleiner dan M. Er zijn dus slechts eindig veel idealen met een norm kleiner dan
M. O

Definitie 2.46. Het aantal equivalentieklassen uit definitie 2:34] dat wegens gevolg eindig is, wordt het klas-
sengetal van het Dedekinddomein R op.

2.5 Bewijs FLT, geval 1 voor reguliere priemgetallen

In sectie|l.6|is de aanname dat Z[(,] een unieke ontbindingsring is alleen gebruikt in lemma Echter, Z[(,] is niet
voor elk priemgetal p een unieke ontbindingsring. Omdat Z[(,] wel een Dedekinddomein is, is elk ideaal op een unieke
manier te schrijven als product van priemidealen. Hiermee kan voor een nog te bepalen verzameling priemgetallen
dezelfde conclusie als van lemma [[.35 bereikt worden.

Lemma 2.47 (Analoog met lemma D . 70 <k <l<p-—1 geheel. Dan hebben (x + C?’,fy) en (x + C}l,y) geen
gemeenschappelijke priemideaalfactoren.

Bewijs. Zij p # Z[(p] een priemideaal zodat p|(x+§§y) en p|(:v+§1l,y). Dan geldt dus dat (a?—&—C;fy) Cpen (:I:—l—(zl,y) C p.
Omdat = + {I’fy €Epenx+ Czl,y € p geldt ook dat {;fy — (Il,y € p. Omdat p een priemideaal is, moet gelden dat C[,f €p
of y(1 —¢/%) € p. Het is onmogelijk dat ¢} € p, want ¥ is een eenheid: omdat ¢} een eenheid is, volgt dat 1 € p
en p = Z[(p).

Omdat C;n(l*k)(l — Cll)_k)y + (1 - C;n(lfk))y = (1- ,(,mﬂ)(l*k))y volgt met inductie dat y(1 — C;n(lfk)) €Ep
voor alle 1 < m < p — 1. De eerste stap m = 1 is in de vorige alinea bewezen, en omdat p een ideaal is, geldt

;n(l_k)(l — C}lf’“)y € p. Omdat de afbeelding f : Z/pZ — Z/pZ met x — (k — )z bijectief is, volgt daaruit dat

=g =T a - gn.

Het product nemen van alle y(1 — (;n(l*k)) levert op dat yP~! Hﬁ;ll(l — (") = yP~'p € p, dit volgt uit het bewijs
van lemma Maar uit y?~!p € p volgt dat y?~2p € p of y € p. Dit impliceert dat y?~2p € p. Herhaald toepassen
levert op dat yp € p.

Volgens aanname is p geen deler van z, dus geldt ggd(yp,z) = 1. Hieruit volgt dat er n,m € Z bestaan zodat

nyp + nz = 1. Omdat = + C;fy € p, geldt dat z € p en daaruit volgt dat 1 € p, dus p = Z[(,]. Dit levert een
tegenspraak op met de aanname dat p een priemideaal is. O

Gevolg 2.48 (Analoog met gevolg . Voor alle gehele 0 < k < p — 1 geldt dat (z + C;fy) = aP met a een
tdeaal.

Bewijs. Stel dat p|(z + (y) met p een priemideaal. Uit vergelijking volgt dat (zP + yP) = (2P) = (2)? =
Hi;é(x + C;fy) en p deelt dus (2)P. Daaruit volgt dat p een deler is van (z), dus pP|(z)P. Dit impliceert dat pP een
deler is van (x—i—(ﬁy), omdat (Jc—i—(;fy) voor | # k geen priemideaalfactoren gemeenschappelijk heeft met (x—&—CIl,y). Na
aan beide kanten van vergelijking (in ideaalvorm, in plaats van getallen) een priemideaalfactor p? weggedeeld
te hebben, is het mogelijk dat p nog steeds (x + (;jy) deelt. Dan kan bovenstaand bewijs worden herhaald. Omdat
de macht van elke priemideaaldeler van (z + C;fy) een veelvoud is van p, kan dit product van priemideaalelementen
worden geschreven als aP, met a een ideaal. O

Definitie 2.49. Een priemgetal p is een regulier priemgetal als p geen deler is van het klassengetal van de ideaal-
klassengroep van Z[(,).

Merk op dat FLT nu wordt bewezen voor een gegeven verzameling priemgetallen, maar de redenering is omgekeerd:
aan de hand van het gegeven bewijs wordt een verzameling priemgetallen gedefinieerd waarvoor het bewijs werkt.
Als p een regulier priemgetal is, bestaat er in de klassengroep geen element met orde p. Omdat (z + C}’fy) =al is
a? een hoofdideaal, en is a = (a) ook een hoofdideaal. Omdat (z + ¢}y) = (a)? geldt dat = + ¢}y = ua? met u een
eenheid. Nu kan het bewijs van sectie herhaald worden. Dit levert de volgende stelling op:

Stelling 2.50. Zij p > 3 een requlier priemgetal en x,y, z geheel, alle ongelijk aan 0, alle geen veelvoud van p. Dan
is het onmogeligk dat xP + yP = 2P.

2.6 Bewijs FLT, geval 2 voor reguliere priemgetallen

Lemma 2.51 ([1, lemma 6.1.1]). Zij o € R met een norm van £1. Dan is a een eenheid.

Bewijs. Omdat de constante term in het minimaalpolynoom van « gelijk is aan +1, kan het minimaalpolynoom
P(a) = 0 worden herschreven als aF'(a) £1 = 0, waarbij F'(«) een polynoom is met gehele coéfficiénten. Hiermee is
een inverse voor « gevonden. O
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Lemma 2.52. Er geldt dat 1 — ¢, € Z[(,] een priemelement is en p = u(1 — Cp)V1 met u een eenheid. Ook geldt
dat Z[Cp /(1 = (p) = Z/PZ.

Bewijs. Beschouw het homomorfisme ¢ : Z[(,] — Z/pZ met P amCm =y am (mod p). Voor a,b € Z[(,)]
geldt dat gb(a +b) = ¢a) + ¢(b) (mod p) Verder, voor a = > 2 ame en b = Zm:O bm (" geldt dat ¢(ab) =
o>, st alClme"’) o Z alb = ¢(a)p(b). Er geldt dat ker¢p = (1 — (), immers, neem aan dat
¢(a) = 0. Er geldt dan dat Em:O am een veelvoud is van p. Voor a’ = a+ a,—1¢572(1 — () geldt dat ¢(a’) = ¢(a)
en a/ = a (mod 1 — (), en de coéfficiént voor (2! van @' is gelijk aan 0. Herhalen van dit proces levert een
agp € Z C Z[G) op met agp = a (mod 1 — ¢ ) en ¢(ag) = ¢(a) = 0. Omdat ¢(ag) = 0, is ag een veelvoud van p, en
omdat p = [[2._ (1 — (") wegens lemma een veelvoud is van 1 —(,, is ag een veelvoud van 1—¢,. Omdat ap = a
(mod 1-¢,), geldt dat a een veelvoud is van 1 (p- Hiermee is bewezen dat ker ¢ C (1—¢,). Omdat ¢ multiplicatief
is, en ¢(1 — ¢) =0, geldt dat (1 — (,) C ker ¢. Uit de eerste isomorfismestelling volgt nu dat Z[(,]/(1 — ¢,) = Z/pZ.
Omdat Z/pZ een domein is, is (1 — () een priemideaal, en 1 — ¢, een priemelement.

Uit lemma volgt dat an;ll(l — (') = p. Verder geldt dat N(1 — (') = p voor 1 < m < p—1, zie
lemma |1.280 Uit 1 — " = (1 —(p) Zm_l ¢k volgt dat e, = Zm_l ¢¥ een norm van 1 heeft, en dus een eenheid is,
deze eenhed en zullen in de volgende hoofdstukken cen belangrijke rol spelen zie definitie @ Invullen levert op dat
- 1(1 — (p)em = p, waaruit volgt dat p = u(1 — (,)P~" met u € Z[(,] een eenheid. O

Het bewijs in deze sectie is gebaseerd op [I1, pagina 378-381]. Als het priemgetal p geen van de factoren x, y of z
deelt, is de laatste stelling van Fermat voor reguliere priemgetallen bewezen. Nu blijft het geval waarin p één van de
factoren deelt over. Dit is de enige mogelijkheid, want als p twee van de factoren deelt, moet p ook een deler zijn van
de andere factor. Er mag worden aangenomen dat p|z, want als p|z of p|y, kan 2P + y? = 2P worden herschreven tot
(—2)P +yP = (—x)P of 2P + (—2z)P = (—y)P. Nu schrijven wij z = p*zy met k geheel zodat p { zp en k > 1 minimaal
is. Er moet worden aangetoond dat

aP 4 yP = PPzl = u(1 — )PPk (2.11)

geen oplossingen heeft met x,y, z geheel, alle ongelijk aan 0 en u € Z[(,] een eenheid. Het is mogelijk een sterker
resultaat te bewijzen, namelijk in plaats van z,y, zg € Z, alle relatief priem met p, kan de onmogelijkheid worden
bewezen voor x,y, zg € Z[(p], alle relatief priem met 1 — ¢,. Dit bewijs volgt uit een tegenspraak: neem aan dat er
x,y, 20 € Z[(p] relatief priem met 1 — ¢, en alle ongelijk aan 0 bestaan zodat vergelijking geldt en neem aan
dat k£ minimaal is. Herschrijven van vergelijking in ideaalvorm levert

p—1
I (@ +¢ry) = abr®=pr (2.12)

m=0
op, waarbij a = (1 — (,) en b = (z), waarbij a en b relatief priem zijn.

Lemma 2.53. De idealen (z + (py) voor 0 < m < p —1 uit vergelijking (2.12) zijn deelbaar door a, en bevinden zich
alle in een verschillende restklasse (mod a?).

Bewijs. Omdat kp(p — 1) > 0, moet ten minste een van de idealen aan de linkerkant van vergelijking deelbaar
zijn door a. Stel nu dat (z + Clljy) deelbaar is door a, dan volgt uit (z + C[l,y) = (v + ¢'y) — ¢ry(l — C]ffm) dat
(z+ (;,”y) deelbaar is door a voor alle 0 <m <p —1, omdat 1 — ;" een veelvoud is van 1 — (.

Stel nu dat = + (Il,y =2+ 'y (mod a?). Hieruit volgt dat Cil,y(l - Ci’,"’ly) =0 (mod a?). Dit is alleen mogelijk
als | = m, omdat Cly relatief priem is met 1 —(p; ook is 1 — Cm_ly voor m # | gelijk aan u(1 — () met u € Z[(p] een
eenheid, en het is onmogehjk dat u een veelvoud is van 1 — Cp Hieruit volgt dat de x + (,"y alle deelbaar zijn door
a, maar zich in een verschillende restklasse (mod a?) bevinden. O

Gevolg 2.54. In vergelijking (2.12)) geldt dat k(p — 1) > 1.

Bewijs. Uit lemma [2.53] “ volgt dat alle (z + (;'y)/(1 — () met 0 < m < p — 1 zich in een verschillende restklasse
(mod a) bevinden, dit levert p verschillende restklassen op. Omdat er wegens het bewijs van lemma n slechts p
verschillende restklassen (mod a) bestaan, bestaat er een unieke 0 <! < p —1 zodat = + (ly deelbaar is door a?

Hieruit volgt dat de linkerzijde van vergelijking (2.12)) deelbaar is door a?*!, dus geldt dat k:( —1)>1. D

Lemma 2.55. Voor 0, de grootste gemene deler van (z) en (y) geldt dat

p—1
alr(p—1)5p H a?, = PP Dpp (2.13)

m=0

waarbij a,, onderling ondeelbare idealen zijn.
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Bewijs. Omdat (z) en (y) wegens aanname niet deelbaar zijn door a, is ook d niet deelbaar door a. Wel is (z + (}'y)
deelbaar door 0, omdat = + (;'y een veelvoud is van ggd(r,y). Omdat (z + C;"y) deelbaar is door a, volgt hieruit dat
(z+¢,'y) deelbaar is door da. Omdat y vervangen kan worden door (;'y, kan worden aangenomen dat x +y deelbaar
is door a?, en alle  + ¢J'y met 1 < m < p — 1 zijn deelbaar door a, maar niet door a®>. Omdat vergelijking
evenveel factoren a aan beide zijden moet hebben, is (z 4 y) deelbaar door a®?(P—1)=(=1) — q(kp=1(r=1)  Omdat ?
en a relatief priem zijn, is 9a*?=D®=1 een deler van (z 4 ). Schrijf nu (z + y) = a*»=D®=Dd¢y, dus voor m = 0,
en (z + C;"y) = adc,, voor 1 < m < p — 1. Herschrijven van vergelijking levert op:

p—1
akr(P—1pp H Cn = aFP(P=Dpp, (2.14)

m=0
Er geldt dat alle ¢, onderling relatief priem zijn voor 0 < m < p — 1: als dit niet zo is, stel dat een priemideaal p
een deler is van ¢; en ¢,,. Dan is adp een deler van (x+(ll)y) en (z+(,"y), en ook van ( ]l,y)(l fCI’)"’l) en (:z:)(lfg)”*l),
waaruit volgt dat (z) en (y) deelbaar zijn door dp. Dit levert een tegenspraak op met de keuze van 0 als de grootste

gemene deler van (z) en (y). Omdat de ¢, alle paarsgewijs relatief priem zijn, zijn alle ¢, te schrijven als af, met
a,, een ander ideaal, omdat aan de rechterzijde van vergelijking (2.14]) alle idealen met een macht p voorkomen. [J

Gevolg 2.56. Voor vergelijking || geldt dat (aalam)p voor alle 0 < m < p—1 een hoofdideaal is.

Bewijs. Er geldt dat (v +y) = a??=D@E~"Doal en (z + ¢'y) = avab,. Merk op dat er een factor a staat vermeld,
omdat alle (x + (J"y) deelbaar zijn door a. Herschrijven levert op dat

(z + y)atrDE=D=1 = gkp=DE"Dagl = (2 4 y)agPab,. (2.15)

Omdat a = (1 — () een hoofdideaal is, moet (a; 'a,,)? een hoofdideaal zijn. O

Merk op dat hier een macht (kp — 1)(p — 1) — 1 staat vermeld, omdat de (x + (;'y) een factor a bevatten. Deze
macht is dus strikt kleiner dan (kp — 1)(p — 1), die volgens aanname minimaal was. Dit gaat aan het eind van het
bewijs de uiteindelijke tegenspraak opleveren. Nu maken wij gebruik van het feit dat p een regulier priemgetal is,
of eigenlijk vervolgen wij het bewijs van FLT met de verzameling priemgetallen waarvoor dit bewijs werkt. Als p
regulier is, volgt uit gevolg dat aj la,, met 0 < m < p—1 een hoofdideaal is, omdat de klassengroep van Z[¢p)
geen elementen met orde p heeft. Er geldt dat (a,)ag ay, = (by) met an,, by € Z[C], omdat ay'a,, equivalent is
met een hoofdideaal. Omdat ag en a,, relatief priem zijn met a, mag worden aangenomen dat o, en 3, niet deelbaar
zijn door a. Uit invullen in vergelijking volgt dat

am, (z + C;ny)(l - Cp)(kpil)(pil)il = um(z + y)bl,, (2.16)

met u,, een eenheid. Hiermee is een vergelijking in elementen gevonden, in plaats van een vergelijking in idealen.
Invullen van vergelijking (2.16)) voor m = 1 en m = 2 levert op dat

af (2 + Gy) (1= G) P~ DE=DY = wy (4 )Y (2.17)

en
ah(z + Gy) (1 — ) PP VETIT =y (a4 )b, (2.18)

Er geldt dat (x4 (y) (14 ¢) — (¢ + (y) = Gp(x + y), waaruit volgt dat
ajlgag@(w +y)(1— Cp)(kpil)(pil)il = a’l)ag(:c + Gy)(1+¢p) (1 — Cp)(kpil)(pil)il - afag(x + Czy)(l - Cp)(kpil)(pil)il
=db (14 Gui(x + y)b) — aua(x + y)bh (2.19)

en

Gp
up (1 + Cp)

Als bewezen kan worden dat u =

_ TU
up(1+¢p)

= vP met v € Z[(,] een eenheid, kan (vajbe)P worden geschreven, waarmee
een nieuwe oplossing van vergelijking is gevonden. Dit levert een tegenspraak op met de aanname dat kp(p—1)
minimaal is. Merk op dat 1 + ¢, een eenheid is, waardoor de voorfactoren in vergelijking eenheden zijn.

Uit k(p — 1) > 1 volgt dat k(p —1) —1 > 1 en kp(p—1) —p = (kp — 1)(p — 1) — 1 > p, waaruit volgt dat
(a2b1)?+u(a1b2)? =0 (mod a?). Omdat a1bs en 1—(, relatief priem zijn, bestaat er een 5 zodat a1b25 =1 (mod a).
Hieruit volgt dat (8a1b2)? +u =0 (mod aP). Stel nu —Ba1by = a (mod a), met a € Z C Z[(p] en —farbs = a+b
(mod a?) met b =0 (mod a). Hieruit volgt dat —(Ba1b2)? = a? = a (mod a?), omdat (a+b)? =32 _ (2)a™bpP~™:

m=0

(1- Cp)(kpfl)(:nfl)*l(alaﬂp = (agb1)? + < ) (a1bs)P. (2.20)

de factor (f:l) is deelbaar door (p) = a?~! voor 1 < m < p — 1, terwijl b~™ deelbaar is door a voor 1 < m < p — 1.
Tenslotte, voor m = p geldt dat b* = 0 (mod aP). Hieruit volgt dat u = a (mod p). Uit lemma|3.45] dat nog bewezen
moet worden, volgt dat u = vP met v een eenheid, wat de volgende stelling oplevert:

Stelling 2.57. Zij p > 3 een regulier priemgetal en x,y,z geheel, alle ongelijk aan 0. Dan is het onmogelijk dat
ZP 4 yP = 2P.
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Het bewijs van lemma [3.45|is te lang om hier te vermelden, en past niet in dit hoofdstuk, dat gaat over idealen en
Dedekinddomeinen. Daarom is er een apart hoofdstuk aan deze stelling gewijd: hoofdstuk [3|dat op pagina[23] begint.
Het resultaat dat hier gebruikt wordt is lemma [3.45] op pagina Het belangrijkste onderdeel van dit bewijs van
FLT, geval 2, is dat de idealen (x + (}"y) alle een factor a bevatten. Uit dit feit uit lemma volgt in gevolg
een factor (1 — ¢,)*P~D®=D=1 die in de rest van het bewijs aanwezig blijft. Het bewijzen van stelling was een
belangrijk doel van deze scriptie. Dit is gedaan, afgezien van het bewijs van lemma Daarnaast is een definitie
gegeven voor reguliere priemgetallen, maar is nog niet bekend hoe kan worden bepaald of een klassengetal deelbaar
is door p.

2.7 Klassengroepen

In sectie is het bewijs van FLT gegeven onder de aanname dat Z[(,] een uniek ontbindingsdomein is. In deze
sectie bewijzen wij voor enkele priemgetallen dat dit inderdaad het geval is. Er geldt dat elke ideaalklasse wegens
lemma een ideaal I met norm kleiner dan Mk bevat, en wegens lemma geldt dat (N(I)) € I. Omdat [
wegens gevolg een deler is van (N(I)) is het voldoende om de priemideaalontbinding van (N(I)) te bekijken.
Omdat N(I) € Z een ontbinding in priemgetallen heeft, is het voldoende om de priemideaalontbinding van alle
priemgetalhoofdidealen, voor priemgetallen kleiner dan Mg, te bekijken. Als deze priemideaalontbindingen voor
alle priemgetallen kleiner dan My uit hoofdidealen bestaat, is Z[(,] een hoofdideaaldomein, en dus ook een uniek
ontbindingsdomein. Er wordt aangenomen dat Ok, de ring van algebraisch gehele getallen in een getallenlichaam
K, een Dedekinddomein is, wat in deze scriptie niet algemeen wordt bewezen. Deze stelling wordt toegepast voor
K = Q((p), waarvoor het bewijs dat O een Dedekinddomein is wel is gegeven. Verder volgt uit o = ¢, dat [ =1
en Zla] = Ok.

Lemma 2.58. Zij R C R ringen en I C R een ideaal. Zij ¢ : R — R een homomorfisme zodat o(r) =r voorr € R.
Dan is ¢~ *(I) C R een ideaal. Verder, als I een mazimaal ideaal is, is ¢~ (I) ook een mazimaal ideaal.

Bewijs. Er geldt dat 0 € ¢~ !(I), omdat ¢(0) = 0 € I. Verder, voor x,y € ¢~ 1(I) geldt dat ¢(x—vy) = ¢(x)—d(y) € I,
dus z —y € ¢~ (I). Voor r € Ren z € ¢~ '(I) geldt dat ¢(rz) = ¢(r)¢p(x) € I, omdat ¢(x) € I en ¢(r) € R. Hieruit
volgt dat rz € ¢~'(I), waaruit volgt dat ¢~ (I) een ideaal is. Stel nu I een maximaal ideaal en J C R een ideaal
dat ¢~ 1(I) strikt bevat. Er geldt dat ¢(J) C R een ideaal is: omdat 0 € J, geldt dat ¢(0) = 0 € ¢(J). Verder, voor
z,y € ¢(J) geldt dat = = ¢(Z) en y = ¢(j) met &,§ € J. Omdat & —§ € J, geldt dat ¢(& — §) = ¢(&) — ¢(§) =
x—y € ¢(J). Verder, voor r € Ren z € ¢(J) met z = ¢(i) geldt dat rz = ¢(r)p(&) = ¢(ri) € ¢(J). Omdat T
maximaal is, moet gelden dat ¢(J) = R. Stel nu 7 € R. Omdat ¢(J) = R, bestaat er een 1/ € J zodat ¢(r') = ¢(F).
Omdat ¢(7 — ') = 0, geldt dat 7 — " € $~1(0) € ¢~ *(I) C J, waaruit volgt dat 7 € .J. O

Lemma 2.59. Zij R een Dedekinddomein en p een priemgetal. Schrijf (p) = an:l pém C R met p,, priemidealen.
Dan bestaat er een bijectie tussen de priemidealen p,, en mazimale idealen in de ring R/(p).

Bewijs. Stel m C R/(p) een maximaal ideaal. Toepassen van lemma met ¢ : R — R/(p) het modulohomomor-
fisme levert op dat ¢~!(m) C R een maximaal ideaal is dat ¢~1(0) = (p) bevat. Wegens gevolg geldt dat ¢—!(m)
een deler is van (p), omdat R een Dedekinddomein is. Hieruit volgt dat ¢~!(m) gelijk is aan een van de priemidealen
pm en m = p,,/(p), waarmee een bijectie is gevonden tussen maximale idealen in R en priemideaalfactoren van (p).
Voor elk maximaal ideaal m heeft de restklassenring (R/(p))/(pm/(p)) = R/pm een grootte van N(p,,), dus uit de
norm van m volgt dus de norm van p,,.

Machten van m volgen uit machten van p,, in R door m" = p! /(p) = (p7, + (p))/(p). Voor 1 <7 < e, geldt dat
pr. + (p) = pl,, omdat (p) C pr,. Voor r > ey, geldt dat p” + (p) = p&~, omdat de idealen (p)/pSr en pl—°m geen
gemeenschappelijke priemideaalfactoren hebben. Hieruit volgt voor 1 < r < e, dat m" = p? /(p) en voor r > e,, dat
m” = p¢m /(p). Omdat voor verschillende waarden van r de grootte van de quotiéntenring (R/(p))/m” verschillend
is, correspondeert e,, met het aantal verschillende machten van m. O

Lemma 2.60. Elk mazimaal ideaal m C Fy[t] is geligk aan (m) met m € Fy[t] irreducibel.

Bewijs. Kies een element 7 € m met minimale graad. Omdat [F), een lichaam is, volgt uit het Euclidisch delingsalgo-
ritme dat elk element in m een veelvoud is van 7. Omdat m een priemideaal is, moet 7 irreducibel zijn: als T = 779,
geldt dat m; € m of m3 € m, en omdat 7 minimale graad heeft, moet een van beide factoren een eenheid zijn. O

Lemma 2.61. Zij a een algebraisch geheel getal met minimaalpolynoom P € Z[t] en p een priemgetal. Schrijf
P= an:l mor (mod p) € (Z/pZ)[t] = Fylt] met my, verschillende monische irreducibele polynomen. Dan bestaat
er een bijectie tussen de polynomen m,, en mazimale idealen in de ring Fy[t]/(P), waarbij P de reductie is van P,
modulo p.

Bewijs. Stel m C F[t]/(P) een maximaal ideaal. Toepassen van lemma met R = F,[t] en R = Fp[t]/(P) en als
homomorfisme reduceren modulo P levert op dat ¢! (m) C F,[t] een maximaal ideaal is dat ¢~ (0) = (P) bevat. De
maximale idealen van F,[t] worden wegens lemma gegeven door (), waarbij 7 € IF[t] monisch en irreducibel is.

Er geldt dat (P) C () dan en slechts dan als 7 een deler is van P in F,[t], waaruit volgt dat ¢~!(m) gelijk is aan
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een van de ,,. Hiermee is een bijectie gevonden tussen irreducibele factoren van P (mod p) en maximale idealen in

F,[t]/(P), waaruit volgt dat k het aantal maximale idealen in F,[t]/(P) is. Voor elk maximaal ideaal m = (m,,)/(P)
geldt dat (F,[t]/(P))/m = F,[t]/(mm), met p& (™) als grootte. Uit het aantal restklassen van m volgt dus de graad
van p,.

Machten van m volgen uit machten van (7,,) in F,[t] door m" = (m,,)" /(P) = («7.,)/(P) = ((x,)+(P))/(P). Voor

m m

1 <r <ep geldt dat (mp,)" + (P) = (m,)", omdat (P) C (n7,,). Voor r > e,, geldt dat (m,,)" + (P) = (7)™, omdat
de polynomen P/ en m/~ ¢ een grootste gemeenschappelijke deler van 1 hebben. Hieruit volgt voor 1 < r < e,,
dat m" = (7,,)"/(P) en voor 1 > e,, dat m" = (m,,)° /(P). Omdat voor verschillende waarden van r de grootte van
de quotiéntenring (F,[t]/(P))/m" verschillend is, correspondeert e, met het aantal verschillende machten van m. [

Gevolg 2.62. Zij a een algebraisch geheel getal met P € Z[t] als minimaalpolynoom, K = Q(«) een getallenlichaam
met R = Z[a] als ring van algebraisch gehele getallen. Schrijf (p) = an:l pem C R met pn, priemidealen en

P= an:l e (mod p) € (Z/pZ)[t] = Fp[t] met my, verschillende monische irreducibele polynomen. Dan bestaat er
een bijectie tussen de priemidealen p,, en de polynomen T, zodat N(p,,) = p&(™m).

Bewiys. Uit lemma [2.59] volgt dat er een bijectie bestaat tussen de priemidealen p,, en maximale idealen in de
ring Z[a]/(p) = Z[t]/(P,p). Uit lemma Volgt dat er een bijectie bestaat tussen de polynomen m,, en de
maximale idealen in de ring F[t]/(P) = Z[t]/(P, p). De uitspraak volgt uit het isomorfisme Z[a]/(p) = Z[t]/ (P, p) =

O

Fp[t]/(P).
Lemma 2.63. In de notatie van gevolg geldt dat p,, = (p, 7m).

Bewijs. Uit lemma volgt dat p,,/(p) = m C Z[o]/(p) met m C Z[o]/(p) een maximaal ideaal. Uit lemma

volgt dat (m,) = n+ (P) C Fp[t] met n C Fy[t]/(P) het corresponderende ideaal van m. De correspondentie tussen

de idealen m en n volgt uit het isomorfisme in gevolg Het maximale ideaal n = (m)/(P) C F[t]/(P) met

7 € Fp[t] monisch en irreducibel correspondeert met (p,m)/(P,p) C Z[t]/(p, P), en door invullen van ¢ = a met
(p,m(@))/(p) C Z[a]/(p), waaruit volgt dat p,,, = (p, m(cv)). [5] O

Lemma 2.64. Voor R =Z[(,] en K = Q((p) geldt dat |d(K)| = pP~2.

Bewijs. Er geldt dat |d(K)| = det(M), waarbij M;; = Sp(a;a;) voor a,, met 0 < m < n — 1 een Z-basis van Ok,
de ring van algebraisch gehele getallen in K. Hierbij is n de graad van K over Q. Voor K = Q({,) is am = G
voor 0 < m < p — 2 een mogelijke Z-basis van Ok, en is Sp(q,"*") gelijk aan p — 1 voor n +m = 0 (mod p), en
gelijk aan —1 voor n +m # 0 (mod p). Van deze matrix moet de determinant worden bepaald. De berekening is
het eenvoudigst uit te leggen door middel van het voorbeeld p = 7. Er geldt dat

6 -1 -1 -1 -1 -1 |+ =1 0 0 0 0| |7 0 0 0 0 O
-1 -1 -1 -1 =1 =1 0 =1 0 0 0 0/ [0 =1 0 0 0 O
-1 -1 -1 -1 -1 6 0 -1 0007 [0 0 00O 7
AEN=117 1 1 1 6 —1=lo -1 0070 0 0o 0070 (221)
-1 -1 -1 6 -1 -1/ [0 =1 07 00 |0 0 07 00
-1 -1 6 -1 -1 -1/ [0 =1 7 000 |0 0 700 0

gelijk is aan 7°. In het algemeen wordt eerst de tweede kolom van alle andere kolommen afgetrokken, en daarna wordt
de tweede rij van alle andere rijen afgetrokken. Dit levert p — 2 maal een element p op, namelijk in alle kolommen,
behalve de tweede. Afgezien van een eventueel minteken is de determinant gelijk aan pP=2. O

Nu de discriminant van Z[(,] bekend is, kan de Minkowskigrens My = (21)7_1(’);1)!\/ |d(K)| worden bepaald:

p—1)P—1 7(p—1)/2

p 3 o5 7 11 13 17 19 23 29
Mg 1 1 4 58 306 13254 105933 9324406 14956520729

Hierbij is Mk naar beneden afgerond, omdat ideaalnormen altijd geheel zijn. Hieruit volgt direct dat Z[(3] en Z[(5]
hoofdideaaldomeinen zijn, omdat elke ideaalklasse een ideaal met norm 1, dus R bevat.

Lemma 2.65. De ring R = Z[(;] is een uniek ontbindingsdomein.

Bewijs. Volgens lemma [2.42f en de bovenstaande tabel bevat elke ideaalklasse een ideaal met ten hoogste een norm
van 4. Nu moet worden bekeken of (2) en (3) priemidealen zijn. Het minimaalpolynoom van (; is gelijk aan
Pt) =t + 5 + ¢4 + 43 + 2+t + 1. Omdat P(t) (mod 3) irreducibel is, is het hoofdideaal (3) een priemideaal.
Verder geldt dat P(t) = (t2 +t + 1)(t> +t2> + 1) (mod 2), waarbij de genoemde factoren irreducibel zijn. Er geldt
dus dat (2) = pq, waarbij p en q priemidealen met een norm van 23 = 8 zijn, en p = (2,¢3> + ¢ +1). Omdat
CHE+CHD(CE+C+1) =CHC+ P+ +3C+ P+ +1) = 2¢"¢% = 2, geldt dat 2 € (¢ +(+ 1) en
p=(2,C+C+1) = (¢3+¢+1). Omdat p een hoofdideaal is, volgt uit (2) = pq dat q ook een hoofdideaal is. Hieruit
volgt dat Z[{7] een hoofdideaaldomein is. O



Hoofdstuk 3

Lemma van Kummer

3.1 p-adische getallen

Definitie 3.1. Zij M een metrische ruimte met een norm N. Dan is de completering van M gelijk aan de kleinste
volledige metrische ruimte die M bevat.

Merk op dat R de completering is van QQ ten opzichte van de gebruikelijke norm op Q.

ma

Definitie 3.2. Zij v € Q en p een priemgetal. Schrijf z = p™ ¢ met a en b geheel, beide relatief priem met p. Dan
is de p-adische norm |x|, gelijk aan p~™ € R. Verder geldt dat |0, = 0.

Definitie 3.3. Zij x € K met K een getallenlichaam en p C K een priemideaal. Schrijf (z) = p™¢ met a en b
idealen in R, de ring van algebraisch gehele getallen in K, zodat a en b beide relatief priem zijn met p. Dan is de
p-adische norm van z gedefinieerd als N(p)~™ € R. Verder geldt dat [0[, = 0. Merk op dat (z) uniek als p™¢ is te
schrijven, omdat er y, z € Ok bestaan zodat & = y/z. Verder zijn (y) en (z) op unieke wijze te schrijven als product
van priemidealen.

Opmerking 3.4. Er geldt dat de gedefinieerde p-adische norm inderdaad een norm is: er geldt dat |z|, > 0 voor alle
x € Q en dat 0 het enige element in Q is met een norm van 0. Verder geldt volgens de definitie van de norm dat voor alle
a,b € Qdat |a|p|b|, = |ab|,. Ook aan de driehoeksongelijkheid is voldaan, omdat |a+b|, < max(|alp, |blp) < |alp+]b]p.
Verder, als |a|, # |blp, dan geldt dat |a + b|, = max(|a|p, |b|,): stel dat |a|, = p~ en [b|, = p~™ met | < n, dan
geldt dat a #Z 0 (mod p™) en b = 0 (mod p™) voor alle I < m < n. Daaruit volgt dat a + b #Z 0 (mod p™) voor
alle | < m < n, waaruit volgt dat |a + b|, > p~!. Omdat ook geldt dat |a + b|, < max(p~!,p~") = p~!, geldt dat
la+bl, = p~'. Verder is Q, een domein: voor z,y € Q, beide ongelijk aan 0, geldt dat |z, en |y|, beide ongelijk zijn
aan 0. Hieruit volgt dat |zy|, # 0, omdat R een domein is, en is zy ongelijk aan 0. Analoog is de p-adische norm
inderdaad een norm en is K, een domein.

Definitie 3.5. De p-adische getallen Q, zijn gedefinieerd als de completering van Q ten opzichte van de p-adische
norm.

Definitie 3.6. De p-adische getallen K, zijn gedefinieerd als de completering van K ten opzichte van de p-adische
norm.

Definitie 3.7. De p-adisch gehele getallen zijn gedefinieerd als Z, = {x € Qp; |z|, < 1}.
Definitie 3.8. De p-adisch gehele getallen zijn gedefinieerd als Ry, = {x € Ky;|z|, < 1}.
Lemma 3.9 ([22]). Er geldt dat Q, =V met V ={>°_, amp™|k € Z,ay, € Z,0 < ap, < p —1}.

Bewijs. Om te bewijzen dat Q, = V, moet worden aangetoond dat V' volledig is ten opzichte van de p-adische norm.
Als V volledig is, is V' de kleinste volledige metrische ruimte die Q bevat, omdat voor elke v € V' er een Cauchy-rij
in V bestaat die naar v convergeert. Eerst bewijzen wij Vj volledig is, waarbij V; de deelverzameling is van V met
am = 0 voor negatieve m.

Zij a; met i > 1 een Cauchyrij in V en schrijf a; = Zf:zo a;mpP™ en o, = Z:;:o aimp™. Omdat a; een
Cauchyrij is, bestaat er voor elke ¢ > 0 een I(¢) zodat |y — aj|, < € voor ¢,j > I(¢). Omdat a;,m < p — 1,
geldt dat 0 < a;,, < >0 _((p—1)p™ = p"tt — 1 < p"*. Als «;,, deelbaar is door p"*!, geldt dus dat «;, = 0.
Hieruit volgt voor alle n > 0 uit ¢ = p~(*+1 dat Qipn = Qjp voor 4,7 > I(e). Deze getallen noemen wij S,
waarmee een convergente rij met limiet § gedefinieerd wordt: als I > max(I(n),I(n + 1)), geldt voor ¢ > I dat
Bnil = Qint1 = @y = By (mod p" 1), waaruit volgt dat S, = 3, (mod p™*+1) voor alle n > m, waaruit volgt dat
Bm = B (mod p™*1). Er geldt dat de rij a; naar dezelfde limiet 3 convergeert: voor elke € > 0 bestaat er een n zodat
p " <een|B—al, <p ™ <evooralle i > I(n). Hiermee is voor de Cauchyrij o; een limiet 8 € V) gevonden.

Stel nu «; een Cauchyrij in V' met onbegrensde norm |a;|,. Dan bestaat er voor elke j een i zodat |ayl, > 1 en

lailp > |ajlp. Maar uit |og + (—ay)|p = max(|a;p, | — ajlp) = |oulp > 1 volgt een tegenspraak met de aanname dat
de rij oy een Cauchyrij is. Daarom bestaat er een k zodat pFa; een rij in Vj is, met een limiet in V. Hiermee is
bewezen dat V' volledig is. O
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Lemma 3.10. Voor K = Q(C,) en p = (1 — () geldt dat Ky =V met V.= {SP 25>, amp™CLlk € Zyam €
7,0 <a, <p-1}.

Bewijs. Voor dit bewijs gebruiken wij dezelfde methode als voor lemma Eerst bewijzen wij dat Vf volledig is,
waarbij Vy de deelverzameling is van V' met a;,, = 0 voor negatieve m.

Zij o; een Cauchyrij in Vg en schrijf o = Zf;oz > o ai,hmpmgj en o, = Zf;g S o ai,hmpmg}. Om de
notatie eenvoudiger te houden, schrijven wij a; = ij:o a;mP™ en oy = anzo a;mp™, waarbij a; , wordt gezien
als p — 1-dimensionale vector. Omdat a; een Cauchyrij is, bestaat er voor elke ¢ > 0 een I(n) zodat |a; — ;] < €
voor 4,j > I(n). Omdat a;,, < p—1, geldt dat 0 < o ,, < >0 _,(p— 1)p™ = p™F! — 1 < p™*1; deze ongelijkheid
geldt voor alle componenten van ;. Als ; , deelbaar is door p"*!, geldt dat a;, = 0. Hier wordt gebruikt dat
p een element uit Z[(,] deelt, dan en slechts dan als p alle coéfficiénten van de machten van ¢, deelt. Er geldt dat
lvin — ajnlp < max(|o; — ainlp, | — ajlp, | — @jnlp). Omdat o — ;4 en a; — @y, veelvouden zijn van p™*!,
volgt uit ¢ = p~ =YD+ dat o, = ., voor i,5 > I(n).

De zojuist gevonden vector noemen wij [3,,, waarmee een convergente rij met limiet 8 gedefinieerd wordt: als
I > max(I(n),I(n+ 1)), geldt voor i > I dat By+1 = Qint1 = Qin = B (mod p"T1), waaruit volgt dat 8, = B,
(mod p™*1) voor alle n > m, waaruit volgt dat 3,, = 8 (mod p™*?!). Er geldt dat de rij o; naar dezelfde limiet j3
convergeert: voor elke £ > 0 bestaat er een n zodat p~"P~Y < e en |8 — a;|, < p PV < & voor alle i > I(n).
Hiermee is voor de Cauchyrij a; een limiet 5 € Vj gevonden.

Stel nu «; een Cauchyrij in V' met onbegrensde norm |a;|,. Dan bestaat er voor elke j een ¢ zodat |a;|, > 1 en

lailp > Jag|p. Maar uit |a; + (—o)|p = max(|agp, | — ]p) = il > 1 volgt een tegenspraak met de aanname dat
de 1ij a; een Cauchyrij is. Daarom bestaat er een k zodat p*a; een rij in Vj is, met een limiet in V. Hiermee is
bewezen dat V volledig is. O

Stelling 3.11 (Lemma van Henseﬂ, [6]). Zij F(t) € Zy[t] en a € Z,. Als geldt dat F(a) = 0 (mod p) en
F'(a) #0 (mod p), dan bestaat er een unieke o € Zy, zodat F(a)) =0 en o = a (mod p).

Bewijs. Wij beginnen met het bestaan van o € Q, te bewijzen. Uit inductie volgt dat voor elke n > 1 een a,, € Z,
bestaat zodat F'(a,) =0 (mod p") en a,, = a (mod p): voor n = 1, kies a; = a, en het gevraagde volgt. Neem nu aan
dat er een a, € Z, bestaat zodat F'(a,) =0 (mod p™) en a, = a (mod p). Wij willen een a,41 € Z, vinden, zodat
F(ant1) =0 (mod p"*!) en an41 = a (mod p). Schrijf a,41 = a, + z,p™ met x,, € Z,. Uit de Taylorontwikkeling
van F(z +y) rond y = 0 volgt dat F(xz +y) = F(z) + F'(z)y + G(z,y)y* met G(x,y) € Zy[z,y]. Invullen levert op
dat F(a,+x,p") = F(ay)+F'(ay)znp™ + G(an, 2,p™)x2p?", waaruit volgt dat F(a, +z,p") = F(an) + F'(ay)z,p"
(mod p"*1). Hieruit volgt dat F'(a, +x,p") =0 (mod p"*!) equivalent is met F(a,)/p" + F'(a)r, =0 (mod p), er
geldt dat F'(a,)/p" € Z,, omdat F(a,) =0 (mod p™). Omdat F'(a) # 0 (mod p), is F'(a) inverteerbaar, en bestaat
er een oplossing x,, zodat F'(a)x, = —F(a,)/p" (mod p), waarmee de inductiestap is bewezen.

Met inductie is een rij a, € Z, geconstrueerd, zodat F(a,) = 0 (mod p") en apt1 = @y, (mod p™). Omdat
ant1 — an =0 (mod p™), is deze rij een Cauchyrij met limiet o € Q,,, omdat Q, volledig is. Volgens de definitie van
de limiet geldt dat |a — a,|p, < € voor n > N, waaruit voor € = 1 volgt dat |a|, < |an|p + |a — anlp < |an|p +1 voor
n > Ny. Omdat a,, € Z,, geldt dat |a,|, < 1, waaruit volgt dat |a|, < 2 en o € Zy,.

Uit anp4+1 = a, (mod p™) volgt dat a, = ap, (mod p™) voor alle n > m. Ook bestaat er wegens de definitie van
de limiet een N, zodat o = a,, (mod p™) voor alle n > N,,, waaruit volgt dat a = a,,, (mod p™). Uit n = 1 volgt
a=a (mod p). Verder, uit a = a,, (mod p") volgt dat F(a) = F(a,) =0 (mod p") en |F(a)|, < p~". Omdat deze
uitdrukking geldt voor alle n, geldt dat |F(«)|, =0 en F(«) = 0.

Tenslotte moet worden bewezen dat « uniek bepaald is. Stel dat § een nulpunt is van F'(¢), met 8 = a (mod p),
dan volgt uit inductie dat 5 = « (mod p™) voor alle n > 1: voor n = 1 volgt dit uit de definitie van 8. Stel nu dat
B = a (mod p™) en schrijf 8 = a + 7v,p™ met v, € Z,. Dan geldt dat F(8) = F(a + v,p") = F(a) + F'(a)p™ s
(mod p"*t1). Omdat F(a) = F(B) = 0, volgt hieruit dat F’(a)p™y, een veelvoud is van p"*!, dus F'(a)y, = 0
(mod p). Omdat F'(a) # 0 (mod p), geldt dat 7, =0 (mod p), en a = 3 (mod p*1). O

Gevolg 3.12 (Hensel). Zij F(t) € Ry[t] en a € R,. Als geldt dat F(a) =0 (mod p) en F'(a) # 0 (mod p), dan
bestaat er een unieke o € Ry, zodat F(o) =0 en o = a (mod p).

Bewijs. Dit volgt uit stelling door Z, te vervangen door R, en p door p. Wanneer een inverse voor F'(a)
wordt gevonden, wordt gebruik gemaakt van het feit dat R/p een lichaam is. Dit volgt uit het feit dat in een
Dedekinddomein elk priemideaal een maximaal ideaal is. O

3.2 p-adische lichaamsuitbreidingen

Stelling 3.13 (Wilson). Voor een priemgetal p geldt dat (p — 1)! = —1 (mod p).

Bewijs. Om (p — 1)! (mod p) te bepalen, moeten alle elementen in de groep (Z/pZ)* met elkaar worden verme-
nigvuldigd. Omdat (Z/pZ)* = Z/(p — 1)Z, kunnen ook alle elementen in Z/(p — 1)Z worden opgeteld, wat
Zz;zom = (p—1)(p — 2)/2 oplevert. Dit element heeft orde 2 in de groep Z/(p — 1)Z. Omdat een cyclische

1Kurt Hensel, 1861-1941
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groep met even orde een uniek element van orde 2 heeft, komt dit element overeen met —1 € (Z/pZ)*, het unieke
element van orde 2. O

Stelling 3.14 (Kleine stelling van Fermat). Zij p een priemgetal en a zodat ggd(a,p) = 1. Dan geldt dat
a?~! =1 (mod p).
Bewijs. Dit volgt uit het feit dat de groep (Z/pZ)* een orde van p — 1 heeft. O

Lemma 3.15. De eenheidswortels van de macht p — 1 bevinden zich in Z,.

Bewijs. Beschouw het polynoom F(t) = t*P=! — 1. Uit stelling volgt voor alle 1 < a < p—1dat F(a) =0
(mod p) en F'(a) # 0 (mod p). Uit stelling[3.11] volgt dat er voor elke a een v € Z, bestaat zodat F(a) =0ena =a
(mod p). Hiermee zijn p — 1 verschillende elementen a € Z,, gevonden zodat a?~! = 1, en dit zijn alle nulpunten van
F(t), omdat Z, een domein is. O

Definitie 3.16. In bovenstaand lemma is voor elke restklasse a € (Z/pZ)* een p — l-eenheidswortel o € Z,
geproduceerd zodat & = a (mod p). Deze eenheidswortel wordt de Teichmijllerlifﬂ van a genoemd.

Om het lemma van Kummer te kunnen bewijzen, stellen wij nu K = Q[(,], R = Z[(,] en p = (1 — (p).
lemma is bewezen dat K, = Q,[(p], waaruit volgt dat Ry, = Z,[(p).

Lemma 3.17 ([11, hoofdstuk 5.6, lemma 1]). Voor elke eenheidswortel ¢, € R bestaat er een unicke m € R,
zodat TP~ +p=0enm=(, —1 (mod 7?).

Bewijs. Uit lemma volgt dat p/(1— ()Pt =TT, an 01 ¢ een eenheid is. Er geldt voor Em = E?:_Ol ¢, dat
em =m (mod p), en dus p/(1 — ()P~ = (p— 1) (mod p). Omdat (p — 1)! + 1 wegens stelling [3.13[ een veelvoud
is van p, is (p — 1)! + 1 ook een veelvoud van 1 — ¢,. Daarom geldt dat p/(1 — (,)P~! = (p — 1)! = —1 (mod p).

Beschouw het polynoom F(t) = 7! — a € Ry[t] met o = —p/(1 — (,)P~ 1. Er geldt dat F(1) = 0 (mod p), en
F'(1) 20 (mod p). Uit gevolgvolgt dat er een v € R, bestaat zodat F(y) =0en y=1 (mod p), en dus geldt
dat a = 4?71, Omdat yy?~2a~" =1, is v een eenheid. Stel nu 7 = ({, — 1)y. Omdat 1 — ¢, Volgens lemma [2.52| een
priemelement is, is T ook een prlemelement Verder geldt dat 77 = ((, — 1)P~1yP~1 = ((, —1)P"ta = —p. Ook geldt
dat7r+1—§p—(Cp 1)(y—1). Omdat vy =1 (mod p) en {, — 1 =0 (mod p), geldt dat 7+ 1 — ¢, =0 (mod p?).
Omdat 1 — ¢, en 7 een eenheid van elkaar verschillen, geldt ook dat 7+ 1 —(, =0 (mod 7?), waarmee het bestaan
van 7 is bewezen.

Verder, voor elke andere ' waarvoor geldt dat 77~1 + p = 0 geldt dat ' = ) met 7?1 = 1. Uit nr =, — 1
(mod n?7?) en m = ¢, — 1 (mod 7?) volgt dat nr = m = (, — 1 (mod 7?), omdat n? een eenheid is. Hieruit volgt
dat n = 1 (mod 7). Er geldt dat p — 1 = Hﬁ_jl(l —n™). Als n # 1, volgt uit n = 1 (mod 7) dat p — 1 deelbaar
is door . Omdat p ook deelbaar is door m, is 1 ook deelbaar door m, waaruit volgt dat m een eenheid is, wat een
tegenspraak oplevert. O

Lemma 3.18. Voor de genoemde 7 in lemma[3.17 geldt dat T = —m, waarbij T de complex geconjugeerde van  is:

G=G¢"

Bewijs. Er geldt dat 7p—1 = (7)P~! = —p, omdat p € Z, invariant is onder de operatie ¢, — Cp 1. Hieruit volgt dat
7 = nm met nP~1 = 1. Omdat n € Z,, geldt dat 7 = 7. Omdat @ = 77 = n’n = 7, geldt dat n = £1. Als n = 1, volgt
utr=¢,—1 (mod7r )dat T =7 = ¢, ' —1 (mod 7?) en (, = (' (mod 72 ) waaruit volgt dat (2 =1 (mod7r )
en (¢! =1 (mod 7). Omdat ook geldt dat ¢? =1, volgt dat ¢, =1 (mod 7?), waaruit volgt dat 7 =0 (mod n2),
wat een tegenspraak oplevert met het feit dat m een priemelement is. O

Lemma 3.19. Er geldt dat R, = Zy|[r].

Bewijs. Omdat © € Ry, geldt dat Z,[r] € Rp,. Stel nu 2 € R, met z = > j_ aka met ap € Z,. Omdat
F = (m+1)% = 1+ kr (mod 7?), geldt dat x = Y27 bpw® met by € Z,. Schrijf nu k = I(p — 1) + m met
0 <m < p—1. Dan volgt uit 77~* = —p dat . = 3,7 an_jo bi(p—1)+m(—p)'7™. De coéfficiént van ™ bevindt zich
in Zy, omdat Y% by(p—2)+m (—p)" convergeert. Hieruit volgt dat @ € Zy[n] en R, C Zy[x]. O

Lemma 3.20. Er geldt dat Ry = Z,[n?], waarbij Ry de verzameling van reéle elementen van Ry, is.

Bewijs. Omdat T = —m, geldt dat 72 = 72. Omdat Z, C R volgt uit 72 € Ry dat Zy[r?] C Rf. Stel nu
T € R;ﬁ' en schrijf z = > 7_ aka met ay € Zy,. Er geldt dat de coéfficiénten voor Cp en (b~ k gelijk zijn, omdat z
invariant is onder complexe conjugatie. Hieruit volgt voor x = (p 1 )/2 (Ck + k) dat x = ](f 01)/2 e((m 4+

D* + (7 +1)P7%) (mod 7?) en z = 22.1):—01)/2 ap((1+ km) + (1 + (p —k)m)) = QZ(p V2 % (mod 72). Herhalen
levert op dat z = Y o, bpm?* met by, € Z,. Schrijf nu k =I(p —1)/2+m met 0 < m < ( —1)/2. Dan volgt uit

Pt =—pdatz =Y °, Zfﬁ;g)m bi(p—1)/2+m (—p)'m>™. De coifficiént voor 2™ bevindt zich in Z,, omdat de som
> i20 bip—1)/24m (—p)" convergeert. Hieruit volgt dat x € Z,[7?] en Ry C Zy[x?]. O

20swald Teichmiiller, 1913-1943
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3.3 p-adische machtreeksen

Definitie 3.21. De p-adische exponentiéle functie is gedefinieerd als exp(z) = >~ z™/ml.
Definitie 3.22. De p-adische logaritme is gedefinieerd als log(1 +z) = >_0o_ (—=1)™ 2™ /m.

m=1

Lemma 3.23. Een recks

mepo @m met ay, € Qp convergeert naar een punt in Q, dan en slechts dan als lim, _, lam|p =
0.

Bewijs. Stel dat de gegeven reeks convergeert naar een limiet L € Q5. Dan bestaat er voor elke ¢ > 0 een M > 0 zodat
| Zz:o am—L|, < evooralle N > M. Er geldt dat ay41 = Nl am—ZZ:O Ay, = (ZNH am—L)—i-(L—Z;VT:O am)s

m=0 m=0
waaruit volgt dat |an|, < e. Stel dat lim,, o0 |am|p, = 0, dan bestaat er voor elke ¢ > 0 een [ zodat |a,,|, < € voor
. .. .. l
m > 1. Dan is de rij Y _am een Cauchyrij: [ Y0 o tm — >0 @mlp = | 20141 @mlp < maxicmen(lamlp) <
€. O

Lemma 3.24. De convergentiestraal van de p-adische exponentiéle functie is gelijk aan p~—'/®=1),

Bewijs. Het aantal factoren p dat in de priemontbinding van een geheel getal n! voorkomt is gelijk aan [n/p] +
n/p*] 4+ [n/p?] + - < S0, o = 5o, waarbij [n/p] het grootste gehele getal is dat kleiner is dan of gelijk aan

n/p. Hieruit volgt dat |n!|, > p~™/ @~ en |2"/nl|, < %. De exponentiéle functie convergeert daarom als
|x|p < pil/(pfl). Als |x|p > pil/(pfl)7 geldt VOOr n = pk dat |n‘|p =p an_zlo p* = pf(pkfl)/(pfl) = pf(nfl)/(pfl) en

—n/(p—1) . .
|z" /nl|, > p,p(?;(p,l) =p~ Y= Er geldt dus dat |"/n!|, niet naar 0 convergeert als ||, > p~'/P=1). Hiermee

is de convergentiestraal van de exponentiéle functie gevonden. O

Analoog is het aantal priemidealen dat in de priemideaalontbinding van (n!) C R, voorkomt kleiner dan n, omdat
(p) = (1 —¢)P~'. Hieruit volgt dat |n!], > p~™ en [2"/n!|, < |z|}p™. De exponentiéle functie convergeert daarom
voor |z|, < 1/p.

Lemma 3.25. De convergentiestraal van de p-adische logaritme is geligk aan 1.

Bewijs. Voor de logaritme geldt dat 2" /n|, = |z[}/|n|,. Als |z|, > 1, divergeert de logaritmereeks, omdat |n[, < 1.
Voor |z[, < 1, er geldt dat |n|, < 1/n, omdat n geheel is. Hieruit volgt dat |z} /|n|, < |z[}n en dat [z"/n[, naar O
convergeert als |x|, < 1. Merk op dat de logaritme ook divergeert als |x|, = 1, omdat |x"/n|, = 1 dan geldt voor
oneindig veel n met ggd(n,p) = 1. O

Analoog convergeert de logaritme in R, voor |z|, < 1.
Lemma 3.26. Voor x € R, met x =1 (mod ) geldt dat |log(x)|, < |z —1],.

Bewijs. Merk op dat x = 1 (mod 7) nodig is voor convergentie van de logaritme. Omdat 7 een eenheidsveelvoud
is van 1 — (p, geldt dat |w|, = 1/p, en omdat = — 1 een veelvoud is van 7, geldt dat | — 1|, < 1/p. Voor k < p
geldt dat |k, = 1 en |(z — 1)*/k|, < |z — 1|y, omdat |z — 1|, < 1/p. Er geldt dat |k|, > 1/kP~L. Voor k > p geldt
dat pF=1 > kP~1: voor k = p geldt gelijkheid en wanneer k + 1 in plaats van k wordt ingevuld, wordt de linkerzijde
vermenigvuldigd met p, en de rechterzijde met (144)P~! < (1+4)" < e < p. Hierbij nemen wij zonder bewijs aan dat
de rij (14 4)* monotoon stijgend is. Hieruit volgt dat |(z —1)*/k|, < kP~ (z—1)*|, < kP~ /pF Lz —1], < |z —1],.
Hieruit volgt dat | Z:]k\]:l(ar:—l)k/khJ < |z—1|p en in de limiet N — oo dat |log(z)|p, < |z —1|p: stel dat [z —1[, = p~L.
Alslog(z) = a # 0 (mod 7'), bestaat er wegens de definitie van de limiet een N zodat fovzl(x—l)k/k =a (mod 7'),
dus log(z) =0 (mod 7). O

Gevolg 3.27. Voor een reéle eenheid u € Z[(,) met u = a (mod p) en a € Z geldt dat log(uP~') € pRy.

Bewijs. Omdat u € R;r7 geldt dat log(uP~1) € R;r. Uit stelling volgt dat uP~! = a?~1 =1 (mod p). Wegens
lemma geldt dat |log(u?~1)|, < [uP~! — 1|, < 1/pP~1, dus log(uP~!) € pRy . O

Opmerking 3.28. Voor een reéle eenheid u € Z[(,], schrijf log(uP~!) = 27(71;;3)/2 amm2™: wegens gevolg geldt
dat log(uP~1) € pR}, en wegens lemma geldt dat Ry = Z,[n?]. Het spoor van log(u?~1) kan worden bepaald
ten opzichte van de basis {7} met 0 < m < p — 2. Er geldt dat Spq_(,)/q, (log(uP~1)) gelijk aan (p — 1)ag, omdat
log(uP~!) een lineare combinatie is van machten van 7 en er met een basis van machten van m wordt gewerkt. Ander-
zijds geldt dat Spr(CP)/Qp(log(u”_l)) = log(Ng,(c,)/0, (u’~")). Dit is gelijk aan log(Ng,)/o(u?~")) = log(1) = 0,
omdat de {(,} wegens lemma een Zy-basis voor R, vormen. Hieruit volgt dat er a,, € Z, bestaan zodat

log(uP~1) = Z(p*3)/2 a2

m=1
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3.4 Artin-Hasse- en Dwork-reeksen

Lemma 3.29. Zij R een ring en F(t) € 1+tR[[t]]. Dan is F(t) te schrijven als [[,°_, (1 + amt™) met a, € R uniek
bepaald. Hier is R[[t]] de ring van formele machtreeksen met coéfficiénten in R.

Bewijs. Schrijf F(t) =1+ ait (mod t?). Er geldt dat

: =1—ait (mod t?) en Fl) = =1+at)(1—at) =1

1+a Tfait —

(mod t?), merk op dat a; het enige element in R is zodat 1is:1)t = 1 (mod #?). Schrijf nu 1+(j)t = 1+ agt?
(mod t3). Dan geldt dat % = (1 + ast?)(1 — ast?) =1 (mod t3). Herhalen van dit proces levert op dat
F(t) =TI _;(1+ ant™) met a, € R. O

Lemma 3.30 (Dieudonnéﬂ-Dworkﬁ, [15, hoofdstuk 14, stelling 2.1]). Zij F'(t) € 1 +tQ,[[t]]. Dan geldt dat

F(t) € 1+ tZy[[t]] dan en slechts dan als ?82,7; € 1+ ptZy|[[t]].

Bewijs. Stel F(t) € 1+ tZ,[[t]]. Er geldt dat F(¢)? = F(t?) (mod p) omdat (a 4+ b)? = a? + b (mod p). Verder
PUS =1 (mod p), en £ € 1+ ptz,[[1]).

Stel dat ?E% € 1+ ptZ,[[t] en een van de coéfficiénten van F(t) zich niet in Z, bevindt. Zonder verlies van

geldt ook voor de coéfficiénten dat a? = a (mod p). Hieruit volgt dat

algemeenheid mag worden aangenomen dat dit de eerste coéfficiént is die ongelijk is aan 0 (niet de constante term,
die is wegens aanname gelijk aan 1) omdat het verwisselen van coéfficiénten niets verandert aan de vraag of F'(t)
codfficiénten in Z, heeft. Schrijf nu F(¢t) = [[°_,.(1 + amnt™) met a, # 0, waarbij a, de eerste coéfficiént is ongelijk

aan 0, die zich wegens aanname niet in Z, bevindt. Dan geldt dat FEQ?) = Hzazw =1+ pa,t” (mod t"1). Wegens
aanname geldt dat pa, zich in pZ, bevindt, dus bevindt a, zich in Z,, waaruit volgt dat F'(t) € 1+ tZ,][[t]]. O

Definitie 3.31. De Artm—Hassereek is gedefinieerd als AH (t) = exp (ZOO ﬂ)

m=0 pm

Er geldt dat

AH(t)p _ eXp (pzm =0 ; ) B 0 pm
AH®) ~ o (S ) = exp(pt) = mZ:: ot (3.1)

m=0 pm™

Omdat |p™/ml!|, = p~™/Im!|, < p~p~ ™/ (=1 = =P/ (p=1) < 1 /p voor m > 1, kan lemma worden toegepast,
waaruit volgt dat AH (t) coéfficiénten in Z, heeft.

Definitie 3.32. De Dwork-machtreeks E(mt) is voor mP~1 = —p gedefinieerd als exp(mt — 7tP) = exp(wt + (7t)P /p).

Lemma 3.33 ([15, hoofdstuk 14, lemma 2.2]). Voor E(t) = exp(t + t*/p) = Y ~_,emt™ geldt dat |e,], <
(2p—1)m/p?
p .

Bewijs. Er geldt exp(t + tP/p) = AH(t)exp(— 3,2, 5)- Schrijf exp(—T5) = Y07 o d = > w(— F)l'
Voor m = Ip™ geldt dat di = ﬁ, afgezien van mintekens. Daarom geldt dat |al£,?)|p = pr= 1)"l/|l!|p < pp=Dintl —
plp=Dn+1)m/p™

Om een uniforme afschatting te vinden, willen wij weten voor welke n deze uitdrukking maximaal is. Er geldt

dat log(p((P=Dn+Dm/P™) /1og(p ) = 7w ((p = 1)n +1). Deze uitdrukking voor n + 1 delen door de uitdrukking voor n
levert 1% + m < % + o +1 < 1 op. De gegeven uitdrukking is een dalende functie van n, dus maximaal voor
n = 2. Ben uniforme afschatting is dus |d5y p < pP=m/P*  Omdat de coéfficiénten van AH (t) zich in Z,, bevinden,

volgt uit de vermenigvuldiging van machtreeksen dat |e,,|, < p(2P —Hm/p*, O

Lemma 3.34. Zij E(wt) = exp(nt + (7t)?/p) = > °_ fmt™. Voor m > p geldt dat p een deler is van fp,.

Bewijs. Omdat de functie exp(nt + (7t)?/p) in plaats van exp(t + t*/p) wordt bekeken, kan aan e,, een factor 7™
worden toegevoegd. Daarom geldt wegens lemma dat |fimlp < p~ " p2p— Dm/p® — = p~mp—1) ?/P° - Als p een deler
is van f,,, moet gelden dat |f,,|, < p~PT! of |fm\IJ < p~P*+2 omdat de toegestane normen gehele machten van p zijn.

Er moet dan gelden dat m(p — 1)2/p? > p — 2, of m > % =p— ﬁ. Hieraan is voldaan als m > p. O

Lemma 3.35 ([15, hoofdstuk 14, stelling 3.2]). Er geldt dat E(m) = (, = 1 + 7 (mod ©%). Verder geldt voor
alle ¢ € Z, met c? = ¢ dat E(wc) = E(m)°.

3Jean Dieudonné, 1906-1992
4Bernard Dwork, 1923-1998
5Emil Artin, 1898-1962
6Helmut Hasse, 1898-1979
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Bewijs. Volgens de definitie van de Dwork-machtreeks geldt dat E(mt)? = exp(nt — wtP)P. Dit is gelijk aan exp(pmt —
prtP) = exp(prt) exp(—pntP). Invullen van t = 1 levert op dat E(m)? = 1. Merk op dat de gegeven reeksen
convergeren, wegens de factor p binnen de exponent. Hieruit volgt dat E(w) een eenheidswortel is. Verder geldt
E(r) = exp(nm — P /p) = 1 + 7 — 7P + E' (), waarbij alle termen van E’() een factor (m — 7P /p)? bevatten. Daarom
geldt E(7) =1+ (mod 7%). Verder geldt dat E(wc)? = exp(pr(c —cP)) =exp0=1en E(rc) =1+ cr (mod 72),
waaruit volgt dat E(wc) = E(m)¢, omdat E(m)¢ de enige p — l-eenheidswortel is in de restklasse 1 + em (mod 72).
Omdat ¢} = 1, is alleen de restklasse ¢ (mod p) relevant voor het berekenen van (). O

Definitie 3.36. De Bemoulligetalle B, zijn gedefinieerd door 1 = >°0°  Bmym,

m=0 m!

Definitie 3.37 (Definitie en elgenschappen) De cyclotomische eenheden €, zijn al genoemd in lemma - 2.52| en
=3 Ck Er geldt dat

lemma [3.17, met de definitie ¢, =

2m _ | m . mo_ ~Tm i
- 425 — = Sy C2p 5251 = (" 6m,  waarbij 6, = M (3-2)
CQp <2p <2p - CQp 51n(77/p)
Merk op dat geldt dat ¢o, = —¢* /% en dus (5, = —1 (mod 1 —(,). Verder geldt dat e, = m (mod 1 — () en

§m = (=1)™"'m (mod 1 — (,). Schrijf £, = m +r(1 — ¢,) met r € Z[(,]. Dan geldt wegens de binomiaalformule
dat e?, = m? + pmP~r(1 — () = m (mod p) en 62, = (—1)™"'m (mod p). Er geldt dat 01 = eb et =

m(¢p —1)/(¢ — 1) (mod p), en omdat ¢y, = —1 (mod 1 — () en p — 1 even is, geldt dat 62" = b~ (mod p).
Lemma 3.38. Zijxz,y € R, met z,y =1 (mod 7) en z =y (mod p). Dan geldt dat log(z) = log(y) (mod p).

Bewijs. Merk op dat z,y = 1 (mod 7) nodig is voor convergentie van de logaritme. Uit © = y (mod p) volgt met

inductie dat 2?" = ypk (mod p**+1): schrijf P’ = ypk + 2pFt! met 2 € R,. Uit de binomiaalformule volgt dat
o=y (p)ypkm(zpk“)p_m en 2?7 = 4P (mod p**?), omdat (P) een veelvoud is van p voor m # 0
en er een factor p**! aanwezig is. De term voor m = p levert 3ka+1 op, en de term voor m = 0 is gelijk aan

2PpP+1) | wwat een veelvoud is van pF*2. Stel m = p*l met I geen veelvoud van p. Dan geldt dat |(z™ — y™)/mlp <
p~ = DEFDRE=1) < pl=p waaruit volgt dat 2~ _ (=1)™ ! (z — 1)™/m = SN _ (=1)"(y — 1)™/m en in de

m=1

limiet N — oo dat log(z) = log(y) (mod p). O

Stelling 3.39 ([8]). De verzameling {log(62, 1)} met 1 <m < (p —1)/2 vormt een Z,-basis van R} dan en slechts
dan als p regulier is.

Bewijs. Omdat {(7%)™} met 0 < m < (p — 3)/2 een Z,-basis van R;} is, moet bepaald worden of de transformatie-
matrix van {log(6271)} met 1 < m < (p — 1)/2 naar {(72)™} inverteerbaar is. Daarvoor willen wij een uitdrukking
voor log(621) vinden. Uit lemma volgt dat E(m) = (p en E(mwn,) = (', waarbij w, = m (mod p) de

Teichmiillerlift van de restklasse m (mod p) is. Merk op dat geldt dat w?, = w,,, omdat w2 ! = 1, wegens de
definitie van de Teichmiillerlift. Daaruit volgt dat 62! = w,, E(Tr(:il)l T = TS E(’;) (mod p). Schrijf nu

E(t) = Y0 g emt™, en ZEL — 520 o am=1 Er geldt dat % =1+> > ,enm™ ' Merk op dat de

T
logaritme van deze uitdrukkingen convergeert, omdat % =1 (mod 7). Hiermee vinden wij als uitdrukking voor

O log(65,™") = log (E(W)fl> s (E(W)_l> mod ) >

TWm,

Het nadeel van deze uitdrukking is dat er een oneindige machtreeks wordt ingevuld in een oneindige machtreeks;
ook zijn de gebruikte machtreeksen niet makkelijk uit te rekenen. Omdat er alleen modulo p wordt gerekend, kunnen

vereenvoudigingen worden gemaakt. Uit lemma volgt dat L =1+ Z em7r 1 (mod p). Verder geldt
voor m < p—1 dat e,, = 1/m!, omdat E(r) = exp(w) (mod tP~ 1) Hieruit volgt dat 7_ =1+ Zm o, ™ /ml
(mod p) en
-1
E(m) -1\ _ = !
log (w) = log <mZ:1 g (mod p). (3.4)

E(wmm)—1
W T

De uitdrukking voor log ( ) volgt uit het vervangen van 7 door w,,7m en opmerken dat w,, = m (mod p),

waarbij wy, vast is, en dus niet afhankelijk is van de sommatievariabele m. Hiermee is een oneindige machtreeks
gereduceerd tot een eindige machtreeks.

Nu willen wij de andere oneindige machtreeks, die van de logaritme, ook reduceren tot een eindige machtreeks.
Daarvoor willen wij bewijzen dat voor oo = Zp ! ”m geldt dat |a™/m|, < |p|, voor alle m > p + 1. Merk op dat
a zodanig is gedefinieerd dat in vergelijking (3 de logaritme van 1+ o wordt genomen. Voor alle termen m uit de
definitie van « geldt dat |m|, = 1, waaruit volgt dat |7™~1/ml|, = p!=™. Deze normen zijn verschillend, waardoor

uit de somformule voor normen volgt dat |a|, = 1/p. Als |m|, =1, geldt dat |a™/m|, < |p|, voor m > p—1. Als

7Jakob Bernoulli, 1654-1705
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|ml|, = p' 7P, geldt dat [a™/m|, < |p|p, voor m > 2p—2. Als |m|,3 = p!(=P) met [ > 2, volgt daaruit dat m > p'. Dan
geldt dat [a™/m]|, = p~™p!P~1 < ple=D=p" < pl=P omdat p! > ( —1)(I + 1). Hieruit volgt dat |a™/ml, < |p|,
voor alle m > p+ 1. Definieer de eindige machtreeks L,(1 +¢) = > 7 _ (=1)™"1t"™ /m, waaruit volgt dat

log (E(W)T_l) =log <Z 7Tmm:> =L, <Z ﬂ;nn: > (mod p). (3.5)

m=1 m=1

E(wmm)—

Ook hier volgt de uitdrukking voor log ( P 1) uit de gegeven uitdrukking door 7 te vervangen door m.

Nu zijn de twee oneindige machtreeksen gereduceerd tot eindige machtreeksen. De laatste term van L,(1 + o)
moet apart bekeken worden, wegens de term p in de noemer van de breuk. Er geldt dat

o _ - (%)p =7 <:12—_:12 Wm2> =7 pz_:l = —2% =—— (mod p), (3.6)

waaruit volgt dat

B

log (E@_l) =L, 1(14+a)—7/2 (mod p). (3.7

Hiermee hebben wij de gewenste uitdrukking voor log (%) gevonden. QOok hier volgt de uitdrukking voor

log ( LT) uit de gegeven uitdrukking door 7 te vervangen door mm. Omdat « uit te drukken is in 7 staat aan
beide kanten van de vergelijking een machtreeks in m. Deze machtreeksen zijn congruent modulo p, dus congruent
modulo 77~ !, Het doel was om de twee oneindige machtreeksen te reduceren tot eindige machtreeksen. Dit levert
niet direct het bewijs van deze stelling op, door manipulatie met oneindige formele machtreeksen zal uiteindelijk het
antwoord volgen. Er geldt dat

Ly 1 (IJZI t:;) =L, (et - 1) = log <€t - 1) (mod P~ 1). (3.8)

m=1

E(m)—1

Hieruit volgt niet dat log( ) = log (JT_l) (mod p), omdat de exponentiéle functie niet convergeert voor .

Deze gelijkheid geldt dus alleen als formele machtreeks.
Volgens de definitie van de Bernoulligetallen geldt dat F(t) = = = >~ %tm. Uitrekenen van de limieten

et—1 m=0

limy,q F'(t) en limyo F'(¢t) levert op dat By = 1 en By = —%. Verder geldt dat F(t) —|— 1t F(—t) + %(—t),
waaruit Volgt dat B,, = 0 voor oneven m > 1. Delen door t levert op dat -+ = 1 — 145> n{" tm=1
en ef T+, n;’f tm=1. Uit integreren volgt dat log(e’ — 1) = log(t) + £ + Em o Zmt™ 4+ C en
log((e! — 1)/t) L3, Bogm 4 C. In de limiet ¢ — 0 volgt dat C = 0, waaruit volgt dat
p—3
et -1 t 2 B2
1 = el AL d! .
©8 ( t ) 2 + m§::1 (2m)12m (mo ) (39)
waaruit in combinatie met vergelijking (3.7)) volgt dat
»=s
E(’IT) -1 Bgm 2
1 — ) = " d p). 1
o (P ) = 3 G (mod ) (3.10)

Merk op dat de extra term —x/2 in vergelijking (3.7) wegvalt tegen de extra term ¢/2 in vergelijking (3.9). Verder

volgt de uitdrukking voor log (M) uit de gegeven uitdrukking door 7 te vervangen door mn. Hieruit volgt

samenvattend dat
log(6v™1) = § — |2y p2m ) 11
og(dy, 2m '2m k5w (mod p) (3.11)

Hiermee zijn de matrixelementen gevonden van de transformatiematrix van {7?"} met 1 < m < (p — 3)/2 naar
{1} U {log(6?7")}} met 2 < k < (p — 3)/2 door ¢y = (22%(1 — k*™) (mod p), waaruit de determinant

22 -1 32—-1 ... (%)—1
2 By, | 2'-1  3-1 ... (P;)f1

]

(3.12)

K K S
=3 1 331 ... (LH)TT
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volgt. Er wordt gerekend met m?* —1 in plaats van 1 —m?2*, maar dit levert een even aantal mintekens op. Toevoegen
van een rij en kolom levert op dat

1 0 0 0
1,2
b=3)/2 g 1 221 3 -1 (%)4*1
— D2 4 _ 4 _ e p—1)® _
det(cmr) =[] G|l T ¥ (55) -1, (3.13)
i=1 B : : " :
_ _ —1\p—3
1 2773 -1 331 (B2) " -1
waaruit na vegen een Vandermonde-matrix
1 1 1 ...
1,2
Y R L S e )
— D24 4 4 p—1
actleon) = I Gome |t 2 8 (%) (3.14)
i=1 ’ :
1 9p=3 3p=3 ... (%)p—3
met determinant ng:_l?’)m (55!222. [li<icj<(p—3)/2(J — %) volgt. Deze determinant is ongelijk aan 0, dan en slechts dan
als de Bernoulligetallen B, ..., By,_3)/2 alle niet deelbaar zijn door p, omdat (27)! bestaat uit inverteerbare factoren

(mod p). O

Uit opmerking volgt voor een reéle eenheid u € Z[(,] dat log(uP~') geschreven kan worden als Zy-lineaire
combinatie van machten van 72, Uit lemma volgt dat dat log(uP~!) geschreven kan worden als Z,-lineaire
combinatie van log(d21) voor 2 < m < (p — 3)/2, als p de tellers van de B,, met m < p — 3 niet deelt.

3.5 Eenheidsstelling van Dirichlet

Eerst voeren wij notatie in:
e K: getallenlichaam met graad n
e r1: het aantal reéle inbeddingen van K
e 75: het aantal paren complex geconjugeerde inbeddingen van K
o V=R" x(C
° V>< — (RX)’Ij X ((CX)T‘z

e 0: K — V: deze inbedding stuurt @ € K naar een vector §(«) € V bestaande uit alle reéle inbeddingen van «
en voor elk paar geconjugeerde complexe inbeddingen wordt een van beide inbeddingen gebruikt. Merk op dat
deze afbeelding in sectie |2.3| ook wordt gebruikt.

e N :V — R: de normfunctie is gedefinieerd als N(z1,..., 2, 215+, 2m) = T1...7 |21]% ... |22, Merk op
dat N(f(a)) = N(«).

o G ={ve V*|N(v)| =1}: een multiplicatieve ondergroep van V*, ook is G gesloten, omdat G het inverse
beeld is van £1 € R

e R: de ring van algebraisch gehele getallen in K

e U=0(R*)CV,merk op dat U C G, omdat elke eenheid in U een norm van 1 heeft. Merk op dat U een groep
is onder vermenigvuldiging.

o L: VX 5 R met (T1,...,Tp,21,---,2m,) — (log|z1],...,log |z, |,210g|21],...,2log|z,|). Merk op dat
voor alle g € G geldt dat de som van de componenten van L(g) gelijk is aan 0.

Lemma 3.40. Er bestaan een compacte, convere, puntsymmetrische deelverzameling B C V en een eindige deel-
verzameling R C R zodat G C Upep Uyegx 0(a™ u™1)B. Hierbij wordt r opgevat als element in K, dus is v
inverteerbaar.

Bewijs. Kies een compacte, convexe, puntsymmetrische deelverzameling B C V = R"™ x C™ = R™ met Vol(B) >
2" Vol(A(R)), waarbij Vol(#(R)) het volume is van een Z-basis van §(R). Voor alle ¢ € G geldt dat Vol(B) =
Vol(g~!B), omdat |N(g)| = 1, waarbij vermenigvuldiging in V' componentsgewijs is gedefinieerd. Daaruit volgt
wegens stelling voor alle ¢ € G dat de verzameling ¢g~'B N §(R) niet leeg is, Kies nu 0 # r € R zodat
0(r) € g~'B.
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Omdat r € R, geldt dat N(r) geheel is, schrijf N(r) = m. Omdat m € (r) C R, en er wegens lemma
slechts eindig veel idealen in R zijn die (m) bevatten, bestaan er slechts eindig veel idealen in R die (m) bevatten.
Daaruit volgt dat er slechts eindig veel hoofdidealen (r) C R bestaan zodat N(r) = m, en bestaan er afgezien
van vermenigvuldiging met eenheden slechts eindig veel elementen in R met norm m. Omdat 6(r) € g 'B en B
begrensd is, levert dit een bovengrens op voor N(r), waaruit volgt dat er slechts eindig veel keuzes voor r mogelijk
zijn, afgezien van vermenigvuldiging met eenheden: N(r) is geheel en begrensd. Samenvattend bestaat er een eindige
deelverzameling R’ C R zodat voor elke g € G er een 7 € R’ en een eenheid u € R* bestaan zodat 0(ur) € g~ !B,
en dus g € O(u~tr~1)B. Merk op dat r wordt opgevat als element in K, en dus inverteerbaar is. Hieruit volgt dat
G C Urer’ Uyerx (Q(U_lr_l)B). ]

Gevolg 3.41. De groep G/U is compact.

Bewijs. Schrijf C' = U,ep Uyerx (0(u=tr~1)B). Er geldt dat G C C C V, waarbij G gesloten is, dus is G/U gesloten
in C/U. Verder geldt dat C'/U = U,er/ (0(u~'r~1)B) compact is: een eindige vereniging van compacte verzamelingen
is compact. Omdat G/U een gesloten deelverzameling van C/U is, is G/U compact. O

Voorbeeld 3.42. Beschouw de ring R = Z[(] met ¢ = (5. Er geldt dat V = C? en G = {(21,22) € C?;|2122]? = 1}
en uit voorbeeld m volgt dat Vol(6(R)) = 2v/5. Er geldt dat B = {(21,22) € C%|z1],|22| < v/20v/5} convex,
compact en puntsymmetrisch is, en een volume van 20y/5 = 2% - 3\/5 heeft. Daarom bestaat er voor alle g € G een

0 #r € R zodat 6(r) € g~'B. Voor g = (1,1) is dat bijvoorbeeld » = 1 + ¢, omdat |1 + ¢, |1 + ¢?| < v/20V5.
Merk op dat ook 7 = 1 en u = 1 + ¢ gekozen kunnen worden, zodat geldt dat 6(ur) € g~'B. Voor g = (2,1/2)
met 2 € C* voldoet r = (1 + ¢)loel=l/108(@)] met ¢ = L + 2/5 = |1 + (| en [log(2)/log(¢)] het grootste gehele

getal dat kleiner is dan of gelijk aan log(z)/log(¢) aan de voorwaarden: |1 4 ¢|logl=l/1os(@)] < |2| < \/20V/5|z|

en |1 + ¢2|llogl=l/loa(@)] — |1 4 ¢|~loglzl/loa(®)] < |1 4 ¢|1-logl=l/loa(®) — ¢/|2| < \/20v/5/|z|. Hieruit volgt dat
G C Urez(8(1 4+ ¢)*B) en R’ = 1, waaruit volgt dat G/U C B/U.

Lemma 3.43. Ziju € R een eenheid zodat L o O(u) = 0 € R™¥"2. Dan is u een eenheidswortel.

Bewijs. Voor elke eenheidswortel w € R met w™ =1 geldt dat L o O(w™) = nL o §(w) =0, dus L o §(w) = 0. Verder
geldt dat ker(L) = {£1}" x (S')™2. Nu willen wij ker(L|;;) bepalen, waarbij L|;; de beperking van L tot U = 6(R)
is. Er geldt dat 0(U) discreet is: stel dat er een eenheid u € R bestaat zodat voor elke € > 0 er een andere eenheid
u. € R bestaat zodat |0(u) — 0(uc)| = |6(u — u:)| < e. Daaruit volgt in het bijzonder dat alle componenten van
0(u — uc) kleiner zijn dan e, en is het product van alle componenten (reéle of complexe inbeddingen, waarbij van een
complexe inbedding het kwadraat wordt genomen) kleiner dan ™. Maar omdat u,u. € R, geldt dat N(u —u.) geheel
is, wat een tegenspraak oplevert: er bestaat dus voor alle u € R een € > 0 zodat {x € V;0 < |0(u) — z| < €} een
lege doorsnede heeft met §(R*). Omdat U discreet is, is U gesloten is in V*. Omdat een deelverzameling van een
discrete verzameling ook discreet is, is ker(L|yy) discreet en gesloten. Omdat ker(L|y) een gesloten deelverzameling
is van de compacte verzameling {£1}" x (S1)™2  is ker(L|y) compact. Omdat ker(L|y;) compact en discreet is, is
ker(L|y) eindig. Tenslotte bevat een eindige ondergroep van U alleen eenheidswortels, waaruit de conclusie volgt. [

Stelling 3.44 (Eenheidsstelling van Dirichlet, [4]). Zij K een getallenlichaam van graad n en R C K de
verzameling van algebraisch gehele getallen. Zij r1 het aantal reéle inbeddingen en ro het aantal geconjugeerde paren
complezxe inbeddingen van K. Dan bestaan er eenheden u,, met 1 < m < ri + ro — 1 zodat elke eenheid e € R
geschreven kan worden als e = (° H:ﬁi;rl usm met ¢y, € Z en ¢ € R een voortbrenger van de eindige cyclische
groep van eenheidswortels.

Bewijs. Omdat U wegens het bewijs van lemma discreet is in V>, is U wegens de deelruimtetopologie ook
discreet in G: in lemma is een open verzameling {z € V;0 < |0(u) — z| < €} geconstrueerd, de doorsnede
van die verzameling met G is een open verzameling in G. Voor u € U, stel dat van alle componenten van L(u)
de absolute waarde kleiner is dan b. Dan is de absolute waarde van reéle inbeddingen van u maximaal e’, en van
complexe inbeddingen maximaal e®/2. Daaruit volgen beperkingen voor de coéfficiénten van F(t) = [[,(t — o(u)),
het karakteristiek polynoom van u. Omdat F(t) € Z[t], zijn er eindig veel verschillende polynomen mogelijk, die elk
eindig veel nulpunten hebben. Elke begrensde deelverzameling van R™ 772 bevat slechts eindig veel elementen van
L(U). Daarom is L(U) discreet in L(G).

Er geldt dat L(G) = R™ 721 omdat L : G — R surjectief is, waarbij R} ™" de deelverzameling van R 72
is waarvan de som van componenten gelijk is aan 0. Hiervan is L(U) 2 Z" met r < r1+7r5—1 een discrete ondergroep.
Omdat L : G — L(G) een continu en surjectief groepshomomorfisme is, is de afbeelding van G/U naar L(G)/L(U)
00k continu en surjectief. Omdat G/U compact is, is L(G)/L(U) ook compact. Hieruit volgt dat v =7y +ry— 1 en
dat de basisvectoren van L(U) lineair onafhankelijk zijn over R.

Kies nu {upm} met u, € R* en 1 < m < r; +ry — 1 zodat {L(um)} een Z-basis van L(U) vormt. Omdat de
L(upm,) lineair onafthankelijk zijn over Z, zijn de u,, multiplicatief onafhankelijk. Verder, voor elke u € R* geldt dat
L(u) = S g, L), en L(u) = LI u®m), waaruit volgt dat u® = ¢[]7F27" u%m met ¢ € R een
eenheidswortel, omdat ker(L|) bestaat uit eenheidswortels. Verder is de groep van eenheidswortels in R een eindige
cyclische groep. Voor R = Z[(,] is dit bewezen in lemma m In het algemeen moet voor een eenheidswortel (i in

. . . k
een getallenlichaam met graad n gelden dat ¢(k) < n. Het resultaat volgt uit het feit dat ¢(k) > 4/ 5. O
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3.6 Lemma van Kummer

Lemma 3.45 (Kummer). Zij p een priemgetal zodalt p geen deler is van de tellers van By, voor m < p — 3 en
u € Z[Cp] een eenheid met u = a (mod p), waarbij a € Z. Dan geldt dat uw = wP met w € Z[(p] een eenheid.

Merk op dat de voorwaarde u = a (mod p) relatief streng is. Er zijn immers pP~! restklassen (mod p), waarvan
er p — 1 restklassen aan de voorwaarde voldoen.

Bewijs. Wegens gevolg geldt dat u = C}’,fv, met v een reéle eenheid. Dan geldt dat v € Ry = Z,[r?], dus v =b
(mod 7?), met b € Z,. Omdat b= ~_ b,p™, geldt dat b = by (mod p) en b = by (mod 72) met by € Z. Ook geldt
dat by # 0 (mod p), omdat u geen veelvoud is van p: mocht u een veelvoud zijn van p, dan is p € Z,[(,] inverteerbaar,
wat onmogelijk is. Omdat ({; = 1+ kn (mod 72), geldt dat u = by + bokm (mod 7?). Omdat v = a (mod p) en
7Pl = —p geldt dat bk = 0 (mod p), dus is p een deler van k, en is u regel. Er mag worden aangenomen dat u
positief is. De reéle positieve eenheden in Z[(,] vormen een multiplicatieve groep. Omdat wegens stelling de
{log(621)} lineair onafhankelijk zijn over Q,, en dus ook over Z, geldt dat de {62, } multiplicatief onafhankelijk zijn.
Verder bestaat {021} uit (p—3)/2 elementen, die wegens stelling een eindige index hebben in de eenhedengroep
van Z[(,]. Verder hebben alle elementen een oneindige orde. Daaruit volgt dat u” = Hff:;g)/ 2 ogm met ¢ € Z,
waarbij n de index is van {62!} in de eenhedengroep van Z[(,]. Omdat de eenheden 6%, oneindige orde hebben,
zijn de c,, uniek bepaald. Verder kunnen n, ca, ..., c—_3)/2 worden gedeeld door ggd(n, ¢z, . . ., ¢(p—3)/2), dus kan mag
worden aangenomen dat ggd(n,ca,...,cp—3)/2) = 1. Beide kanten van de vergelijking verheffen tot de macht p — 1

en logaritmen nemen levert op dat nlog(u?~!) = Zgﬁ;g)/ 2em log(6P.71). Wegens gevolg geldt voor alle ¢, dat
Cm € Py, dus ¢y, € pZ. Wegens ggd(n, ¢z, . .., ¢p—3)/2) = 1 is n relatief priem met p, dus is ™ een een macht p van
een andere eenheid in Z[(,]. Omdat er s,t € Z bestaan zodat sn + tp = 1, volgt uit v = vP dat u*" = ul=tP = P
en u = v*Pu'? = (v¥u')P. Wanneer w = véu' wordt gekozen, volgt het resultaat. O

Nu lemma is bewezen, is geval 2 van FLT voor een nog te bepalen deelverzameling van de reguliere priem-
getallen bewezen. Dit bewijs van lemma [3.45 maakt gebruik van een andere voorwaarde voor priemgetallen, en is
dus niet in het algemeen van toepassing op reguliere priemgetallen. In hoofdstuk [4] zal blijken dat de voorwaarde
uit lemma equivalent is met de definitie van een regulier priemgetal, met als resultaat gevolg [1.60} Uit deze
equivalentie volgt een methode om te bepalen of een gegeven priemgetal regulier is.



Hoofdstuk 4

Bernoulligetallen, criterium van Kummer

4.1 Klassengetalformule

Omdat wij het resultaat van de klassengetalformule alleen nodig hebben voor cyclotomische lichamen, worden reéle
inbeddingen in deze sectie niet behandeld. Hierdoor kan het bewijs uit [16] hoofdstuk 6] vereenvoudigd worden. Het
verschil tussen een reéle en complexe inbeddingen is dat complexe inbeddingen in geconjugeerde paren voorkomen,
wat sommige factoren 2 oplevert. In de notatie van de vorige sectie stellen wij nu ry =0 en ro = 7.

Lemma 4.1. Zij ¢ : G — G’ een homomorfisme van abelse groepen en S een ondergroep van G. Stel dat S door ¢
isomorf op ¢(S) C G’ wordt afgebeeld. Stel dat D' C G’ een verzameling van nevenklassenrepresentanten van ¢(S)
in G’ is. Dan is ¢~1(D’) een verzameling van nevenklassenrepresentanten van S in G.

Bewijs. Zij g € G, dan bestaat er wegens aanname een unieke d’ € D’ zodat ¢(g9)d = ¢(s) € ¢(S), met s € S.
Omdat d’ uniek is, en S isomorf op ¢(S) wordt afgebeeld, is s ook uniek bepaald. Uit ¢(g)¢p(s)~! = d'~t volgt dat
er een d € G bestaat zodat ¢(d) = d’. Hieruit volgt dat ¢(gd) = ¢(s) en gd = ks met k € ker . Omdat voor alle
g € G geldt dat g(dk~!) = s, is de verzameling van nevenklassenrepresentanten van S bevat in ¢p~1(D’).

Verder, voor elke d € ¢~ 1(D) geldt dat d het enige element in ¢~!(D’) is dat vermenigvuldigd met d~! een
element uit S oplevert: stel ¢ € ¢~1(D) met cd=! € S. Dan geldt dat ¢(c)p(d~1) € ¢(S). Omdat D’ een verzameling
van nevenklassenrepresentanten is, is ¢(c) uniek bepaald. Omdat ¢(d)p(d=1) = ¢(e) € ¢(S), geldt dat ¢(c) = ¢(d)
en ¢ =kd met k € S enk € ker . Omdat S isomorf op ¢(S) wordt afgebeeld, is de beperking van ¢ tot S injectief,
waaruit volgt dat k = e en ¢ = d. Hieruit volgt dat de verzameling van nevenklassenrepresentanten van S gelijk is
aan ¢~ (D). O

Definitie 4.2. Een deelverzameling B C R" is m-Lipschitz-parametriseerbaar, met m < n, als B bevat is in een

eindige vereniging U, F, ([0, 1]™). Hierbij zijn de F, : [0,1]™ — R" zodat W begrensd is voor z,y € [0,1]™.

Lemma 4.3. Zij F : [0,1]" — C" een functie met continue partiéle afgeleiden en stel dat de absolute waarde van
alle partiéle afgeleiden kleiner is dan R > 0. Dan geldt voor alle x,y € [0,1]™ dat ‘F(ﬁ%g(y)l < Ry/T.

Bewijs. Er geldt dat alle parti€éle afgeleiden begrensd zijn, omdat een continue functie op een compact domein
begrensd is. Omdat er eindig veel partiéle afgeleiden zijn, bestaat er een R > 0 zodat de absolute waarde van
alle partiéle afgeleiden kleiner is dan R. Stel dat er x,y € [0,1]™ bestaan zodat w = S met S > 0.

Definieer nu de lijn L : [0,1] — [0,1]" zodat L(0) = z en L(1) = y. Uit de driehoeksongelijkheid volgt dat

: F(L(0)— F(L(L F(L(3)-F(L1
|F(L(0))—F(L(3))|+|F(L(3))—F(L(1))| > S|z —y], waaruit volgt dat W >S9 of% > 8.

Herhalen van dit proces levert op dat voor elke ¢ > 0 er t < u < v € [0, 1] bestaan zodat v —t < € en w > 5.

Hieruit volgt dat %w + %w > S, waaruit volgt dat w > S of w > S. Ook

bestaat er een component k zodat W > S/y/r. Anderzijds geldt voor elke £ > 0 dat er een § > 0 bestaat

zodat M — F/(u)| < € voor alle t € [0,1]™ met |u — t| < §. Hieruit volgt dat S < R\/r. [
u—t k

Lemma 4.4. Zij H C R™ een rooster en B C R™ een verzameling met m-Lipschitz-parametriseerbare rand en m < n.

Dan geldt voor |H NaB)|, het aantal elementen in H NaB, dat (|[HNaB|— %%a”)/am, met a > 0, begrensd is:

|H N aB| - g a” € O(a™).

Bewijs. Zonder verlies van algemeenheid mag worden aangenomen dat H = Z", omdat H naar Z" getransformeerd
kan worden. Er geldt dat |H NaB| = |Z™ NaB’| met a > 0, waarbij B’ het beeld is van B na de transformatie. Elk
roosterpunt in Z" C R™ is bevat in een kubus z + [0,1]" C R™ met z € Z". Het aantal kubussen in aB’ is ongeveer
gelijk aan Vol(aB'), en ook ongeveer gelijk aan |Z™ NaB’|. Het verschil wordt veroorzaakt door kubussen op de rand,
die niet geheel bevat zijn in aB’. Als kan worden aangetoond dat er een constante C' > 0 bestaat zodat het aantal
randkubussen kleiner is dan Ca™, is dit lemma bewezen.

33
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De rand van B’ is wegens aanname bevat in de eindige vereniging U, F,, ([0, 1]™), dus moet bewezen worden dat
het aantal kubussen dat F,([0,1]™) doorsnijdt kleiner is dan Ca™. Daarvoor verdelen wij [0,1]™ in [a]™ kleine
kubussen S met een zijde van [a], waarbij [a] het kleinste gehele getal kleiner dan of gelijk aan a is. Nu nemen wij
aan dat a > 1. De grootst mogelijke afstand tussen twee punten in [0, 1]™ is gelijk aan \/m, dus de grootst mogelijke

afstand tussen twee punten in F,(S) is gelijk aan Ay/m/[a], waarbij A een bovengrens voor ‘Fa(ﬁ:;‘*(y)l is. Dan heeft

aF,(S) een diameter van ten hoogste aiy/m/[a] < 2)\\/m. Kies nu een willekeurig punt in F,(S) en beschouw de
bol met straal 2X\/m rondom dat punt. Er geldt dat F,(S) bevat is in deze bol, en deze bol doorsnijdt ten hoogste
= (4\y/m+2)" kubussen. Merk op dat u onafhankelijk is van a, en ten hoogste u[a)™ kleine kubussen doorsnijden
F,(S). Omdat pla]™ < pa™, is het lemma bewezen. O

Een voorbeeld voor bovenstaande redenering is een schijf D C R? met straal v/10 in R2. Deze cirkel bevat 37
roosterpunten, terwijl deze cirkel een oppervlakte van 107 ~ 31,4 heeft. Dit verschil wordt bijvoorbeeld veroorzaakt
door het punt (2,1): het vierkant [2, 3] x [1,2] is niet geheel bevat in D. Het element 0 € R wordt niet behandeld,
deze sectie gaat over multiplicatieve groepen. Verder voeren wij deze verzamelingen in:

o W: de eindige cyclische groep van eenheidswortels in R

e FE: het quotiént R/W dat volgt uit de afbeelding L o 6, volgens stelling een vrije abelse groep van rang
r—1

e D: nog te bepalen deelverzameling van R zodat voor elke x € R een unieke eenheid u € E bestaat zodat
ux € D, verzameling van nevenklassenrepresentanten R/E

Definitie 4.5. Zij een Z-basis {e,,} met 1 < m < n voor een rooster H gegeven. De verzameling {1 _ amme,|0 <
am < 1} wordt een fundamentaaldomein van H genoemd.

Lemma 4.6 ([16, hoofdstuk 5, opgave 31]). Er geldt dat L o §(E) C R" een rooster is.

Bewijs. Stel E' C F zodat Lof(E') C Lof(F) begrensd is, dan is (E’) begrensd: L stuurt onbegrensde verzamelingen
naar onbegrensde verzamelingen. Omdat elke begrensde verzameling is bevat in een compacte verzameling, mag
worden aangenomen dat §(E’) bevat is in een compacte verzameling. Ook is 6(E’) discreet, omdat 6(U) wegens het
bewijs van lemma discreet is. Omdat een discrete deelverzameling van een compacte verzameling eindig is, en
L o 0| injectief is, is E’ eindig.

Kies nu een rooster H C L o §(E) met maximale rang en een Z-basis {e,,} met 1 < m < n: omdat {0} een
rooster is, bestaat dit maximale deelrooster. Kies u € L o §(E), omdat L o (E) een groep is, is {u,e1,...,e,} een
rooster met n + 1 basisvectoren in L o §(F), waaruit volgt dat {u,ei,...,e,} athankelijk zijn over Z. Hieruit volgt
dat u=>"_, “me,, met a geheel, ongelijk aan 0: als a = 0 is een Z-lineaire relatie voor {e,} geproduceerd, wat
een tegenspraak oplevert.

Kies nu een fundamentaaldomein F' voor het rooster H, dan bestaat er een h € H zodat e — h € F. Omdat
F begrensd is, is L o §(E)/H eindig, schrijf L o §(E)/H = {uy} met up = > _ “™*e en 1 < k < [. Hieruit

m=1 ay
volgt dat kgvh_; ay - L o §(E) C H, waarbij kgv het kleinste gemene veelvoud is. Omdat kgv® _, a,, - L o (E)
een ondergroep is van H, is kgvfn:1 @, - Lo O(E) een vrije abelse groep met rang van maximaal n. Omdat H een
ondergroep is van L o (E), heeft kgv® _, a,, - L 0 O(E) een rang van n. Kies nu een Z-basis voor L o §(E), dan is
deze basis onafhhankelijk over R, omdat basiselementen van L o §(E) zijn uit te drukken als Q-lineaire combinatie
van basiselementen van H. O

Stelling 4.7. Zij R een Dedekinddomein en A een ideaalklasse. Dan bestaat er een k, onafhankelijk van A zodat
In(t) = Kt + £(t), met e(t) < Ct'='/™ woor een C > 0. Hierbij is Iy(t) het aantal idealen in de ideaalklasse 2A met
norm kleiner dan t.

Bewijs. Kies een ideaal b € 2A~!. Dan bestaat er wegens de procedure uit lemma een bijectie tussen idealen
a € 2A en elementen 5 € b (afgezien van eenheidsveelvouden van ), zodat ab = (3). Idealen in 2 met een norm
kleiner dan ¢ komen overeen met elementen in b met een norm kleiner dan N(b)t. Het tellen van idealen in 2 komt
dan overeen met het tellen van elementen in b, afgezien van het feit dat twee verschillende elementen hetzelfde ideaal
voortbrengen als zij een eenheidsfactor van elkaar verschillen. Wanneer elementen in b N D worden geteld, wordt elk
element w maal geteld, waarbij w het aantal eenheidswortels in R is. Deze (eindige) factor kan worden weggedeeld.

Beschouw het homomorfisme Lo : R — R". Er geldt dat E injectief op L o (F) wordt afgebeeld, omdat
ker(Lo6@) = W: stel € R zodat Lo6f(x) = 0. Dan hebben alle complexe inbeddingen van x een absolute waarde van
1, waaruit volgt dat het minimaalpolynoom van z een Mahlermaat van 1 heeft, waaruit volgt dat « een eenheidswortel
is[23] stelling 3.3.3]. Kies een fundamentaaldomein F' voor L o §(E), en kies voor D’ de verzameling F' @ L, waarbij
de lijn L = (2,...,2)'R is. Merk op dat (2,...,2)" ¢ Lo 6(E), omdat de som van componenten ongelijk is aan 0.
Er geldt dat D’ een verzameling van nevenklassenrepresentanten van L o §(F) is, omdat voor elke z € R een e € E
bestaat zodat z + 0(E) € D'. Uit lemma volgt dat D = {z € R|Lo0(z) € D'} met D’ een verzameling van
nevenklassenrepresentanten van L o §(E) C Lo §(R).

Er geldt dat 8(D) = af(D) voor alle a € R*, wegens de specificke keuze voor L: stel d € (D), dan geldt dat
L(d) € D' en L(d/a) = L(d) — logla|(2,...,2) € D’. Hieruit volgt dat d/a € (D) en ad € af(D). Herhalen
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van deze redenering, met 1/a in plaats van a levert het resultaat op. Uit de definitie D, = {z € 6(D);L(z) €

F®(2,...,2)"(—00,log(a)]} volgt dat D, = {/aDy en Iy(t) = |0(b) N Dxeeye] = [0(b) N {/tN(b)Dy|. Wegens
1emmageldt dat [8(b) N ¥/t N(b)D,| = \\,LCII((QD[’))) N(b)t +~(t) = V\gféé(Dég)t—i—’y( ), waarbij y(t) < Ct'=1/™ voor een
Vol(Dy) 2" Vol(D;)

C > 0. Omdat alle hoofdidealen w maal worden geteld, volgt dat Iy(t) = t +(t) met & = _<ZiGiay =

wy/d(R)
Hiermee is het lineair verband bewezen.

Het genoemde lineair verband is bewezen onder aanname van lemma [£.4] dus moet bewezen worden dat de rand
van D; Lipschitz-parametriseerbaar is. Daarvoor moet eerst worden bewezen dat D; begrensd is, zodat D; een rand
heeft: omdat F' begrensd is, zijn alle componenten van L(x) begrensd, waaruit volgt dat D; begrensd is. Schrijf
F= {Z:n;ll tmm |0 < t,, < 1}, waarbij {v,, } een Z-basis voor Lod(FE) is. Merk op dat F' een dimensie van r—1 heeft,
omdat de vectoren v,, lineair onafhankelijk zijn wegens het bewijs van stelling Voor een punt (z1,...,2.) € D;
geldt dat 2log |zi| = > r—1 tmUm i + 2u, waarbij 0 < ¢, < 1en u <0, verder is vy, ; de component k van v,, is.

m=1 F
Stel nu t, = e* en schrijf z;, = pre’* in poolcodrdinaten. Dan kan een parametrisatie worden opgeschreven met

r—1
1
Pr = t.exp <2 Z tmvmk) en Or = 27ty s, (4.1)
m=1

waarbij t, € (0,1] en de andere t,, met 1 < m < n = 2r zich in [0,1) bevinden: schrijf t € A C [0,1]". Ook is
F:(0,1) = C" de compositie van vier afbeeldingen:

1. Fy:(0,1)™ — R™, waarbij van de component r de logaritme wordt genomen
2. Fy : R™ — R™, waarbij een lineaire transformatie met een nog te definiéren matrix wordt uitgevoerd

3. F5 : R" — (0,00)" x R", met op de eerste r componenten = — exp(x/2) en op de laatste 7 componenten
T — 21

4. Fy:(0,00)" x R" — C" waarbij de componenten m en r +m worden gecombineerd tot een complexe getal met
als lengte de component m en als hoek de component r + m

De lineaire transformatie bestaat uit een blokdiagonaalmatrix M bestaande uit twee blokken: een blok linksboven
van dimensie r met de vy, als kolomvectoren en als laatste kolomvector (2,...,2). Rechtsonder staat een eenheids-
matrix van dimensie r. Andere elementen zijn gelijk aan 0. Merk op dat deze matrix rang n heeft, omdat de v,, en
(2,...,2) lineair onafhankelijk zijn. De genoemde functies zijn continu, en behouden dus open verzamelingen.

Omdat F open verzamelingen behoudt, volgt dat F((0,1)") open is. De rand van D; is gedefinieerd als
D;\inw(D;), met D; de afsluiting van D; en inw(D;) het inwendige van D;. Omdat F(A) = D;, geldt dat
Dy C F([0,1]"), en omdat F([0,1]") gesloten is, geldt dat D; C F([0,1]"). Omdat A dicht ligt in [0, 1]", ligt
F(A) = D dicht in F([0,1]"), dus geldt dat F([0,1]*) € D;. Omdat F((0,1)") open is, geldt dat F((0,1)") C
inw(Dq) en D;\inw(D;) C D1\F((0,1)"). Hieruit volgt dat de rand van D; is bevat in F([0,1]"\(0,1)"). We-
gens lemma is F een Lipschitz-functie, en omdat [0,1]™\(0,1)" bestaat uit 2n exemplaren van [0,1]"71, is D
Lipschitz-parametriseerbaar. O

Voorbeeld 4.8. Voor R = Z[¢] met ( = (7 geldt dat W = ((14) en E = Z? en U = W x E. Hoewel de
eenhedengroep van een getallenlichaam bekend is, is het in het algemeen lastig om voortbrengers van de eenhedengroep
te vinden. In het speciale geval van cyclotomische lichaamsuitbreidingen geldt wegens lemma [2.65| en gevolg
dat de eenhedengroep van R gelijk aan de groep van cyclotomische eenheden. Merk op dat gevolg nog niet is
bewezen, dit resultaat is nodig om de voortbrengers van de eenhedengroep van R te bepalen. Wegens stelling
heeft de eenhedengroep van R een rang van 2. De cyclotomische eenheden zijn

g2 =14¢ e3=1+C+(?
e1=1+(+C+ = e5=1+¢+C+C+ (=~
o =1+C++C+¢+ 0= er=14+C+C+F+"+ P+ =0. (4.2)

Van de paren complexe inbeddingen worden ¢ + ¢ en ¢ — (2 en ¢ ~ (3 gekozen, waaruit de matrix

2log |l +¢|  2log14+¢+¢? 2 1,18 1,62 2
M= (2log|l+¢? 2log|l1+¢*+¢* 2| =] 0,44 -1,18 2 (4.3)
2log |1 +¢3| 2log|1 4¢3+ ¢8| 2 —~1,62 —0,44 2

volgt. Er geldt dat
(I+ Q)1+ ¢+ ¢ 1,18k + 1,621

OE) =< |1+ A+3+¢H ] cC en Lof(E)~ 0,44k — 1,181 CR? (4.4)
(L+ 3k + 3+ ¢5) 1,62k — 0,44
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met k en [ geheel. Een fundamentaaldomein F' van L o 6(E) wordt dan gegeven door

1,18 1,62
F=Xr[ 044 | +s|-1,18] eR}0<r,s<1y, (4.5)
1,62 —0,44
waaruit volgt dat
1,18 1,62 2
D~Sr| 044 | +s|-1,18] +t|2] eR}0<rs<1,teRy. (4.6)
—1,62 —0,44 2

Het idee is dat elk punt in R? naar D’ gestuurd kan worden, door een element uit L o §(E) erbij op te tellen: kies
bijvoorbeeld het punt (37,—5,4)! € R3. Omdat de drie gegeven vectoren een basis van R® vormen, volgt uit een
basistransformatie dat

—1

1,18 1,62 2 37 3,35 37 1,18 1,62
0,44 —1,18 2 5| =1 14,98 en 5| -3( 0,44 | —14|-1,18) eD. (47
1,62 —0,44 2 4 ~16,33 4 ~1,62 —0,44

Er geldt dat D = {z € R|Lo0(z) € D'} de verzameling van nevenklassenrepresentanten van F is. Verder geldt
dat Dy = {x € §(D); L(z) € F & (2,...,2)!(—00,0]}. Nu willen wij bewijzen dat de rand van D; een Lipschitz-
parametrisatie heeft. Voor een punt (z1, 20, 2z3) = (p1€%1, p2e'®2, p3e’¥) € D geldt wegens vergelijking (4.1)) dat

p1 t3 exp(0,59t; + 0, 81¢5) t3- |14 C|H1+ ¢ + ¢t

D2 t3 exp(0, 22t; — 0, 59¢,) t3 - |14 2P|+ ¢ + ¢t

ps | _ | taexp(—0,81t1 —0,22t5) [ [ t5- |1+ 31+ (3 + (5P (4.8)
91 - 27Tt4 - 27Tt4 ’ ’
92 27Tt5 27Tt5

93 27Tt6 27Tt6

waarbij t3 € (0,1] en ty,ta,t4,t5,t6 € [0,1). Numoet tenslotte een afbeelding van ¢y, ta, t3, t4, ts, t NaAT p1, pa2, p3, 61,02, 05
geproduceerd worden:

tl tl 17 18 1, 62 2 0 0 O tl 1, 18t1 + 1, 62t2 +2 10g(t3) P1

o ts 0,44 1,18 2 0 0 0 ts 0,44t — 1,18t + 2log(ts) 02

t3 By log(ts) B -1,62 —-0,44 2 0 0 O log(ts) —1,62t; — 0,44t + 2log(t3) Py | ps

t4 ty 0 0 01 0 0 t4 t4 011’

ts ts 0 0 0 0 1 0 ts ts 02

te te 0 0 0 0 0 1 te te 03
(4.9)

waarmee een parametrisatie is gevonden. De matrix in bovenstaande vergelijking wordt M genoemd en heeft een
determinant van —12,61.

Definitie 4.9. Zij K een getallenlichaam met als eenhedengroep W x E, waarbij F een vrije abelse groep is van
rang r =11 + 72 — 1. Zij {un,} de voortbrengers van E. Zij o; de inbeddingen van K. Beschouw de matrix met r + 1
rijen en r kolommen met de elementen N;log |o;(u.,)|, waarbij N; = 1 als o; een reéle inbedding is, en N; = 2 voor
een complexe inbedding ;. Verwijder vervolgens een willekeurige rij. De determinant van de matrix die overblijft is
de regulator van K.

Lemma 4.10. Zij A een vierkante matrix waarvan alle kolommen, behalve de laatste, een som van 0 hebben. Dan
blijft de determinant gelijk wanneer de laatste kolom wordt vervangen door een andere vector met dezelfde compo-
nentensom.

Bewijs. Het bewijs volgt uit ontwikkelen naar de laatste kolom. Noem de matrix A waarin de laatste kolom is ver-
vangen door een andere vector met dezelfde componentensom B. Dan volgt dat |A| — | B| gelijk is aan de determinant
van een matrix waarin alle kolommen een componentensom van 0 hebben. Voor een voorbeeld, beschouw de matrices

-3 -4 2 -3 -4 1
A=|-5 -1 -4 en B=|-5 -1 —=5]. (4.10)
8 5 —6 8 5 —4
Er geldt dat
-3 —4 2
-5 -1 -3 —4 -3 —4
|[Aj=|-56 -1 —4 2‘ 3 5 ‘ (4)’ s 5 ‘+(6) ‘_5 _1‘ (4.11)

8 5 —6
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en

-3 -4 1
IB|=|-5 -1 —5/=1 - (—5) 3 + (—4) -3 : (4.12)
8 ) 8 5 -5 -1
8 5 —4
waaruit volgt dat
-3 -4 1
|A| - |B| =1 IR T +(=2) I R (4.13)
8 ) 8 5 -5 -1
8 5 =2
Optellen van de eerste en tweede rij bij de derde rij levert op dat |A| — |B| = 0. O
Voorbeeld 4.11. Uit lemma volgt dat | Reg(R)| voor R = Z[(7] gelijk is aan
1,18 0,44 1 1,18 0,44 0| | 1,18 0,44 0 1,18 0,44 2
0,44 —1,62 0|~|0,44 —1,62 1|~[0,44 —1,62 0~=|0,44 —1,62 2/ ~-210, (4.14)
-1,62 1,18 O -1,62 1,18 O -1,62 1,18 1 -1,62 1,18 2

waarbij de laatste matrix de genoemde matrix M in stelling is. De matrix M is dus gelijk aan n Reg(R), omdat
de definitie van de v, gelijk is aan de elementen van de matrix uit de definitie van de regulator. Verder komt het
verwijderen van een rij overeen met het toevoegen van een kolom, waar in de te verwijderen rij een element 1 staat,
en 0 in de andere rijen. Omdat de voortbrengers van de eenhedengroep eenheden zijn, is het product van de complexe
inbeddingen gelijk aan 1, waardoor de som van een kolom gelijk is aan 0. Merk op dat wegens lemma inderdaad
een willekeurige kolom verwijderd kan worden om de regulator te bepalen.

wy/|d(R)|

Lemma 4.12. Voor stelling geldt dat k = (2m)"” Reg(R) Hierbij is v het aantal paren geconjugeerde compleze
inbeddingen en w het aantal eenheidswortels in R.

Bewijs. Er geldt dat Vol(Dy) = || D, IL,.—1 pmdﬁd@q7 volgens integratie in poolcodrdinaten. Uit een variabelentrans-
formatie volgt dat Vol(D;) = f[o i [15,—, pm|J|dE; met |J| de absolute waarde van de determinant met partiéle
afgeleiden. Deze parti€le afgeleiden zijn gelijk aan

i Is1<m<
i 2PkUmk 88 LS M ST 00y, 27 alsk=m
o =& alsm=r en = = (4.15)
Oty OT < m< Oty 0 anders
alsr<m<n

waaruit volgt dat | det(.J)| = 7" [[._; px-| det(M)|/t,. Ook geldt dat [],_, px = t7exp (% S St tmvm,k) =1,
omdat >, _; vm i = 0. Verder geldt dat |det(J)| = 7"¢7~!| det(M)|, waarbij M de matrix in stelling [4.7|is. Hieruit
volgt dat Vol(Dy) gelijk is aan

/ H pm| det(J)|dt = / tra"tt " det(M)|dt = 7" | det(M)| =t = T det(M)]. (4.16)
0,1]™ 1, [0,1]" [0,1]" n
Invullen in x = %;((RD;) levert op dat k = %}J et(M)| = @zruyilxi()m. O

Voorbeeld 4.13. Voor R = Z[(7] bepalen wij het volume van D;. Dit is gelijk aan fDl p1p2p3dp1dpadpsdf;dfadfs =
Jio.ags P1P2p3] det(J)|dE, met

0,591 0,81p1 pi/ts 0 0 0 0,59 0,81 1 0 0 0
0,22p —0,5902 po/ts 0 0 0 0,22 -0,59 1 0 0 0
S| 081 02205 py/ts 0 0 0| _ pipapsm® | <081 0,22 1 0 0 0 (4.17)
0 0 0 2r 0 0 i3 0 0 020 0 '
0 0 0 0 21 0 0 0 00 20
0 0 0 0 0 2r 0 0 00 0 2

de matrix van partiéle afgeleiden uit vergelijking (4 . Er geldt dat |det(J)| = #4222 73| det(M)|, waarbij M de
matrix is die voor de afbeelding F» wordt gebruikt. Omdat verder geldt dat pipaps = t3, geldt dat

4 S 1
Vol(Dy) = / p1paps P20 15 det (M)|dF = %] det(M))| / 147 = 13| det(M)|. (4.18)
[0,1]6 i3 [0,1]6 6
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4.2 Zetafuncties en L-reeksen: h = hihy

Deze sectie is gebaseerd op [18, hoofdstuk 6].

Definitie 4.14. De Riemann—zetafunctieﬂ is gedefinieerd als ((s) = >, %7 waarbij s met R(s) > 1 een complexe
variable is.

Definitie 4.15. De Dedekind-zetafunctie K, een eindige lichaamsuitbreiding van Q, is gedefinieerd als (x(s) =

D fn";, waarbij j,, het aantal idealen met norm m is.[16, hoofdstuk 7]

De Riemann-zetafunctie is een speciaal geval van de Dedekind-zetafunctie, met K = Q. Verder nemen wij zonder
bewijs aan dat (k(s) kan worden uitgebreid tot een meromorfe functie op C, met op s = 1 de enige singulariteit: een
pool van orde 1. Verder geldt er dat lim,_,;(s — 1)((s) = 1. Het Eulerproduc van ((s) stelt dat ((s) =[], ﬁ,
waarbij het product over alle priemgetallen p genomen wordt. Analoog geldt dat (x(s) = [], ﬁ, waarbij het
product over alle priemidealen p genomen wordt. Omdat elk priemideaal slechts één priemgetal bevat (stel dat een
priemideaal twee priemgetallen bevat, dan bevindt 1, de grootste gemene deler van die twee priemgetallen, zich ook
in het priemideaal), kan het product van alle priemidealen worden genomen door de delers van alle hoofdidealen
van een priemgetal te bekijken. Uit stelling [£.7] en lemma en optellen over alle ideaalklassen volgt dat het
aantal idealen met norm kleiner dan ¢ gelijk is aan I(t) = hst + §(t) met 6(t) < Ct'=Y/" voor een C' > 0. Het
aantal idealen met norm gelijk aan m is dus gelijk aan I(m) — I(m — 1) = hx + §(m) — 6(m — 1). Hieruit volgt
dat Ce(s) = Yoo, Petotml—otm=l) —_ ppc(s) 4 300, 2m=0mn=D " 1y de limiet s — 1 blijft Yoo, 2m=0tm=1)
begrensd, waaruit volgt dat limg_,1(s — 1){x(s) = hklims—1(s — 1)((s) = hk. Een mogelijke methode om het
klassengetal h van Z[(,] te bepalen, is om (x(s) te bepalen.

Definitie 4.16. Het endomorfisme van Frobem'usﬂ is de afbeelding van een lichaam K met karakteristiek g, met
q een priemgetal, naar zichzelf, waarbij = naar 9 wordt gestuurd. Merk op dat deze afbeelding lineair is, omdat
(a+b)7=a?+b? (mod q) voor alle a,b € K.

(p)
ord(q)

Lemma 4.17. Zij p # q priemgetallen. Dan geldt voor (q) C Z[(p] dat (q) = [[Z] pm, waarbij ord(q) de orde van
de restklasse ¢ (mod p) in de groep (Z/pZ)* is en zijn de p,, priemidealen met een norm van q°*4(4.

ord(q)

Bewijs. Stel a = Cllf een nulpunt van ®,(¢), met 1 < k < p—1, dan geldt dat a? =a. Omdat 971 —1= an_:ll(t—
m) (mod q), volgt voor 0 # a € Q((,) uit a? = a (mod q) dat a € (Z/qZ)*. Omdat P(t) = [[Z4D7 (t — aa™)

invariant is onder de Frobenius-afbeelding, geldt dat de coéfficiénten van P(t) zich in (Z/qZ)* be:iln((ien. Verder is
P(t) irreducibel, want wanneer een nulpunt wordt verwijderd, is P(¢) niet meer invariant onder de afbeelding van
Frobenius, en zijn de coéfficiénten niet meer geheel: dit is zo, omdat de nulpunten alle machten van « zijn. Elke baan,
van lengte ord(gq), van de Frobenius-afbeelding op de verzameling van nulpunten van @,(¢) levert een irreducibele

factor van graad ord(q) op. Hieruit volgen ¢(p)/ord(q) irreducibele factoren. Merk op dat ¢(p)/ord(q) geheel is,
o(p)

D

omdat de orde van de groep (Z/pZ)* een veelvoud is van de orde van g. Hieruit volgt dat ®,(t) = [[22P F,,(t)
(mod ¢), waarbij de F,(t) € Z[t] irreducibele polynomen van graad ord(q) zijn. O

Definitie 4.18. Een Dirichletkamkteﬂ is een groepshomomorfisme van (Z/pZ)*, met p een priemgetal, naar C.

Opmerking 4.19. De verzameling van Dirichletkarakters vormt de duale groep van (Z/pZ)*: de groep van homo-
morfismen van (Z/pZ)* naar zichzelf, met yup(7) = xa(2)xs (7). Omdat voor alle a € (Z/pZ)* geldt dat a?~! =1
(mod p), geldt dat x een element uit (Z/pZ)* naar een macht van (,_; stuurt, waaruit volgt dat het beeld van
(Z/pZ)* een cyclische groep van orde p— 1 is. Verder geldt dat x(n) = 0 als n een veelvoud is van p. In deﬁnitiem
zijn Dirichletkarakters gedefinieerd voor (Z/pZ)* met p een priemgetal. Het is ook mogelijk Dirichletkarakters te
definiéren voor G = (Z/nZ)* met n geheel, omdat G een product van cyclische groepen is: elke voortbrenger g,
met 1 < m < n wordt naar een macht van (yq(y,,) gestuurd.

Definitie 4.20. De L-reeks L(s,x) is gedefinieerd als > 7 % De productvoorstelling van de L-reeks is gelijk

n=1

aan L(s,x) = Hq(l —x(q)g=%)~!, waarbij het product over alle priemgetallen ¢ genomen wordt.

Lemma 4.21 ([21]). Voor K = Q({p) geldt dat (x(s) = ((s)[] L(s,x), waarbij G' = G\{e} en G = (Z/pZ)*.

xXEG’

Bewijs. Er geldt dat

o) = [TITA =l = =) [T g = 0 =) [Ta =), dag)

a4 plg q7p plg q#p

1Georg Friedrich Bernhard Riemann, 1826-1866
2Leonhard Euler, 1707-1783

3Ferdinand Georg Frobenius, 1849-1917

4Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, 1805-1859
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waarbij de laatste gelijkheid volgt uit gevolg Uit invullen van ¢ = ¢° in t°"4(@) — 1 = Hf,id:(g )71(1f - CZr’d(q)) volgt

dat 1 — q_sord(q) = H(T);i(g)_l(l —q° ctrrld(q)) en

-1

ord(q
_ %)
Ck(s) = (1 - H H (1 =4 Corag)) 9@ (4.20)

q#p m=0

Voor ¢ =1 geldt dat x(¢) = 1 voor alle p — 1 Dirichletkarakters. Neem nu aan dat ¢ # 1. Voor een voortbrenger
g € (Z/pZ)* geldt dat g naar C5_1 met 1 < k < p — 1 gestuurd kan worden, dit levert p — 1 verschillende keuzes
op. Schrijf nu ¢ = ¢! (mod p) met 1 <[ < p — 1, dan wordt ¢ naar alle C}’,fil met 1 < k < p—1 gestuurd. Omdat
¢°"4@ =1 (mod p), geldt dat lord(q) = m(p — 1) met m geen veelvoud van ord(q): stel m een veelvoud van ord(q),

dan is I een veelvoud van p — 1, waaruit volgt dat ¢ = 1. Hieruit volgt dat x(q) gelijk is aan ({fi 1= f}fg(q) met
1 <k <p-—1. Omdat m geen veelvoud is van ord(q), bestaan er Ofd;(;) Dirichletkarakters die g naar (', sturen,
_ _¢®_
voor alle 1 <m < ord(p). Hieruit volgt dat J[ (1 —x(qQ)g %)t = H‘T’;i(g) 'a—gq g’;'d(q)) srda) en
e(s)=—-p ) [[IIO-x@a ) =@ =p) ][ L(s. 0 (4.21)
q xe€G xX€G
waarbij het product over alle priemgetallen ¢ wordt genomen, omdat x(p) = 0. O

Voorbeeld 4.22. Voor K = Q(C5) geldt dat ord(l) =1 en ord(2) = ord(3) = 4 en ord(4) = 2, waaruit volgt dat
1
CK(S):]__E),SH 4H

De Dirichletkarakters voor G = (Z/5Z)* zijn gegeven door

1
. 4.22
e | e 7 U o= o—mararey 2

‘ 1 2 3
x1 |1 1 1 1
x2 | 1 i -1 -1, (4.23)
x3 |1 —i i —1
xe |1 -1 -1 1

waaruit volgt dat [, [T, ce(1 = x(9)g™*) 7" = erG, L(s, x) gelijk is aan

1
e o= i U o wsmrea i (4.24)

q=1 q=2,3

wat gelijk is aan

11 1
@1_5_311 1—q 4H i—q> 1+q 52 qg 90— 00T (4.25)

Hieruit volgt dat (x(s) = ((s) [[,eqr L(s:X)-

Opmerking 4.23. In de literatuur worden verschillende keuzes gebruikt voor het eenheidskarakter. In [I8] wordt
Xo gebruikt, met x((0) = 0, terwijl in [24] x; wordt gebruikt, met x;(0) = 1. Om verwarring te voorkomen, wordt
in deze scriptie het eenheidskarakter niet gebruikt in producten. Er geldt dat L(s, xo) = Hq #)(1 —x0(q)g™*)"t =

[Tp(1=q*)" =C(s)(1 = p~*) en L(s, xa) = [1,(1 = x1(9)g™*) " = [1,(1 —q¢=*)~" = ((s).

Uit lemma [£.21] volgt dat lims—1(s — 1)¢x(s) = he = lims1(s — 1)C(s) [ 1, cqr (8, X) = [ eqr L(1, X), waarbij
(2m)" Reg(R)

wegens lemma [4.12| geldt dat x = ) enr = % en w = 2p en d(R) = pP~2. Hieruit volgt dat
2% h 5
7 m7 hReg(R =[x e h= = pf’ Mo | [ I]cao]. (426
p XEG! 272 Reg(R) XEO xEE'

waarbij O de verzameling van oneven Dirichletkarakters is, en E de verzameling van even Dirichletkarakters. De
verzameling E’ is gelijk aan F, zonder het eenheidselement. Er geldt dat h = hiho met

p—3

hy = 2p (4%)% [[L00) en  ho= RZgT(R) IT 2. (4.27)

x€O0 x€EE’

Merk op dat L(1,x) een oneindige sommatie is, waardoor het lastig is om h; en hy met de computer uit te rekenen.
Omdat in ho de regulator voorkomt, is het te verwachten dat he moeilijk uit te rekenen is.
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4.2.1 Toepassing: stelling van Dirichlet over rekenkundige rijen

Het resultaat van deze deelsectie is de stelling van Dirichlet over rekenkundige rijen. Dit resultaat is niet nodig voor
het bewijs van FLT, maar volgt wel gemakkelijk uit de hier behandelde theorie.

Gevolg 4.24 (Gevolg van lemma . Voor alle x € G = (Z/pZ)* geldt dat L(1,x) # 0.

Bewijs. Uit 1emma volgt dat C(x(s) = ((s) [Ieqr L(s, x), met G' = (Z/pZ)*\{1}. De functies (x(s) en ((s)
hebben beide in s = T een pool van orde 1, waaruit volgt dat L(1,x) # 0 voor alle x € G'. Wegens opmerking
geldt ook dat L(1,xo) # 0, omdat lims_q(s — 1)L(s,x0) = 1. Merk op dat de limiet lims_,; L(s,x) voor x # Xo
bestaat, wegens lemma [£.36] wat nog bewezen moet worden. O

Lemma 4.25. Zij x Dirichletkarakters van de groep G = (Z/nZ)* met n geheel. Voor a Z 1 (mod n) geldt dat
ZXeG X(CI,) =0.

Bewijs. Schrijf a = [[)_, g met 0 < ¢, < ord(gm), merk op dat niet alle ¢, gelijk zijn aan 0, want dat zou
a =1 (mod n) opleveren. Dan geldt dat - .o x(a) = [1,,21 > cq x(gm). Kies een m zodat ¢, # 0. Voor
elke macht van Coqg,,) zijn er ¢(n)/ord(g,,) Dirichletkarakters die g, naar die macht sturen. Hieruit volgt dat

c ord(gm)— Cm
S ea x(gr) = 6(n)/ ord(gm) Spg Tk = 0en Y o x(a) = 0. O

Stelling 4.26 (Stelling van Dirichlet over rekenkundige rijen, [24], stelling 4.5]). Zij a,n € Z zodat
ged(a,n) = 1. Dan bestaan er oneindig veel priemgetallen p zodat p = a (mod n).

Bewijs. Voor een Dirichletkarakter y geldt dat

log L(s, x) = Zlogl— Z
P

—sm oo

X ZX szp:

—Ssm

x()"p

Mg

, (4.28)

m
1

3
I

m=

voor R(s) > 1. Omdat m > 2, convergeert > >~ X(p)% voor R(s) > 1/2, schrijf nu log L(s,x) =
> X(P)p™° + gy (s). Uit optellen voor alle y € G = (Z/ ) Volgt dat

Z( DNYlog L(s,x) = ZZ pa~Y)p~* + g(s). (4.29)

XEG p x€G

Wegens lemma geldt dat Y- 5 x(pa~"') = 0 voor p # a (mod n). Ook geldt dat Y- . x(pa~") = ¢(n) voor
p =a (mod n). Hieruit volgt dat >_ x(a=1)log L(s,x) = > p=a (mod n) X(M)P™° + g(s).

In de limiet s — 1 divergeert de linkerzijde van vergelijking , omdat L(s, xo) = ((s) divergeert. De andere
termen blijven begrensd, omdat L(1,x) # 0 voor x € G’. Daarom moet de rechterzijde van deze vergelijking voor
s — 1 ook divergeren. Omdat g(s) convergeert, en dus holomorf is voor s = 1, moet de som ¢(n) sza (mod n) P~ "
divergeren, waaruit volgt dat er oneindig veel priemgetallen p zijn zodat p = a (mod n). O

In bovenstaande stelling is bewezen dat de reeks }° _, (1,04 »yP~ " voor s — 1 divergeert. Dit is een sterkere
bewering dan dat er oneindig veel priemgetallen zich in een gegeven restklasse (mod n) bevinden. Het zou immers
mogelijk kunnen zijn dat er zich oneindig veel priemgetallen in de gegeven restklasse bevinden, maar dat de genoemde

som toch convergeert. Ook volgt uit dit bewijs dat de asymptotische dichtheid van de verschillende restklassen uniform
Syeqx(a™)log L(s,x)
log L(s,x0)

=1, omdat x(a~1)log L(s, x) voor x # Xo en s — 1 convergeert,

>, x(p)p~°
log L(s,x)

= 1: hierbij worden convergente resttermen in de limiet weggelaten, omdat teller en

is verdeeld: er geldt dat lims_,1

terwijl log L(s, xo) — oo voor s — 1. Uit vergelijking (4.28) volgt dat limg_,;

Sieax@™) X, x(p)p~?
log L(s,x0)

noemer voor s — 1 beide naar oneindig gaan. Merk op dat in het bijzonder ook geldt dat limg_,q

= 1, waaruit volgt dat

1irns—>1

log L(s,x0) _ 1
> P )

Uit vergelijking (4.29) volgt dat lim,_,, djz(")zzl’za Guea )P
xXE€EG

= 1. Uit vermenigvuldigen van de laatste drie limieten

volgt dat lim, 1 M = 1/¢(n) volgens de definitie van de Dirichlet-dichtheid. Er geldt dat de Dirichlet-

i
dichtheid in dit geval equivalent is met de asymptotische dichtheid limpy_,oo 2122 E;Z {;T;‘)f]\;? <N} (hier is p een

priemgetal), voor een bewijs zie zie [20] sectie VI.4].

4.3 Reéel deellichaam Q((, + ¢, D): h; is rationaal en h, is geheel

In deze sectie bewijzen wij dat he gelijk is aan het klassengetal van de ring Z[(, + Cp 11, waaruit in het bijzonder
een bewijs volgt van het feit dat hy € Q en ho € Z. Omdat Cg — (¢ + (p—l)g‘p + 1 =0 en (, niet reéel is, is K een
kwadratische lichaamsuitbreiding van K. Daarom is de graad van K+ over Q gelijk aan (p — 1)/2.

Lemma 4.27. De algebraisch gehele getallen in Q((, + Cp’l) worden gegeven door Z[(, + Cgl].
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Bewijs. Er geldt dat Z[¢, + ¢, NcQg+ - 1), ook zijn alle elementen uit Z[(, + - 1 algebra'l'sch gehele getallen.
Nu moet bewezen worden dat elke algebralsch geheel getal in Q(¢p + ¢, 1) zich in Z[¢, + Cp 11 bevindt. Omdat
Q(¢+¢, ") € Q(¢p), bevinden alle algebraisch gehele getallen in Q(¢, 4 ¢, ") zich in Z[(,]. Als een element o € Z[(]
zich in Q(Cp + ¢, ') bevindt, moeten de coéfficénten voor ¢J* en (5~ gelijk zijn. Het algoritme om te laten zien dat
a € Z[¢p + ¢ 11'is het duidelijkst uit te leggen door middel van een voorbeeld.

Kies o € Z[¢] met ¢ = (7 redel, bijvoorbeeld a = 5 — ¢ +4¢% +2¢3 +2¢* +4¢% — (5. Stel B = ¢+ (1. Er geldt dat
B2 =242+ en B2 =3¢+ C3+C*+3¢5. Als eerste stap geldt dat o = 283 +5—4¢+4¢2+4¢5 —4¢5. Dit is mogelijk,
omdat de coéfficiénten voor (3 en ¢* gelijk zijn aan 1; dit is het algemeen waar wegens (Cp—l—Cp_l)k = anzo (T]fl) Q’;_Zm
met k < (p—1)/2. Daarnaast geldt dat o = 233 +48% — 3 —4¢ — 4¢® en o = 233 + 43? — 453 — 3, waarmee bewezen
is dat a € Z[¢ + ¢ 1. O

Lemma 4.28. Voor KT = Q(¢, + Cp’l) geldt dat Cx+(s) = ((s) erE’ L(s, x), waarbij E' de verzameling van even
Dirichletkarakters voor de groep (Z/pZ)* is, zonder het eenheidselement.

Bewijs. Hiervoor herhalen wij het bewijs van lemma en lemma Omdat de graad van KT /Q gelijk is aan
(p—1)/2, is de graad van het minimaalpolynoom van ¢, + ¢, gelijk aan (p — 1)/2. Er geldt dat o = ¢F + (7"
met 1 < k < (p—1)/2 een nulpunt van P(t) is, omdat « een complexe inbedding van ¢, + ¢, is. Dan geldt

dat @™ = a (mod q), waarbij ord(q) de orde van het priemgetal ¢ # P 1n de groep (Z/pZ)™ /{#1} is. Hieruit

irreducibele factoren voor P(t), waaruit volgt dat P(t) = H%rd(‘” F.(t) (mod q), waarbij F,,,(t) € Z][t]

volgen ol

-1
2§rd(q)
irreducibele polynomen met graad ord(q) zijn. Hieruit volgt dat

ord(q)—1
s m __p-1
Cr+(s) = DS T =0y @, (4.30)
q#p m=0

Verder geldt dat [], cp (1 — x(@)g %)t = Hori(g%lﬂ —q® g’;d(q))72:r;<lq) , omdat er #d%q) even karakters bestaan

m
die ¢ naar Cord () Sturen. O

Voorbeeld 4.29. Beschouw R = Z[¢ + (7] met ( = (13 en ¢ = 3. Voor a = ¢ + ¢! geldt dat o® = 3 + (3
(mod 3) en o® = ¢ + ¢7? (mod 3), verder geldt dat a®” = a (mod 3). Dit levert een irreducibele factor F(t) =
(t—a)(t—a®)(t —a) van P(t) = t% + 5 — 5t* — 4¢3 + 6t2 + 3t — 1, het minimaalpolynoom van «, op. Er geldt dat
Pt)= 3 +2t+2)(t3+t>+2t+1) (mod 3). Omdat F(t) invariant is onder de afbeelding van Frobenius, heeft F'(t)

gehele coéfficiénten, maar toch is niet direct zichtbaar welke van de twee factoren correspondeert met de nulpunten

a,a?,a® = a*. De andere factor van P(t) correspondeert dan met a2, o®, af. Er geldt dat

als g==+1 (mod 13)

als ¢ =£5 (mod 13)

als ¢ = 43,44 (mod 13)’
als ¢ = £2,46 (mod 13)

ord(q) = (4.31)

S W N =

waarbij ord(q) de orde is van g € (Z/13Z)* /{£1}. Hieruit volgt dat (1 — 137°)(x+(s) gelijk is aan

0o 0oy 1 Haes 0 gt 6o

q==%1 q= :t5 q=£3,£4 m= O q=%2,£26 m= O

Nu maken wij een tabel van even karakters:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
x1 |1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
X2 | 1 G G G -1 =G| -G -1 G G G 1
xa |l G 6 ¢ 1 G| G 1 G ¢ ¢ 1) (4.33)
xs | 1 -1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 -1 1
xs |1 G &G & 1 (3 3 1 ¢ G G 1
xe |1 —C ¢ G -1 Ce G -1 &G ¢ —¢@¢ 1

Merk op dat de tabel symmetrisch is ten opzichte van de middelste verticale lijn, omdat de karakters even zijn.
Hieruit volgt dat

(1—g*)° als ¢ = £1 (mod 13)
1 o1 JA =) A4 als ¢=+5 (mod 13) a4
XEIE( (@) (1—q¢ %) 2%1-¢q SCg) 2(14+¢°¢2)"% alsq=+43,44 (mod 13)’ ( )
[, (1 —q ¢! als ¢ = +2,46 (mod 13)

waaruit na vermenigvuldigen over alle priemgetallen ongelijk aan 13 de conclusie van dit voorbeeld volgt.
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Lemma 4.30. Voor de regulator Reg(R") van K = Q((, + ;') geldt dat Reg(R) = 2(r=3)/2 Reg(R™), waarbij
Reg(R) de regulator van Q((,) is.

Bewijs. Om de regulator voor K te bepalen, gebruiken wij de matrix om de regulator van Q((,) te bepalen, omdat
de eenhedengroepen van Q((,) en KV gelijk zijn, afgezien van producten met machten van (,. In deze matrix
moeten (p — 3)/2 factoren 2 worden weggestreept, omdat de gebruikte complexe inbeddingen voor Q(¢,) voor K
reéle inbeddingen zijn. Hieruit volgt dat Reg(R) = 2(P=3)/2 Reg(R). O

Opmerking 4.31. Merk op dat door 2(P=3)/2 wordt gedeeld, omdat de gebruikte complexe inbeddingen in de
context van KT reéle inbeddingen zijn. Een complexe inbedding krijgt een factor 2, omdat complexe inbeddingen in
geconjugeerde paren voorkomen. Dit is niet zo voor reéle inbeddingen. In voorbeeld was de eenhedengroep van
Z[¢7] gegeven door (C14) X (14+(7) X (147 +¢2). Daarom is de reéle eenhedengroep gegeven door((2+(3) x (¢8+1+(7).

0,59 0,22 1
Dan geldt dat Reg(R") &~ | 0,22 —0,810| ~ 1 Reg(R).

-0,81 0,59 0

Lemma 4.32. Voor de discriminant d(K*) van K+ = Q(¢, + (') geldt dat |d(K+)| = pP=3)/2,

Bewijs. Een mogelijke Z-basis voor Z[¢, + ¢, '] is {1} U{(¢p + ¢, 1)} met 1 < m < (p — 3)/2. Door vegen kan de
basis {1} U{¢)" +¢,™} met 1 <m < (p— 3)/2 worden verkregen Hierbij is van belang dat van (¢, + ¢, )™ de
coéfficiént van (" en ;"™ gelijk zijn aan 1. Met deze basis kan de discriminant van K * bepaald worden. Er zijn
(p—1)/2 reéle inbeddingen, met ,,,(¢p + ¢, ') = ¢ + ¢, ™. Er geldt dat Sp(¢™ +¢™™) = —1voor 1 <m < (p—1)
en Sp(1) = (p — 1)/2. Verder geldt dat (¢! 4+ ¢7H)(¢™ +¢™™) = ¢!F™ 4 =™ ¢~ + ¢~1=™. Nu bepalen wij als
voorbeeld de discriminant van Z[¢ 4+ ¢~!] met ¢ = (y;. Hieruit volgt de matrix Sp(a;a;):

5 -1 -1 -1 -1 5 -1 -1 -1 -1 1 -1 -1 -1 -1

-1 9 -2 -2 -2/ |-11 11 0 0 0 0 11 0 0 0
-1 -2 9 -2 —2/=|-11 0 11 0 O0|=[0 0 11 0 0]=11% (4.35)
-1 -2 -2 9 -2/ |-11 0 0 11 0 0 0 0 11 0
-1 -2 -2 -2 9 -1 0 0 O0 11| [0 0 0 0 11

Hierbij is eerst de eerste rij tweemaal van de andere rijen afgehaald. Daarna zijn alle kolommen bij de eerste opgeteld.
In het algemeen volgt hieruit dat d(K+) = p(P=3)/2, O

Lemma 4.33. Voor hy wit vergelijking (4.27) geldt dat ho = ht, waarbij h™ het klassengetal is van de ring Z[(,+¢, ],
de ring van algebraisch gehele getallen in Q((, + Cp_l). In het bijzonder volgt hieruit dat hy € Q en hy € Z.

Bewijs. Er geldt dat wx+ = 2, omdat £1 de enige eenheidswortels in Q(¢, +Cp_1) zijn. Verder geldt D+ = p(P=3)/2,
Reg(R) = 2°=3)/2Reg(R*) en r = (p — 1)/2. Uit lemma volgt dat

_ 2h* Reg(R*) _ 2" h* Reg(R*) _ h* Reg(R
lim(s — )¢xer () = [ ZO1 eg(R7) _ 2= pig( ) _ ﬁg&.,( ). (4.36)
-1 oy |d(KT) 2p T pT
Wegens vergelijking (4.26]) volgt hieruit dat
p—3 p—1 -1
277 w2z h ht » L(1 p—3 p-1 -p-3 h
g S0 _ 257 Rt (0 Reg()) ™ Taeor DA gy gt s
s=1 (e (s) P2 pT [ler LLX) h
p—1
Omdat hy =2p (25) * [T, co L(1,x), volgt hieruit dat
h PN\ p3 p1 —ps h h
hl:EZQP(H) 272 2 p 4 hT:hT (4.38)
he = hT, waaruit volgt dat h; € Q en hy € Z. O

4.4 Gauss-som: h; is geheel

Definitie 4.34. De Gauss—so voor een Dirichletkarakter y is gedefinieerd als 7, (x) = > "_; x(a )¢

Lemma 4.35 (Convergentiecriterium van Dirichlet). Zij (ax)r>0 met ar € R een monotoon dalende rij die
convergeert naar 0. Zij (by)r>o0 met by € C zodat de rij B, = ZZ:O by begrensd is. Dan is de reeks Z;‘;O apbi
convergent.

5Johann Carl Friedrich Gauss, 1777-1855
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Bewijs. Er geldt dat Y, arby = apy1By + Yo Br(ak — axs1), volgens de techniek van de partiéle sommatie. De
term a,1 B, convergeert naar 0, omdat B,, begrensd is en a,; naar 0 convergeert. Voor de tweede term, stel dat
B,, < M voor alle n > 0. Dan geldt dat >_7_ [Bi(ar — axt1)| = Yopeo |Brl(ar — art1) < D>opo M(ag — axs1) =
M(ap — an+1). De laatste uitdrukking convergeert naar Mag. O

Lemma 4.36. Voor een Dirichletkarakter x # xo geldt dat

L1y =~ S T log(1 - ). (4.39)

Z pns ¢la=mk, (4.40)

Uitwerken van de sommatie in k£ levert

p—1 oo o 0
ZZ .{1 alsa=n (modp) X(n ), (4.41)

== 0 alsa#n modp ns

op, omdat x(a) = x(n) als a =n (mod p).

o . - G
Wegens het convergentiecriterium van Dirichlet met a, = L en b, = ¢, " convergeert de reeks Y7, “E— =

_ n—1 —k\n
> M naar —log(1 — ¢, %). Omdat voor x # xo geldt dat 7o(x) = Za 1x(a@) =x(3(p—1)p) =0,
mag k > 1 Worden aangenomen, waaruit volgt dat

p 1p—1 p 1p—1
——fZZX Caklog :—fZZX ak(aklog(l—g . (4.42)
k 1a=0 k la=1

Er geldt dat x(k') = x(k). Ook geldt dat 71(x) = >."_, Tx(a e =>r, Tx(a k)¢a¥, omdat wordt gesommeerd
over alle elementen in (Z/pZ)*. Uitwerken van de sommatie in a levert het resultaat op O

Lemma 4.37. Voor een Dirichletkarakter x # xo geldt dat |71 (x)| = /P

Bewijs. Er geldt dat

iy [y = p—1 alsc=1
Imi(x ZX G Zx =22 X@x®G™" =3 ) x(@GT" =) x():  (443)
a=1b=1 b=1 c=1 c=1 -1 alsc;él

waarbij voor de Variabelenverwisseling geldt dat a = bc (mod p). Hieruit volgt dat |m(x)|*> =p— >0, X( ). wat
gelijk isaanp— Y 0_, X( ). Voor x # xo is dit p, waaruit het resultaat volgt. Voor x # XO geldt dat P X(c) =0:
kies een voortbrenger g € (Z/pZ)* met x(g) = p cenl<k<p-—1,dan geldt dat Y, ¢(*, =0. O

Lemma 4.38. Er geldt dat (2p)pT73h1 =l co 2= X (F)k.

Bewijs. Er geldt dat 1 — C‘k = 1 — e 2k7i/p — ¢=kmi/P2jsin(kx /p), waaruit volgt dat log(1 — Cp_k) = —kmi/p +
log(2i) + log sin(kw/p). Er geldt dat > _ 1X( ) = 0. Omdat x(1) =1, geldt x(—1) = £1. Als x(—1) = —1, wordt
een karakter oneven genoemd, een karakter met y(—1) = 1 wordt even genoemd. Voor een oneven karakter xo geldt
dat Y03 1 xo (k) logsin(km/p) = 0, omdat sin(km/p) = sin((p — k)7 /p). Hieruit volgt dat

p—1
T Vi
L1 x0) = =X S o (ki) = ZXO (1.44)
k=1
en uit vergelijking (4.27)) volgt dat
L . p—1 b1
_ oy noomi kA< | o AT
) =2 (25) Oy = () (%) T 10 S (4.45)
x€O0 k=1 X€O0 k=1

waarbij de laatste gelijkheid geldt wegens lemma Uit herschrijven volgt de conclusie. Merk op dat wegens
lemma de genoemde h; in vergelijking (4.27)) reéel en positief is, dus geldt dat |hy| = hy. O

Lemma 4.39 ([11}, sectie 5.3]). Er geldt dat (2p)pT4’h1 eZ.
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Bewijs. Kies een voortbrenger g van de cyclische groep (Z/pZ)* en schrijf nu x; voor het oneven karakter met

(o) — p—25-1
xi(g) =n
Merk op dat de verzameling O in totaal (p — 1)/2 karakters bevat. Hieruit volgt dat

, waarbij n = (,—1. Merk op dat in de macht —2j — 1 wordt geschreven, omdat x; (gp%l) = —1.

2y Hzn@m)m - (4.46)

j=1m=1

waarbij g, = ¢™ (mod p) en 0 < g,, < p— 1. Merk op dat b} = (2p)®~3)/2h; een algebraisch geheel getal in
het lichaam Q[n] is. Verder is h} invariant onder complexe conjugatie, omdat het product wordt genomen over alle
oneven machten van 7, dus geldt dat 7} € Z[n] NR. Verder geldt dat h} = (2p)P=3)/2h/hy € Q, wegens lemma
en dus dat b} € Q, waaruit volgt dat h} € Z. O

Lemma 4.40 ([11, sectie 5.3]). Er geldt dat (2p)?=3)/2|hy| een veelvoud is van 2(P~3)/2,

Bewzj& Omdat 9(p—1)/24+m +9m = g(p—l)/2+m _|_gm = gm(g(p—l)/Q + 1) =0 (HlOd p)v geldt dat 9(p—1)/24+m +9m =D,
waaruit volgt dat g(,—1)/24m — gm oneven is. Omdat nP=1/2 = —1, geldt dat

p—1 Lt
> ptimg, Z @It g G g = Z N (G = gpna). (4.47)

m=1 m=1
Hieruit volgt dat Y01 n(ithmg = ZES D2 p@i+m (mod 2). Omdat (1 —p%+1) Z(p D/2 p@it1m = 0 geldt
dat (1 — 2+ Pt p2itmg = ( (mod 2) en b} H(p 3)/2( — n¥*1) een veelvoud is van 2°~1)/2 Omdat
—1=[1230—n*)en (p— )/2 (p 3)/2( n?*), volgt uit delen dat H(p 9/2(1 — p2+1) = 2. Hieruit volgt
dat h} een veelvoud is van 2(P=3)/2, O

Lemma 4.41 ([11} sectie 5.3]). Er geldt dat (2p)*=3)/2|hy| een veelvoud is van pP—3)/2,

Bewijs. Uit gevolg[2.62]volgt dat (p) C Z[n] ontbindt in ¢(p—1) priemidealen met norm p: voor alle z € (Z/(p—1)Z)*
geldt dat zP~! = 1 (mod p), waarmee ¢(p — 1) nulpunten voor ®,_; (mod p) zijn gevonden. Kies nu een van de
priemidealen q. Er geldt dat 0 en n™ met 0 < m < p — 2 zich alle in een verschillende restklasse (mod q) bevinden:
stel dat ¥ —n' € qmet 0 < k,l < p—2en k # I, dan volgt dat n*(1 —n""%) € gen p—1 € gq. Omdat
p € q, volgt dat 1 € q, wat een tegenspraak oplevert met het feit dat q een priemideaal is. Verder zijn de n™
eenheden, dus geldt dat n™ # 0 (mod q). Omdat er p verschillende restklassen (mod q) zijn, is een verzameling van
nevenklassenrepresentanten gevonden.

Er geldt dat 1 — g?~! =[]V - 0(1 —n™g) =0 (mod p), met g een voortbrenger van (Z/pZ)*, waaruit volgt dat
q minstens een van de factoren (1 — n¥g) deelt. Als q zowel (1 —n*g) als (1 — n'g) deelt, deelt q ook g(1 — n*~!),
waaruit volgt dat p — 1 € q: omdat g € (Z/pZ)* een eenheid is, geldt dat g ¢ q. Dit levert een tegenspraak op
met het feit dat q een priemideaal is en p € q. Voor elke q uit de priemideaalontbinding van (p) C Z[n] bestaat er
dus een unieke k € (Z/pZ)* zodat q een deler is van (1 — n¥g). Voor deze k geldt dat d = ggd(k,p — 1) = 1: uit
gn® =1 (mod q) volgt na verheffen tot de macht (p —1)/d dat g®P=D/dpk(=1)/d =1 (mod q). Omdat k/d geheel is,
volgt dat g?~1/d =1 (mod p), waaruit volgt dat d = 1. Voor elke priemdeler q; van (p) bestaat er dus een unieke
ke (Z/(p—1)Z)* zodat q;, een deler is van (1 — n¥g). Verder zijn er ¢(p — 1) mogelijkheden voor k. Ook ontbindt
(p) in ¢(p — 1) priemidealen, waaruit een bijectie tussen factoren 1 — n*g en priemidealen gy, volgt.

Uit (1 — gn¥+1) Efn_jo nZithmg =1 — (gn¥+t1)P~1 =0 (mod p) volgt dat ZZ;:QO nithmg  deelbaar is door
p voor ggd(p — 1,25 + 1) > 1 en deelbaar door qu_le voor ggd(2j + 1,p — 1) = 1. Hieruit volgt dat (2p)®=3)/2|h,|
deelbaar is door p(P—1)/2 e/ p-1)2) q, = pP=3/2 O

Uit de voorgaande twee lemma’s volgt de conclusie:
Gevolg 4.42. Er geldt dat hy € Z.

Hiermee is een tweede bewijs geleverd van het feit dat h; geheel is. Het eerste bewijs was nodig, omdat in
lemma [£:39 naar lemma [4:33] wordt verwezen. Om te bepalen of hy deelbaar is door p, is het tweede bewijs nodig.

4.4.1 Computerberekening van h,

In lemma is een uitdrukking voor L(1,x) gevonden waarin geen oneindige sommatie voorkomt, maar wel lo-
garitmen van complexe getallen. Deze uitdrukkingen zijn te berekenen met het computerprogramma Mathematica,
hoewel dit afrondingsfouten oplevert. Omdat is bewezen dat h; een geheel getal is, mag het imaginaire deel worden
genegeerd. Hiervoor is de volgende module gedefinieerd:
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H1[p0_] :=Module [{p=p0},

zeta=Exp[2\[Pi] I/p];

g=1;

f=1;

While[f<p,If[p-1==Position[Table[Mod[f k,p],{k,1,p-1}1,11[[111[[1]1],g=f];f++]; (*Bepalen
van voortbrenger van (Z/pZ) **)

Macht [t_]:=Position[Table[Mod[g"k,p],{k,1,p-1}]1,t1 [[11]1[[1]]; (*Voor alle elementen
bepalen met welke macht van de voortbrenger het element overeenkomtx)
chi[k_,t_]:=Exp[2\[Pi] I/(p-1)x*k*Macht[t]];

taulk_,1_]:=Sum[chi[l,a] zeta"(a k),{a,1,p-1}];
L[1_]:=-tau[1,1]/p*Sum[Conjugate[chi[l,k]]Log[l-zeta~(-k)],{k,1,p-1}]1;
N[2p*(p/4/\[Pi]l~2) " ((p-1)/4)Product[L[m],{m,1,p-2,2}]1,30]]

Een berekening is uitgevoerd, waarin wordt bepaald of een priemgetal het klassengetal deelt. Hierin is 50 een
bovengrens voor het aantal te berekenen klassengetallen.

In[44] := BeginO=AbsoluteTime[];
For [n=2,n<50,n++,If [Mod[Round[Re[H1[Prime[n]]]],Prime[n]]==0,Print[Prime[n]]]]
Print["Tijd in seconden:",AbsoluteTime []-Begin0Q]

Dit leverde het volgende resultaat op:

During evaluation of In[44]:= 37
During evaluation of In[44]:= 59
During evaluation of In[44]:= 67
During evaluation of In[44]:= 101
During evaluation of In[44]:= 103
During evaluation of In[44]:= 131
During evaluation of In[44]:= 157
During evaluation of In[44]:= Tijd in seconden:398.2947064

Het berekenen van ho is op deze manier niet mogelijk, omdat de regulator bepaald moet worden. Hier volgt een
tabel met klassengetallen, afkomstig van http://oeis.org/A000927/1ist:

p hi|p hy p hy p hy

3 1 |37 37 73 11957417 113 1612072001362952

5 1 |41 121 79 100146415 127 2604529186263992195

7 1 |43 211 83 838216959 131 28496379729272136525

11 1 |47 695 89 13379363737 137 646901570175200968153
13 1 |53 4889 97 411322824001 139 1753848916484925681747
17 1 |59 41241 101 3547404378125 149 687887859687174720123201
19 1 |61 76301 103 9069094643165 151 2333546653547742584439257
23 3 | 67 853513 | 107  63434933542623 | 157 56234327700401832767069245
29 8 | 71 3882809 | 109 161784800122409 | 163 2708534744692077051875131636
31 9

Verder blijkt uit http://oeis.org/A055513/1ist dat he = 1 voor alle priemgetallen in deze lijst, afgezien voor
163, waarvoor geldt dat hy = 4.

4.5 Deelbaarheid van h; door p: som van machten

Lemma 4.43. Ziyj q; een priemideaal uit de priemideaalontbmdmg van (p) C Z[n], met (wegens het bewijs van

lemmalf.41) L€ (Z/(p — 1)2)*. Dan geldt dat 5772, o/ 3™ gy, = 35024 g®+0m gy (mod af), waarbij of =n~".
Ook geldt dat H 2, S gy Gt m H] L Zm @t mg

Bewijs. Voor een voortbrenger g van (Z/pZ)* geldt dat g?=* =1 (mod p) en g?=* =1+ kp (mod p?) met 0 < k <
p— 1. Dan geldt dat (g + gkp)? P =g L+ (p—1)gP2gkp=1+kp+ (p — 1)(1 + gkp)kp = 1 (mod p?). Door nu
g+ gkp als voortbrenger van (Z/pZ)* te kiezen in plaats van g, volgt dat 1 —gP~! = HZ;:QO( —n™g) =0 (mod p?),
waaruit volgt dat (1 — n'g) deelbaar is door g7 voor alle [ € (Z/(p — 1)Z)*. Hieruit volgt dat n~! = g (mod q?).
Door nu 1 = 1~ te kiezen, blijft het genoemde product gelijk: de afbeelding van (Z/(p — 1)Z)* naar zichzelf met
x +— [z is injectief en dus ook surjectief. Daarom wordt het product genomen over dezelfde verzameling. O

Lemma 4.44. Er geldt dat Y072 212 = (25 +2) Y02 6,91 (mod p?).


http://oeis.org/A000927/list
http://oeis.org/A055513/list
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Bewijs. Stel g, = g™ + pa,, (mod p?) met 0 < a,, < p— 1. Dan geldt dat g2/ *2 = ¢g™2i+2) 4 (25 +2)g™ 2tV pq,, =
g™(2+2) 1 (25 4 2)g m(2j+2)( — g™) (mod p?), waaruit volgt dat ¢g2/+2 = (25 + 2)gg™ 1) — (25 + 1)gm(2+2)
gFI+0—1) _q

(mod p?). Er geldt dat Y 0~ (2] +1)g™2+2) = (25 + 1)21+721 = 0 (mod p?), omdat g?%*2 2 1 (mod p?)
voor j < (p—5)/2 en g?~' =1 (mod p?). Hieruit volgt dat Y72 ¢2+2 = (25 +2) Y72 ¢,,g™% ) (mod p?). O

Lemma 4.45. Er geldt dat Y7, g% t0mg e g2 dan en slechts dan als an;ll g@itmg  deelbaar is door p?.

Bewijs. Uit qu_:l1 g tmg =0 (mod p?) volgt dat an;ll g2Htmg =0 (mod q?). Stel nu dat an_:ll gZithmg

Pl gRi+2m = 0 (mod g?), dan volgt dat S°P" ¢9t2™ = 0 (mod p?), omdat S, g2It2m ¢ 7, O

Lemma 4.46 ([11}, sectie 5.5.4, stelling 3]). Er geldt dat p een deler is van hy dan en slechts dan als er een
0<j<(p—5)/2 bestaat zodat p* een deler is van 3 P-_", m2i+2.
Bewijs. Beschouw

p—3 1
2= p— .
p 77(2]+1)m I

= I 3

j=0m=1

(4.48)

Er geldt dat deelbaarheid van hy door p equivalent is met deelbaarheid van de rechterzijde van vergelijking door
p, wat equivalent is met deelbaarheid van de rechterzijde van vergelijking door q; voor alle l € (Z/(p— 1)Z)*.
Verder is vergelijking ( - deelbaar door q; met [ € (Z/(p — 1)Z)*, dan en slechts dan als er een j met 0 <
j < (p — 3)/2 bestaat zodat 37" % deelbaar is door q;, en dus Y21 7 *tUmg = 0 (mod q?). Er
geldt dat Zp 1 "gm = p—1= -1 (mod q;) met = 1!, omdat gn’~! = 1 (mod q;). Hieruit volgt dat
Zm 117" gm niet deelbaar is door ql2. De mogelijkheid dat Zi;ll nRithmg  deelbaar is door q% bestaat dus niet
voor j = (p — 3)/2. Merk op dat het uitsluiten van deze waarde van j een gevolg is van een goede keuze om 7 te
vervangen door 1. Omdat 2j + 2 # 0 (mod p?), geldt dat Y » = 2 g2it2 = = 3P 1 m?t2 = 0 (mod p?) equivalent is
met Y P Ogmgmk =0 (mod p?).

Stel dat voor alle j met 0 < j < (p — 5)/2 geldt dat p? geen deler is van Zp_l 2j+2_ Uit lemma volgt dat
S Gng™ It £ 0 (mod p?) voor alle j. Uit lemmavolgt dat SP1 gt hmg £ 0 (mod ql) voor alle j.
Uit lemmavolgt dat an_zll '@itlmg 20 (mod q?) voor alle j. Hieruit volgt dat |hy| niet deelbaar is door p.

Stel dat er een j met 0 < j < (p—5)/2 bestaat zodat p? een deler is van an;ll m2+2, Uit lemmavolgt dat er
een j bestaat zodat Zp 0 gmg™# Y =0 (mod p?). Hieruit volgt dat er een j bestaat zodat Sl gRitmg =
(mod g7) voor alle | € (Z/(p — 1)Z)*. Uit lemma volgt dat er een j bestaat zodat Y 0.1 5/ tVmg =
(mod q?) voor alle | € (Z/(p — 1)Z)*. Hieruit volgt dat k| deelbaar is door p. O

4.6 Som van machten uitgedrukt in Bernoulligetallen

Definitie 4.47. De Bernoullipolynomen By, (t) zijn gedefinieerd als jf: =3, B#Et)zm. Merk op dat het
Bernoulligetal B, gelijk is aan B,,(0).

Lemma 4.48 (Formule van Faulhabelﬁ). Er geldt dat

l k
1 (k41 o
> mb = e > (-1 < o >Bmlk+1 . (4.49)

In 1631 schreef Johann Faulhaber het boek Academia Algebre, te lezen op http://books.google.nl/books?
id=Opw_AAAAcAAJ, waarin voorbeelden tot en met n = 17 van de genoemde formule werden vermeld. Het bewijs
werd in 1834 gegeven door Carl Jacobﬂ Meer informatie hierover wordt gegeven in een artikel van Donald Knuth:
http://arxiv.org/pdf/math/9207222v1.pdfl. Het onderstaand bewijs is afkomstig van http://en.wikipedia.
org/wiki/Faulhaber’s_formula.

Bewijs. Beschouw de voortbrengende functie

zm)F ! etz —1 el —1
Z[Zm]zzz 1 :Zezmzezez_lzl_eiz. (4.50)

k=0

Invullen van —z in plaats van z in de definitie van de Bernoullipolynomen levert op dat ff;tz = Zfrf:O B%Et)(—z)m.
B’ﬂL

Uit invullen van ¢t = 0 en delen door z volgt dat ﬁ =1 Zm 0 55 (=2)™. Omdat By = 0, is dit gelijk aan

6Johann Faulhaber, 1580-1635
7Carl Gustav Jacob Jacobi, 1804-1851


http://books.google.nl/books?id=0pw_AAAAcAAJ
http://books.google.nl/books?id=0pw_AAAAcAAJ
http://arxiv.org/pdf/math/9207222v1.pdf
http://en.wikipedia.org/wiki/Faulhaber's_formula
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— 3% Bu(_z)m=1  Hieruit volgt dat

m=1 m!

etz > . B = (I2)"

_ m rr 1 m —1

G(z,l)—lfez— ZW . 2—317' —z)™ 2—21 ]
e k m k+1—m k
& (-1)™B,, I 1 k+1 ktlom

- Byl : 451

DD D TR g Zz G 2= (451)

waaruit volgt dat

l k
> mb = Z <k N 1) Bl i=m, (4.52)

m=1 m=1

O

Stelling 4.49 (Von Staudtﬁ-Clauserﬂ, [11], sectie 5.8, stelling 4]). Zij p een priemgetal en k een even getal.
Als p — 1 een deler is van k, geldt dat pBy € Z,, en pBy, = —1 (mod p). Als p — 1 geen deler is van k, geldt voor
By € Q, dat By, € Zy,.

Bewijs. Uit lemma [£.48] volgt door invullen van [ = p en afsplitsen van de term m = k dat

14 k—
1
> m - z ("5 )b = o (453

m=1

Nu vervolgen wij dit bewijs met inductie, neem voor de p-adische norm van pB,, aan dat |pB,,|, < 1 voor m < k.
Omdat By = , is voldaan aan de basis voor inductie.

Er geldt dat k: + 1 oneven is. Omdat (’H'l) geheel is en m < k, geldt voor p = 2 dat |k+1 (k'H) k=m|, < 1.

Nu bekijken wij het geval p # 2. Uit lemma volgt dat |(k + 1 — m)!, > p~kF1=m)/(=1) " waaruit volgt
dat \m%pk ™ < plhti=m)/(p=1)m— k| k! ilp- Omdat m < k, is deze norm kleiner dan of gelijk aan

plktt=m)/(p=Dpym—k — p((p=2)(m=k)+1)/(P=1) " Omdat m—k < —1 en p > 3, geldt dat (p—2)(m—Fk)+1 < —(p—2)+1 <
0, waaruit volgt dat |ki1 (’H‘l) k*m| < 1. Uit de gevallen p = 2 en p # 2 volgt wegens vergelijking 1) dat

b _,mF =pBy (mod p), dus |pByl, < 1.

"Als p—1 een deler is van k, geldt voor 1 <m < p—1dat m" =1 (mod p) en }.¥ _ mF =p—1 (mod p), waaruit
volgt dat Y7 _ m* =pB; = —1 (mod p).
Als p — 1 geen deler is van k, kies een voortbrenger g € (Z/pZ)*. Dan geldt dat >0 _ mF = >V ZOg”k =

% =0 (mod p), omdat g?~' =1 (mod p) en g* # 1 (mod p). Omdat > .? _, m* = pBj, =0 (mod p), volgt
dat By € Z,. O
Opmerking 4.50. Een andere formulering van de stelling van Von Staudt-Clausen is dat By +> a—1|k g L ¢ 7, waarbij
de som over alle priemgetallen ¢ wordt genomen. Als p — 1 een deler is van k, geldt dat ka =-1 (mod p). Verder
geldt dat qul‘k % =1 (mod p), omdat 1/¢ € Z, voor ¢q # p. Hieruit volgt dat By + Zq 1k g L e 7, Alsp—1 geen

deler is van k, geldt dat By, € Z,. Ook geldt voor ¢ — 1|k dat ¢ # p en % € Z,, waaruit volgt dat qullk € Zp.
Omdat By + Zq—1|k % € Zyp voor alle priemgetallen p, geldt dat By + Zq_l‘k % € Z. Ook volgt uit stelling@ de

noemer van By: omdat By € Z, voor p — 11 k, komt voor p — 11 k in de noemer van By, geen factor p voor. Omdat
pBy, € Z, en By ¢ Z,, voor p — 1|k, komt er voor p — 1|k in de noemer van By, een factor p voor.

Gevolg 4.51. Zijp#2 en k <p—1 even. Dan geldt dat pBy, = 11 mF (mod p?).

Bewijs. De uitspraak volgt uit vergelijking (4.53)). Omdat k < p—1, geldt voor de genoemde B,,, dat 1 <m < p—2,
waaruit volgt dat |By,|, < 1, omdat p — 1 geen deler is van m. Ook geldt dat k41-1 (kH) = m € Zyp, omdat
m<penk+1—m <p. Hieruit volgt dat

1 m k+1 k—m _ k! k—m m—k—1 -2
(5 el = m,,'p PlyIBuly < s (Y
Omdat deze termen alle deelbaar zijn door p? volgt uit vergelijking (4.53) dat pBy = S22, m* (mod p?). O

Hieruit volgt een herformulering van lemma omdat uit 0 < j < (p—>5)/2 volgt dat 2 < 2j+2 <p—-3 <p-—1.
Merk op dat er in de noemer van Ba;2 geen factoren p voorkomen, dus hoeft alleen de teller van By;12 bekeken te
worden.

Lemma 4.52. Er geldt dat p een deler is van hy dan en slechts dan als er een 0 < j < (p—5)/2 bestaat zodat p een
deler is van de teller van Bojio.

8Karl Georg Christian von Staudt, 1798-1867
9Thomas Clausen, 1801-1885
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4.7 hsy is geheel, deelbaarheid van hs; door p

Wegens lemma en lemma volgt uit vergelijking (4.27) dat

p—3 p—1
b 7’1(X —k
hy = || g x(k log || g x(k log (1-¢ , 4.55
Reg(R) B P = )| = Reg( oy ) (4.55)

met |ha| = ho. Kies nu een voortbrenger g € (Z/pZ)* en stel X]( ) = n*, omdat y; een even karakter is. Verder,
omdat wordt gesommeerd over even karakters geldt dat Y §_; ' (k) log(1 — ¢ = ,(Cp 11)/2 x(k)(log(1 — ¢;7%) +
log(1 — ¢27)), wat gelijk is aan Z(p D23 () x(k)log|1 — ¢ 2. Hieruit volgt dat

i:x (g

j=1 k=1

k 2 . k
)log‘l—Cg ‘ —Reg H Z 3k10g’1—§£ ] . (4.56)

k=1

&l
N |
w

ho =
" Reg(R)

Lemma 4.53 ([24, lemma 5.26]). Zij G cen eindige abelse groep en F een functie van G naar C. Dan geldt dat
det(F(o771))orec = [l eq Yoveq X(0)F(0).

Bewijs. Beschouw de eindigdimensionale vectorruimte V' van functies H : G — C. Dan bestaat er een groeps-
werking van G op V met cH(7) = H(o7) met 0,7 € G. Definieer nu de lineaire transformatie T met TH(7) =
> wec F(o)H(oT). Stel ¢ : G — C de karakteristieke functie van 7, dus ¢,(7) = 1 en ¢.(0) = 0 voor ¢ # 7. Dan
vormt {¢; } ;e een C-basis van V. Omdat T, (t) = 3o F(0)dr(0t) = 3 e F(0)do—1,(t) = 3 cq F(ram ) da(t),
is de matrix F(o77 '), ;cc een matrixvoorstelling van T ten opzichte van de basis {¢; }rcc, waarvan wij de deter-
minant willen bepalen.

Omdat ¢,(t) = ﬁzxeG x(771t), wordt de basis {¢,}rcc opgespannen door {y € G}, dus is {x € G} ook
een basis voor V. Omdat T'x(t) = > .o F(o)x(ot) = >, cq F(o)x(o)x(t), is x(t) een eigenvector van T met
eigenwaarde ) . F(0)x(o). Hieruit volgt dat de matrixvoorstelling van 7" ten opzichte van de basis {x € G} een
diagonaalmatrix is, met [[ o> ,cq F(0)x(0) als determinant. Hieruit volgt de conclusie, door middel van een
basistransformatie. O

p=3 i+j .
Gevolg 4.54. Er geldt dat hy = Ri;(R) ‘{ioegt(\’/?l , waarbij Ay =log |1 — ¢J len0<i,j<(p—3)/2.

Bewijs. Er geldt dat

p=3 p=3 =8 p=3 p=3 -1
Reg(R) T o 2ik k 2j : 2k
She = (TI Do n 101 - || = I3 )™ (S Foh)| (4.57)
27 j=1 k=0 =0 k=0 k=0

waarbij xx(n) = n* en F(n**) = log|1 — (gk |. Toepassen van lemma voor F': G — C met F(n*) =log|1 — Cgk\
en G een cyclische groep van orde (p — 1)/2, voortgebracht door 72, Tevert op dat

p3p3

TI 3 xet)Fe)| = | det(For))

7=0 k=0

= | det(F(n* ")) ]o<i,j<(p—3)/2- (4.58)

e matrix =) =log |1—¢9' | is gelijk aan de matrix log |1 —¢¢' ',a ezien van verwisselingen van kolommen.
D ix F(120-9)) = log|1-¢J | is gelijk aan d log[1—¢9"™""|, afg ling kol

p—3 p=3
Tenslotte, omdat an;ll(l — (') = p, geldt dat >, 2 log |1 — Cgk\ =log][, 2,1 — (gk| gelijk is aan log \/p, waaruit
het resultaat volgt. O

Lemma 4.55. Voor de matriz A met A;; = log|l — Cgiﬂ| en 0 < 4,5 < (p—3)/2 en g een wvoortbrenger van
de groep (Z/pZ)* geldt dat |det A|/log/p = |det B'|, waarbij B' de matriz is die volgt wit het verwijderen van
een willekeurige kolom uit de matriz B: de matriz B is gedefinieerd door B;; = log|l — (51+J| —log|1 — (g]| met
1<i<(p—-3)/2en0<j<(p—3)/2.

Bewijs. Eerst wordt de eerste rij van alle andere rijen afgetrokken. Kies daarna een vaste kolom van A. Alle andere
kolommen bij die kolom optellen levert op dat alle elementen van de vaste kolom gelijk zijn aan 0, afgezien van het
element in de bovenste 1ij, dat is log,/p. Na delen door log \/p is een matrix verkregen, waarin in een vaste kolom
alle elementen, afgezien van een element, gelijk zijn aan 0. Uit ontwikkelen naar deze kolom volgt de conclusie. [

Lemma 4.56. Er geldt dat |hs| € Z.
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r+j |

Bewijs. Er geldt dat log |1 — (7 —log|1 — Cg]| = log|o;(d,)|, waarbij 6, in definitie is gedefinieerd. Hieruit
volgt dat de matrix B’ gelijk is aan de matrix uit de definitie van de regulator, afgezien van de factoren 2 voor de
complexe inbeddingen en het feit dat cyclotomische eenheden worden gebruikt, in plaats van de voortbrengers van
de eenhedengroep. Merk op dat de cyclotomische eenheden wegens stelling [3.39 multiplicatief onafhankelijk zijn. De
eenheden 0 met 2 < k < (p—1)/2 kunnen worden geschreven als product van voortbrengers van de eenhedengroep:
o = H(p /2y en dus ook log |o;(dx)| = Z(p 3/2 Ck,m 10g |0 (un,)|. Hieruit volgt dat de matrix B’ gelijk is
aan het product van de matrices cx ., en log|o; (um)\ = ;}jégﬁé. Hieruit volgt dat [det B'| = |det A|/log/p =

|det(ck?m)|§5§% en hy = | det(ck,m)|. Omdat de elementen van cg ., zich in Z bevinden, is hy een geheel getal. O

Gevolg 4.57. De index van de multiplicatieve groep voortgebracht door de cyclotomische eenheden in de eenheden-
groep van Z[Cp) is geligk aan ha.

Bewijs. Dit is analoog aan de definitie van de norm van een ideaal, waarbij de index van een ideaal in een ring wordt
bepaald door de determinant van een basistransformatiematrix. O]

Voorbeeld 4.58. Bovenstaande uitspraken passen wij toe voor R = Z[¢] met ¢ = {;. Hierbij is G een cyclische
groep van orde 6 met 3 een voortbrenger. Dan geldt dat

log|1—¢| log|l—¢3| log|1— ¢ —0,142 0,668 0,447
A= |log|l —¢3 log|l—¢? log|l—¢3 | ~| 0,668 0,447 —0,142 (4.59)
log|1 —¢2| log|l— ¢8| log|l— ¢! 0,447 —0,142 0,668

en det(A) ~ —0,511. Optellen van alle kolommen bij de eerste kolom levert op dat

—0,142 0,668 0,447 0,972 0,668 0,447 0,972 0,668 0,447
det(A)~ | 0,810 —0,221 —0,589 | ~ (0,972 0,447 —0,142| ~| 0 —0,221 —0,58) |, (4.60)
0,589 —0,810 0,221 0,972 —0,142 0,668 0 —0,810 0,221

waarbij log /7 ~ 0.972. Hieruit volgt dat det(\Af) = det(B ’_8 = _00252819 ~ —0,525 = Reg(R)/4. Uit deze
gelijkheid volgt dat de determinant van de matrix cg, g‘eth is aan +1, waaruit volgt dat he = 1. Van dit feit
is gebruik gemaakt bij het bepalen van de regulator van Z[(7]. Omdat in lemma is bewezen dat Z[(7] een

hoofdideaaldomein is, is hier geen sprake van een cirkelredenering.
Lemma 4.59. Als het priemgetal p geen deler is van hy, dan is p ook geen deler van hs.

Bewijs. Stel dat ha = [{um} : {0r}] een veelvoud is van p. Dan bestaat er een reéle eenheid e € Z[(,] zodat
eP € ({0r}) en e ¢ ({0}), en dus eP = H}(sz—;)m d7%. Merk op dat de ¢, niet alle deelbaar zijn door p, want dan zou
e zich in ({é;}) bevinden. Wegens opmerking geldt dat log(eP~1) = Z(p D72 0, 2™ met ay, € Z,, en geldt

dus plog(er~1) = Z(p /2y 72 met by, € pZ,. Uit stelling volgt dat de transformatiematrix van {r?™}
met 0 < m < (p—3) /2 naar {log(6?=1)} met 1 < n < (p — 1)/2 elementen in Z, heeft. Hieruit volgt dat voor
plog(eP™1) = 27;_21)/2 Cr log(ézfl) dat ¢y € pZ,, dus ci, € pZ. Hieruit volgt een tegenspraak. O
Gevolg 4.60. FEen priemgetal p is requlier, dan en slechts van als p een van de tellers van de Bernoulligetallen B,
met m even en 0 < m < p— 3 deelt.

Merk op dat het bovenstaand lemma erg belangrijk is, omdat de regulator van Z[(,| niet hoeft te worden uitge-
rekend. Hiermee is het probleem van het bepalen of het klassengetal van Z[(,] deelbaar is door p verplaatst naar
het probleem van bepalen of de tellers van de Bernoulligetallen By tot en met B,_3 deelbaar zijn door p. Door dit
criterium is een manier gevonden om expliciet uit te rekenen of een priemgetal regulier is, maar toch is deze methode
beperkt door het feit dat Bernoulligetallen lastig te berekenen zijn. Hier volgt een tabel met de Bernoulligetallen tot
en met Boy. Merk op dat B,, = 0 voor m oneven en m > 1.

By By By By Bs Bg DBig DBi2 Buy By Big Bao Bas Bay
{ -1 1 _1 1 _1 > 691 7 3617 43867 _ 174611 854513 _ 236364091
2 6 30 42 30 66 2730 6 510 798 330 138 2730

Merk op dat uit deze tabel volgt dat het priemgetal 3617 niet regulier is. Ook is het priemgetal 593 niet regulier,
omdat 854513 =11 - 131 - 593.
4.8 Er bestaan oneindig veel irreguliere priemgetallen

Lemma 4.61 ([10, opgave 5.3]). Er geldt dat me(z) => L

meZ (z—mm)? "’
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Bewijs. Beschouw de functie F' : C\nZ — C met z — ﬁ

(C\ﬂ'Z en F(z + m) = F(z). Omdat sin®(z) = 22 — 12* 4+ 26G(z) met G(z) een analytische functie, volgt dat
W 22 + + 22G(2) met G(z) een andere analytische functie. Uitschrijven van de Laurentreeks van F rond
z = 0 levert op dat F(z) = 2 — 5% L 4+ 22G(2) en lim, o F(z) = £ — 23 L Omdat F continu

3 2 m=1 m?2 3 72 m=1 m?2

uitbreidbaar is tot een functie op C, is de (periodieke) beperking van F tot R begrensd. Er geldt dat

— D ez m, er geldt dat F' analytisch is op

1 1 1 1
F(2/2) + F((z +7)/2) = sin?(z/2) mZeZ (z/2 — mm)? * sin?((z +m)/2) mZEZ ((z+m)/2 —mm)?
2 4 2 4
T 1—cos(z) mZE:Z (z — 2mm)? 1 +cos(z) mze:Z (z+1—2mm)?
4 4
~ sin?(2) - Z (z —mm)?2 4R (2). (4.61)

meZ

Omdat supg (F(2/2) + F((#+1)/2)) < supg F(z/2) + supg F((z + 1)/2), volgt uit supg F(z/2)+ F((#+1)/2) =
4supy F(z) dat 4supg F(z) < 2supg F(z), waaruit volgt dat supg F'(z) = 0 en F(z) = 0. Hieruit volgt voor alle
z € R dat = ez m, en omdat F'(z) analytisch is, ook voor alle z € C. O

51112(2)

Gevolg 4.62. Er geldt dat cot(z) = <52 = D D ZL?#)Z

sin(z)

meZ (z—mm)?

Bewijs. Uit lemma 4.61 volgt dat sz( y = > —t = z% +3 o . ((z_;m)z + (Z+71m)2), omdat wegens abso-

lute convergentie termen verwisseld mogen worden. Uit integreren volgt dat — Z?j((g =1 3 (Z_lmﬂ + 3 +1m> +

C=—1-Yma zg—?;wr)Q + C. Omdat :?SE:;S)) = 0, volgt dat C= g + et (7r/2)271(m7r)2 = % + % Dot T
Omdat 30 ) 5z = 3 Somey o il 2(21\1,“) 1, geldt dat S s =—3%,volgtdat C =0. O

Lemma 4.63 ([11, sectie 5.8]). Er geldt dat B, = (—1)m™~1 (22(72;22;((2711) met ¢ de Riemann-zetafunctie. In het

bijzonder volgt hieruit dat lim,, |

Bewijs. Uit gevolg4.62|volgt dat <2 j)) =1l43> zL?fm)Q =geiket iy W Invullen van z = t/(2i) levert

i i 21
opdat F 4370 | mrGeyr = it o O ey = 15T 1 mrgme- Omdat t2+(27rm =22 (D ()T
geldt dat

—1—7+2§ § t2l _ty SO )12 t2l (4.62)
-1 mQZ )21 2 — ( ) :

=1-34+> (]232’" 2™ geldt dat (]23727;')‘! = (—1)'”’1W((2m). Omdat lim, o ((2m) =
22m-1)! _ O

B
2| = limy, 00 (2myzm

1, geldt dat limmﬁoo
Lemma 4.64. Zij ¢p, geheel. Dan geldt voor Y7 cm(e! — 1) = 45t™ dat ap, € Z en pip—1 = G (mod p).

Bewijs. Voor ef* = 3%°_ E"4m et k € Z geldt dat kP! = k™ (mod p), wegens stelling - Voor (et —1)F =

mOm‘

°¢ amym geldt dat apmip—1 = am (mod p), omdat (ef — 1)F K _ kyemt(_1)k=m  Qptellen van periodieke
m=0 m +p— m=0 \m
coefﬁmenten levert periodieke coéfficiénten op. O

Lemma 4.65 (Kummer-congruentie, [11], sectie 5.8, stelling 5]). Zij p een priemgetal en m een even geheel
getal zodat p — 1 geen deler is van m. Dan geldt dat B,,/m € Zy en By yp_1/(m+p—1) = By, /m (mod p).

Bewijs. Beschouw de functie

gt t o Bn(g™ —1) gt t
F(t) = — = tm = - — 4.63
®) edt —1 et —1 Z m! 14+uw9—-1 o’ (4.63)

m=1

met g een voortbrenger van (Z/pZ)* en u = e* — 1. Dan geldt dat

— gt ottt g -
F(t) B gu+zg1:2 (751>U7” u <g+z ( )um I 1)
l
_ 1 NS (e VS
s ) S R ()] e e

m=2

waarbij ¢; € Z,,, omdat g~! € Z,. Uit lemma volgt voor F(u) = F(et —1) =t ;2 cy(et — 1)l = 300 Amgmel
dat Apip_1 = A, (mod p).
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Uit vergelijken van coéfficiénten volgt dat (‘21"1’13! = B"‘(Z:;*l) en %(gm —1) = A,,—1. Omdat m geen veelvoud is

van p—1, geldt dat g™ —1 # 0 (mod p). Omdat A,,—1 periodiek is (Ap4p—1 = An), geldt dat By, p_1/(m+p—1) =
B,,/m (mod p). Omdat A,,_1 € Zy, volgt dat B,,/m € Z,,. O

Lemma 4.66 (Carlitz‘E|7 B]). Er bestaan oneindig veel irrequliere priemgetallen.

Bewijs. Stel dat het priemgetal p een deler is van de teller van B,, met m even. Uit stelling volgt dat p — 1
geen deler is van m. Uit lemma volgt dat p een deler is voor B; met I = m (modp—1)en 0 <l <p—1:
het is onmogelijk dat I = 0, omdat p wegens stelling geen deler is van B,_;. Merk op dat hieruit volgt dat p
een irregulier priemgetal is. Neem nu aan dat er eindig veel irreguliere priemgetallen py met 1 < k < N bestaan en
beschouw Bjs met M = 2t H,Icvzl(pk —1) en t geheel en positief. Schrijf nu By /M = Ty /Ny met ggd(Tar, Ny) = 1.

Stel dat het priemgetal p een deler is van de teller Th; van By;. Omdat p irregulier is, geldt dat p — 1 een deler
is van M en pBy = —1 (mod p), wat een tegenspraak oplevert. Hieruit volgt dat Ths geen priemfactor p bevat,
waaruit volgt dat Th;y = £1. Anderzijds geldt wegens stelling voor elk irregulier priemgetal p; dat pi een deler
is van de noemer Njp; van Bjs, omdat py — 1 een deler is van M. Omdat ¢ willekeurig groot gekozen kan worden,
wordt de absolute waarde van By ook willekeurig groot, wegens lemma [£.63] Anderzijds geldt dat Thy = £1 en
Nys > 1, wat een tegenspraak oplevert. Hieuit volgt dat er oneindig veel irreguliere priemgetallen bestaan. O

Nu is bewezen dat er oneindig veel irreguliere priemgetallen zijn, is het de vraag of er ook oneindig veel reguliere
priemgetallen zijn. Dit is een open probleem, maar er wordt vermoed dat de asymptotische dichtheid van reguliere

priemgetallen gelijk is aan 1/y/e ~ 0,607: stel m,.(n) het aantal reguliere priemgetallen kleiner dan n en m(n) het
(1)
w(n)
dat de kans dat een Bernoulligetal B,,, deelbaar is door p gelijk is aan 1/p, bij gebrek aan bewijsbare uitspraken. De
)(p—3)/ 2

aantal priemgetallen kleiner dan n, dan geldt dat lim, = 1/+/e. Dit vermoeden is gebaseerd op de aanname

kans dat een priemgetal regulier is, is dan gelijk aan (1 — % . In de limiet p — oo is deze uitdrukking gelijk

aan 1/y/e. Het resultaat van deze heuristiek komt overeen met de numerieke resultaten over het aantal reguliere
priemgetallen kleiner dan N = 12 - 105, waarover later meer.

Definitie 4.67. Voor een priemgetal p is de regulariteitsindex gedefinieerd als het aantal Bernoulligetallen B,,, met
2 < m < p— 3 even waarvan de teller deelbaar is door p.

Merk op dat de regulariteitsindex van een regulier priemgetal gelijk is aan 0, en van een irregulier priemgetal groter
dan of gelijk aan 1. Onder de aanname dat de teller van een Bernoulligetal met een kans van 1/p deelbaar is door p,

(p—3)/2-k
kan een binomiale kansverdeling worden opgesteld. Dan geldt dat P(k) = ((p > )/ %) ]ﬁ (1 — %) , waarbij P(k)

de kans is dat een priemgetal p een regulariteitsindex van k heeft. Omdat ((p—s)/z) = % H]:n;lo(p?i —m) voor k > 1,
geldt dat lim, ((pflf)/Q) = L(p/2)* en lim,_,o P(k) = % (1/2)ke~1/2. Hieruit volgt dat de regulariteitsindex van
priemgetallen in de limiet p — oo volggens een Poissonverdeling met parameter 1/2 is verdeeld. Het resultaat van
deze heuristiek komt voor k£ < 5 overeen met berekeningen aan de regulariteitsindex: hier volgt een tabel met het
aantal priemgetallen kleiner dan N = 12 - 10° met een gegeven regulariteitsindex, waarbij 2 wordt genegeerd. In
totaal zijn er 788060 priemgetallen kleiner dan N.[I9] pagina 226]

Regulariteitsindex ‘ 0 1 2 3 4 5 6 7 >8
Aantal priemgetallen < N 477616 239483 59710 9824 1282 127 13 4 O
Verwacht aantal priemgetallen < N | 477983 238991 59748 9958 1245 124 10 1 0

10Leonard Carlitz, 1907-1999



Hoofdstuk 5

Reguliere priemgetallen in [F|t]

5.1 Bernoulli-Carlitzgetallen

Een mogelijke generalisatie van Bernoulligetallen is afkomstig van Carlitz. Hierbij wordt de ring F[t] beschouwd,
waarbij F, een eindig lichaam is met ¢ = p* elementen, verder is p een priemgetal en k geheel en positief.

Definitie 5.1. Voor i > 0 geldt dat D,, = [["_,(t9" —t)?" ", verder geldt dat Dy = 1.[I3} definitie 3.1.4]

m=1
[e%e] F‘Im

Definitie 5.2. De exponentiéle functie van Carlitz is gedefinieerd als ec(F) = >, o 5—-

Definitie 5.3. Schrijf n=> "

m=0

Definitie 5.4. De Bernoulli-Carlitzgetallen BC,, € F4(t) zijn gedefinieerd door TIEF) =35 g(cmm) ™.

cmg™ met 0 < ¢, < ¢, dan is II(n) gedefinieerd als [],>_, D&

Voorbeeld 5.5. Invullen van bovenstaande definities voor Fs[t] levert op dat

Dy =1, Dy =13 —t, Dy=—t)3t° —t),  Ds=(t>—t)2(t7 —t)3(t*" —t). (5.1)
Hieruit volgt dat
F3 F9 F27
F)=F 5.2
SR R i Sl 7 s Sl By T T g (52)
tot en met de orde F80, en
F 1 B i ( o F8 )
eC(F) 1+ 2 + % e\ B =t (Bt - 1)
F? Ft FS 5 1 1
~1— + — +F —~
Bt (B-0)?2 (B—1)3 (B —t)F (BB —t)3(t° —t)
2 1 1 3
1o - P2 — 5.3
P (g we) (- m—reg): >
tot en met de orde F13. Om de Bernoulli-Carlitzgetallen te bepalen, moet II(m) worden bepaald:
Im(o) 1Ir(1) 1II(2) II(3) TII(4) II(b) II(6) II(7) II(8) II(9) TII(10) TII(11) TI(12)
1 1 1 D D, D D! D2 D? D, Dy D; DsDi
Hieruit volgt dat BCy =1en BCy = 71 = t3+2t Merk op dat BCj is gedefinieerd als element in Fs(¢), en in F3(t)
geldt dat = t = t3+i2t In de volgende berekeningen gebruiken wij het gelijkheidsteken = voor rekenstappen die

volgen uit herschrijven, en het equivalentieteken = voor rekenstappen die gebruik maken van specifieke gelijkheden
in F3(t). Ook geldt dat

(4 1 1 ~TI(6 -1 2
BC =1 Ei)2 “Eoi ey PYT @ —(t;?’ Y (54)
o I1(8) I1(8) ) — 13 1
B = i T B = P -0E -1 1 P (5:5)
BCy — 211(10) miy) 2 -t _ 26 4+ 2% + 212 + 1, (5.6)
B0 —t) (B—tp B-t (B-1)? 42t
BC, — naiz) 311(12) _na2) t9—t _ o+t +¢2 + 17 (5.7)
B0 B—tp—1) (B—t) (B—1)? £+ 2t
waarbij wordt gebruikt dat 5=t =6 4 ¢4 + 2 4 1 en ¢° — 3 = (3 — ).

52
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5.2 Reguliere priemgetallen in F[t]

Nu de Bernoulli-Carlitzgetallen in Fy[t] zijn gedefinieerd, is het de vraag wat een goede definitie is voor een regulier
priem in Fg[t]. Een priem correspondeert met een monisch irreducibel element in F,[t]. Een van de mogelijkheden is
de volgende definitie.

Definitie 5.6. Een monisch irreducibel element in F,[t] is regulier als het de tellers van de Bernoulli-Carlitzgetallen
BC,, met 2 < m < gr(P) — 3 niet deelt.

Op dezelfde manier als in sectie kan een asymptotische schatting worden gemaakt: de kans dat een Bernoulli-
Carlitzgetal deelbaar is door P, is gelijk aan 1/¢% ("), De kans dat het priemgetal P regulier is, is dan gelijk aan

(1 1 >(gr(P)—3)/2 ~1— gr(P)—3

— =y ~ g 1. Op basis van deze redenering is het te verwachten dat er in F,[t] oneindig

veel reguliere priemgetallen zijn. Nu is het de vraag hoeveel getallen van gegeven graad irreducibel zijn.

Definitie 5.7. Zij n een positief geheel getal zodat alle priemgetallen in de priemontbinding van n met een macht 1
voorkomen. Voor de Mébiusfunctieﬂ p:N = {=1,0,1} geldt dat u(n) = (—1)* met k het aantal priemfactoren van
n. Voor alle andere n geldt dat u(n) = 0.

Lemma 5.8. Het aantal irreducibele elementen in Fy[t] met graad n is gelijk aan %Zd‘n w(n/d)q?. Hierbij wordt
de som genomen over alle delers d van n.

Bewijs. Het bewijs van dit lemma wordt overgeslagen, zie [14, sectie 4.13]. O

Stel p € Z een priemgetal, dan is dat het aantal irreducibele getallen in F[¢] met graad p gelijk aan %(qp —q).
Als voor elk priemgetal p een regulier priemgetal in F,[t] met graad p bestaat, dan bevat Fy[t] oneindig veel reguliere
priemgetallen.

Lemma 5.9. Er geldt dat
BOL_ g~ (C)2r (e )|
I1(1) [ _, Diirng,! ’

waarbij de sommatie wordt genomen over alle rijen {nm,}5o_; met > °_ nm(q

(5.8)

m

—1) =1 enny > 0 geheel.

Merk op dat het mogelijk is dat ¢ een deler is van een van de n,,, waardoor de genoemde formule wegens delen

7n 1 T’Lm)

gelijk is aan het

© ng)!
aantal mogelijke manieren om Zm_l n., elementen in groepen van n,, elementen te verdelen7 en dus is %
- m o

m=1

door 0 niet gedefinieerd zou kunnen zijn, dit blijkt niet het geval te zijn: er geldt dat

geheel, waardoor er niet wordt gedeeld door 0.

Bewijs. Uit de multinomiale formule volgt dat

o pgm-1\" (=1)"n! Ly (F71 (=1)"n! % (g™ —1
B _ _ m= m _)
( =1 Dm ) - Z H ! H ( ) a Z H Drnmnm T, Dl 1 ’

—1 =" =1 - m=1 o1 Mm=n
(5.9)
waarbij de sommatie wordt genomen over alle rijen {n,,}5°_; met Y °_ n,, = n en n,, > 0. Merk op dat slechts
eindig veel n,, ongelijk zijn aan 0. Hiermee kan

F 1 o (—1)"n! - -
= — = = " pyaainm(@™ 1) 5.10
co(F) T Z( Rz ) RPN INE vy o 510

1_‘_z:n%:l D, n=0 n=037%_  n,=n

worden berekend. Verwisselen van sommatievolgorde levert op dat

F :ZBCl Z Z (‘UZW ! ’"(Z: 1”m)!F1. (5.11)
1=0

cc(F) 1=0 3% np (g —1) =L [Ty Drit !
O
Voorbeeld 5.10. Als voorbeeld berekenen wij BC5q voor ¢ = 3. De mogelijke optellingen zijn
30=1-26+0-8+2-2 =0-26+3-8+3-2 =0-264+2-8+7-2
=0-26+1-8+11-2 =0-264+0-8415-2, (5.12)

I August Ferdinand Mabius, 1790-1868
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waaruit volgt dat

BC30 3! 1 6! 1 9! 1 12! 1 15! 1
(30)  1-21D2D, ' 31.31D¥D3 21T DIDZ | 1. 111 DD} 15! DI
- 3 20 36 12 1
T =) — )32 — 1) + (3 —)12(19 — )3 (83 —1)13(t9 —t)2 + B =) —t) (13 —1)1
2 2
= + (5.13)

(tJ _ t)12 (t9 _ t)3 (tS _ t)15

Lemma 5.11. Wanneer de breuken uit vergelijking (5.8) worden opgeteld, is de noemer van BC}/TI(l) een deler van

Hoo (tqm _ t)maanm q”77”[qnl_1]

m=1

Bewigs. Er geldt dat n,, < waaruit volgt dat de macht van D,, voor alle rijen {n,,} kleiner is dan of gelijk aan

l
qn—1"

. m n—m
van Dan_l] =10 @7 =) [7=2] voor n > 1; hierbij is [qn 1] het grootste gehele getal dat kleiner is dan

1
P
Wanneer de breuken worden opgeteld, is de samengestelde noemer gelijk aan het kleinste gemene veelvoud

l
q"—1

of gelijk aan ﬁ. Hieruit volgt dat de factor " — t met een macht maxy>m q" " { } in de samengestelde

noemer voorkomt. Merk op dat het maximum wordt genomen over n > m, omdat de factor t¢" — ¢ alleen voorkomt
in D,, voor n > m. Verder bestaat dit maximum, omdat [%] = 0 voor n > log(l + 1)/log(q). Merk op dat de

n_1
geconstrueerde teller en noemer van de samengestelde breuk gemeenschappelijke factoren kunnen hebben, waardoor
de noemer van de samengestelde breuk een deler is van de in dit lemma bepaalde noemer. O

Lemma 5.12. Er geldt dat max,>p, ¢" ™ [ql—_l] = [ﬁ]

Bewijs. Er geldt dat {T{J < % [q”l_l}: om {qﬁil_q} uit te rekenen moet eerst [ - 1} omlaag worden afgerond op

een veelvoud van ¢, en daarna door ¢ worden gedeeld. Anderzijds wordt omlaag afgerond op een veelvoud van

!L_l

1, en daarna door q gedeeld. Hieruit volgt dat [ SR 1} < [qwll,q} < % [q"lil} en ¢t [qn“ 1} < g1 [q7l+l17q} <

¢" | = |. Het maximum van ¢"~™ | —.—| = | == | wordt dus bereikt voor de laagste waarde van n, dusn = m. [
q"—1 qr—1 qm—1

Lemma 5.13. Wanneer de breuken uit vergelijking (5.8]) worden opgeteld, heeft de teller van BC;/II(l) een graad

van ten hoogste anozl qm [qml_l} — qull.

Bewijs. Er geldt dat de graad van D, gelijk is aan ng™. Daarom is de graad van [[-_, Dl gelijk aan Y °_ | ny,mg™
Omdat geldt dat I =Y °_ (g™ — 1), mag worden aangenomen dat [ een veelvoud van is ¢ — 1: als [ geen veelvoud
is van ¢ — 1, geldt dat BC; = 0. Een mogelijke keuze voor {n,,}>°_, is dat n; =1/(¢—1) en nm = 0 voor m > 2. Een

andere rij kan worden verkregen door n,, met 1 te verhogen voor een m > 2, en n; met qq te verlagen, dit is alleen

mogelijk als | > ¢™—1. Elke rij {n,,, } met { = > °_ n,,(¢™—1) kan worden verkregen door een eindig aantal van deze
m—+1

stappen. De verandering in ) °_, n,,mq™ is dan gelijk aan mqg™ —g<—= = 1 > mq™ q— =q¢"(m— L) > 0, omdat

m > 2en qqu < 1. Hieruit volgt dat de noemer Dll/ (@1 een mlnlmale graad heeft, deze is gelijk aan qT Omdat

het kleinste gemene veelvoud van de noemers een graad van > -_, ¢™ (maanm g™ [qnl_ 1D =3 " [qml_ 1}

heeft, wordt de noemer met minimale graad tijdens het optellen van breuken vermenigvuldigd met een element van

graad > °_ ™ [q _1] — 4 waaruit het resultaat volgt. O

q—1’

Voorbeeld 5.14. Het kleinste gemene veelvoud van de noemers uit het vorige voorbeeld is gelijk aan (t3 — ) (2 —
t)3(t2" — t) = D$ D3. Hierbij is nog geen rekening gehouden met specifieke gelijkheden (of equivalentie modulo ¢) in
F,[¢]. Invullen levert op dat

BCy 1
11(30) D§D3< 3(t

S0t 420082 — )3 (2" —t) — 36(t3 — t)2(t° — t)(t*" — 1)

F12(68 — (80 — 0227 — 1) — (1° — )3T — t)). (5.14)

Verder geldt dat {3‘0’_—01} =15, [ ] =3, [27 1} =1len |:q"7§0—1:| = 0 voor m > 4, wat overeenkomt met de berekening.

Hieruit volgt dat het kleinste gemene veelvoud van de noemers een graad heeft van ten hoogste Z:jzl q™ [qml_l] =

3-15+9-3+27-1=099. De teller van de breuk heeft een graad van maximaal 54, omdat D}° van de noemers de
laagste graad heeft, namelijk 45. Herschrijven levert op dat
BC3y  2(t3 —t)3(t27 —t) + 2(t° — )3 (¢*7 — 1)

T1(30) - (83— )15(t9 — £)3(27 — t) : (5.15)
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Lemma 5.15. Er geldt dat TI(1) een deler is van de samengestelde noemer van BCy/II(1) wit lemmal[5.11]

Bewijs. Schrijf I =Y~ ¢mg™ met 0 < ¢, < ¢, dan geldt dat II(1) = [~ D& =]~ [T, (t9" —t)ema™ ™" =
[T, H;zf:k(tqk —)ema™ " waaruit volgt dat t4° — ¢ met een macht > em@™ " in (1) voorkomt. Merk op dat
¢m = 0 voor ¢ > 1, dus m > log(l)/log(q). Verder geldt dat t7" — t in de samengestelde noemer van BC;/TI(1) met

een macht {qml_l} voorkomt. Er geldt dat [/¢* = an_:ll Cmquk + 3 em@™ T, waarbij Yoo g™ geheel

. Omdat Zm 1cmqm k< an;ll(q —1)g™* = (¢ — l)q*kq < 1, geldt dat >0°_, cng™F = [qik} Omdat
l 1
=0

Voorbeeld 5.16. Er geldt dat I1(30) = D3D; = (3 —1)19(¢? —¢)3(¢2" —t). De samengestelde noemer van de breuken
is gelijk aan D$D3 = (¢3 — )12t — t)3(#*7 — t), waaruit volgt dat

BCy, = 20t — )3 (2T — t) + 2(t7 — 0)*(t*T — 1) 2t27 -t 1 (1 (G t)3>

}, volgt dat II(I) een deler is van de samengestelde noemer van BC;/TI(1). O

(t3 —t)5 STt 13—t (t3 —1)3
1 t2 . t22 t24 t27 _ t3 1 t2 . t22 t24
_ LAt L I e el (1414104412 4 15)
342t 9 —t3 3+ 2t
1
=5 (27:42 + 260 4+ 26%° 4 470 4 47 + 47 + 6% + 6% + 6°° + 106> + 10t* + 106*° + 10t + 8¢'°

1861 8412 1 6410 4 665 + 615 + 4t + 442 + 4)

2t42 + 2t40 +2t38 +t36 +t34 +t32 +t24 +t22 +t20 +t18 +2t16 + 2t14 +2t12 +t4 +t2 + 1
3+ 2t

, (5.16)

wat overeenkomt met de tabel in [13], sectie 9.2].

Voorbeeld 5.17. Voor ¢ = 7 bepalen wij de samengestelde noemer van BCgo00/I1(6000): er geldt dat [[oe_, (t7" —
pymaxnzm 0" s ] Z 1% (10" —)lam=t]. Dit s gelijk aan (£7 — ¢)1000(#49 — £)125 (343 _ )17 (42401 _ )2 Daarnaast
geldt dat I1(6000) = 1731)31:)31)2 (7 —)357 (449 —£)122(¢343 — )17 (¢2401 — )2, omdat 6000 = 14-3-743-724+3-734+2.7%.

Gevolg 5.18. De graad van de teller van BC| € F,[t] met 1 > 0 is kleiner dan of gelijk aan 2l1°1§(gl(21) /2.

Bewijs. Uit lemma en lemma, volgt dat de graad van de teller van BC| kleiner is dan of gelijk aan

5] 5]
> I I < I l l l
Eeletl it E ol e el
= qn —1 q—1 = qr—1 q—1 = qm q—1
<9 [log(l + 1)] gl <9 [log(l + 1)] 1 (5.17)
- log(q) qg—17 log(q) 2
O

Gevolg 5.19. Volgens deﬁmtie bestaan er in F,[t] oneindig veel priemgetallen.

Bewijs. Stel P € F,[¢] monisch, irreducibel en van graad n. Dan is P regulier, als P geen deler is van BC; met

I < n—3. Omdat BC; een graad van ten hoogste 2l1°g’(l(+1) 1/2 heeft, bevat de priemontbinding van BCj ten

12%018;‘('(11)) — % < 2101%)(;;')1) priemgetallen van graad mn, en kunnen er dus maximaal 2nlog("(+)1) irreguliere
1

priemgetallen van graad n bestaan. Anderzijds bestaan er --(¢" — ¢q) priemgetallen in F,[t] van graad n voor een

1ign_
priemgetal n € Z. Omdat lim,, Q"I(Oqg% = 00, bestaat er een N > 0 zodat 1(¢" —¢) > 2n1°{°;(g”(§)1)
n ,

log(q)
dat voor n > N er een regulier priemgetal van graad n bestaat. Omdat er oneindig veel priemgetallen in Z bestaan,

volgt de conclusie. O

hoogste 21

. Hieruit volgt
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